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Abstract

In this paper we extend the Kou’s theorems for the duals of infrabarreled spaces and other
locally convex spaces. In particular we prove that if the space E is infrabarreled and E’ is its strong
dual and the subspace generated by each equicontinuous subset of E’ is isomorphic to a subspace
of a l.c.s. weakly compactly generated by seminorms, then E’ has the strong Radon-Nikodym
property. Thys question has been treated before in [10] by us, where we obtained theorems less
general than the results proved here.

En este trabajo vamos a extender los teoremas de Kuo [5] para los duales
de espacios infratonelados y otros espacios localmente convexos. En particu-
lar, demostraremos en el corolario 12 que, si E es un espacio infratonelado y E’
su dual fuerte y si el subespacio engendrado por cada subconjunto equiconti-
nuo de E’ es isomorfo a un subespacio de un e.l.c. débilmente compactamente
generado por seminormas (definicion 5), E’ posee la propiedad de Radon-
Nikodyn fuerte (definicion 1). Esta cuestion la hemos tratado también en
[10], donde obtuvimos teoremas menos generales que los que probamos aqui..

Sea (Q, X, p) un espacio de medida finito que supondremos completo para
asegurar que existe un lifting p sobre el dlgebra ## de las funciones reales o
complejas medibles acotadas. Sea E un espacio localmente convexo, en
abreviatura e.l.c., que supondremos siempre Hausdorff, y E”’ el bidual dotado
de la topologia natural.

Sea m : ¥ — E una medida vectorial y:

Ag(m) = {m(A) .

;L(A)'S SDAeX }

para Se X*, siendo:
Tt ={4eX:ud) > 0}

1. Definicion. Un el.c. E se dice que tiene la propiedad de Radon-
Nikodym, en abreviatura PRN, si para todo espacio de medida finito (Q, X, u)
y toda medida vectorial m : £ — E controlada por g, en el sentido de que es
u-continua y Ag(m) es acotado, existe una funcion acotada f:Q — E”
j-integrable o integrable Grothendieck: fe Z(Z, u, E”) (véase [6], [7] y
[8]), que verifica:

m(A) = L fau (=m(4))

para todo 4 € X. En el caso que dicha funcién acotada se pueda elegir siempre
de modo que fe Z(Z, u, E), e.d. Q) < E, se dice que E posee la PRN fuerte.
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2. Teorema. Sea E un el.c. y E su dual dotado de una S-topologia
separada tal que todos sus conjuntos acotados son débilmente* relativamente
compactos. Entonces, si F es un subespacio débil* cerrado de E’ que posee PRN,
F posee PRN fuerte.

Demostracion. Basta proceder como en el teorema 4 [10].

3. Definicion. Un subconjunto 4 de un e.l.c. E se dice w-precompacto (o
separable por seminormas) si, para todo entorno U de O en E, existe un
conjunto contable M « E talque A =« M + U.

4. Teorema. Sea E un el.c. y E’ su dual dotado de una S-topologia
saturada y separada tal que E’ es casi completo. Supongamos que, para todo
acotado contable y no vacio By € S, el subespacio cerrado F engendrado por By
tiene la propiedad de que, si T = Ty es la aplicacion canonica E' —F’, la
imagen T(D) de todo subconjunto acotado D de E’ es un subconjunto equiconti-
nuo de F’. Entonces E’ posee PRN si, y solo si, cada uno de dichos espacios F
tiene la propiedad de que todo subconjunto equicontinuo de F’ es w-precompacto
cuando se dota a F’ de una Si-topologia tal que By € Sp < S.

Demostracion. Resulta del teorema 7 [12].

5. Definicion. Un e.l.c. E se dice débilmente compactamente generado
por seminormas, en abreviatura WCGS, si para todo entorno absolutamente
convexo U de 0, E;; es WCG (débilmente compactamente generado).

Es claro que todo e.l.c. WCG es WCGS y que todo e.l.c.w-precompacto es
WCGS ya que un e.l.c. E es w-precompacto si, y solo si, cada uno de dichos
espacios E; es separable.

6. Definicion. Un espacio compacto Hausdorff E es un Eberlein com-
pacto si es homeomorfo a un subconjunto débilmente compacto de un espacio
de Banach.

Por el teorema de Eberlein, E es secuencialmente compacto si es Eberlein
compacto. Es bien conocido que todo espacio Eberlein compacto separable es
metrizable.

7. Lema. Un espacio de Banach E es WCG si, y solo si, si la bola unidad
cerrada B de E’ es un espacio Eberlein compacto para la topologia débil*,

Demostracion. Véase, Amir y Lidenstrauss [1].

8. Teorema. Sea E un e.l.c. y E' su dual dotado de una S-topologia
saturada y separada tal que E’ es casi completo. Supongamos que, para todo
acotado contable y no vacio B, € S, el subespacio cerrado F engendrado por B,
tiene la propiedad de que, si T = Ty es la aplicacion canonica E' — F’ la imagen
T(D) de todo acotado D de E’ es un subconjunto equicontinuo de F’. Entonces, si
todo subconjunto débilmente® compacto de E"’ es Eberlein compacto para la
topologia débil*, E’ posee PRN.
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Demostracion. Nos basaremos en el teorema 4. Sean B, y F como arriba
y S la coleccion de todos los subconjuntos acotados separables B e S de F.
Siendo B < F separable la bipolar Bp- de B en F” es débilmente* separable.
Sea J:F — E la aplicacién inclusion, entonces J** : F”” — E’” es un iso-
morfismo. Por tanto, Bg- = J**(By-) es débilmente* separable. Como By es
también débilmente* compacto, By~ es Eberlein compacto para la topologia
débil*, Como ademds Bj- es separable, Bp. es metrizable. Esto implica
entonces que Bp. es metrizable y, por tanto, que F;, = (F’), es separable
cuando V es el conjunto polar de B en F’. Entonces F’ es w- precompacto v,
por el teorema 4, resulta que E’ posee PRN.

9. Corolario. Sea E un espacio infratonelado y E’ su dual fuerte. Enton-
ces, si todo subconjunto débilmente* compacto de E”" es Eberlein compacto para
la topologia débil*, E’ posee PRN fuerte.

Demostracion. Resulta de los teoremas 2 y 8.

10. Corolario. Sea E un e.l.c. y E’" su dual fuerte casi completo. Suponga-
mos que, para todo acotado contable y no vacio B, de E, el subespacio cerrado F
engendrado por B, es infratonelado. Entonces, si todo subconjunto débilmente*
compacto de E’" es Eberlein compacto para la topologia débil*, E' posee PRN.

Demostracion. Resulta del teorema 8.

11. Teorema. Sea E un el.c. y E su dual, dotado de una S-topologia
saturada y separada tal que E’ es casi completo. Supongamos que, para todo
acotado contable y no vacio By € S, el subespacio cerrado F engendrado por B,
tiene la propiedad de que, si T = Ty es la aplicacion canonica E' —F’, la
imagen T(D) de todo subconjunto acotado D de E’ es un subconjunto equiconti-
nuo de F’'. Entonces, si el subespacio engendrado por cada subconjunto equiconti-
nuo de E’ es isomorfo a un subespacio de un e.l.c. WCGS G, E’ posee PRN.

Demostracion.  Utilizaremos el teorema 4. Sean By, F y T = Ty como
arriba y ¥ un entorno absolutamente convexo de O en F. Entonces, existe un
entorno absolutamente convexo U de Oen Etalque UNF = V. M = E’
= (E")yo se puede considerar como un subespacio de un e.l.c. WCGS G, S¥a
Sy la coleccion de todos los subconjuntos acotados separables Be S de F, y
Uy y Vi los conjuntos polares de B en E’y F’, respectivamente. Sea W un
entorno absolutamente convexo de O en G tal que:

WNM=UyNM=U".

Sea X = My, Z =Gy y J la aplicacion inyectiva X — Z, entonces
J*:Z — X’ es sobreyectiva. Como U’ es el conjunto polar de n(B) en M,
donde x es la aplicacion canonica E — Ey, que es separable en Ey;, la bola
unidad By = (U’)’ de X’ es débilmente* separable. Sea (x)) una sucesion
débilmente* densa en By. Siendo J*(Z") = X', por el teorema de la aplica-
cién abierta existe una sucesion acotada (z) en Z’ tal que J*(z,) = x,. Sea C

’

la clausura débil* del conjunto {z, : n € N}. Por hipétesis el espacio de
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Banach Z es WCG y por el lema 7 la bola unidad cerrada B, es Eberlein
compacto para la topologia débil* y, por tanto, también C es Eberlein
compacto. Esto con la separabilidad de C implica que C es un espacio métrico
compacto para la topologia débil*. J*(C) (= By) es entonces débilmente*
compacto y contiene a (x;), luego J*(C) = Byx.. Siendo By- imagen continua
de un espacio métrico compacto, By es un compacto metrizable para la
topologia débil* y, por consiguiente, X = M, es separable.

Por el teorema de Hahn-Banach, T(U°) = V° para T = Ty y, por tanto:

N=TM)=F
Como ademas:
T(U) < T(Uy) N T(M)
c VoNN =V,

T induce una aplicacién continua M — N,. Entonces N es separable
y, por consiguiente, existe un conjunto contable L < F’ tal que:

VOCF;,0 L + ¥V

donde ¥, = B° es el conjunto polar de B en F’. Por tanto, todo conjunto
equicontinuo V° de F’ es w-precompacto y, por el teorema 4, resulta que E’
posee PRN,
Obsérvese que el teorema se puede extender al caso de que cada espacio

(E’)yr = My sea subespacio de un espacio normado WCG Z.

U12. Corolario. Sea E un espacio infratonelado y E’ su dual fuerte.
Entonces, si el subespacio engendrado por cada subconjunto equicontinuo de E’
es isomorfo a un subespacio de un e.l.c. WCGS, E’ posee PRN fuerte.

Demostracion. Resulta de los teoremas 2 y 11.

13. Corolario. Sea E une.l.c. y E’ su dual fuerte casi completo. Suponga-
mos que, para todo acotado contable y no vacio B, de E, el subespacio cerrado F
engendrado por B, es infratonelado. Entonces, si el subespacio engendrado por
cada subconjunto equicontinuo de E’ es isomorfo a un subespacio de un e.l.c.
WCGS, E’ posee PRN.

Demostracion. Resulta del teorema 11.
14, Lema. Sea F un subespacio cerrado de un el.c. E, y F”’ y E” los
biduales respectivos dotados de las topologias naturales. Entonces, si E”’/E es w-

precompacto, F”’'[F es w-precompacto.

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que, siJ es la aplicacion
inclusion F - E y J**: F” — E”, se tiene:

U**)"YE) = F

b . 17 ’7 .
, '
cuando se consideran E y F como subespacios de E” y F”, respectivamente
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En efecto, si:
Y€ W) = F
y x’ pertenece al conjunto ortogonal F* de F en E’, resulta J**(y"') = x € E,
J¥x) =0y:
x, X =<Ky, J*x)) =0
para todo x" € F* y, por tanto, x e F*~ = J**(F) por ser J(F) un subespacio
cerrado de E. Luego:
Fc(*)i(E) < 0*)'F*") = F
J**)"(E) = F.

Por otra parte, como J** : F’” — E’’ es un isomorfismo, si V" es un entorno
absolutamente convexo de O en F”, existe un entorno absolutamente convexo
U de O en E” tal que (J**)~!(U) < V. Por tanto, si E”’/E es w-precompacto,
existe un conjunto contable I « E” que verifica:

J**(F')<c E" =L+ E +UJ/2
y, por consiguiente, existe un conjunto contable M < F” tal que:

J*¥F") c J**(M) + E + U,
de donde resulta:
' F' =M + (J*)"(E) +V
=M+F+V

para todo entorno ¥ de O en F”' y, por tanto, F”'/F es w-precompacto.

15. Teorema. Sea E un espacio infratonelado, E’ su dual fuerte y E’" su
bidual dotado de la topologia natural. Entonces si E”'/E es w-precompacto,
E’ posee PRN fuerte.

Demostracion. Nos basaremos en los teoremas 2 y 4. Sea B, un subcon-
junto acotado contable y no vacio de E, y F el subespacio cerrado engendrado
por B, Si V es un entorno absolutamente convexo de O en F, sea V0 el
conjunto polar de ¥V en F'y ¥V = V% el conjunto bipolar en F”.

Siendo E”/E w-precompacto, F”//F es w-precompacto segun el lema 14.

’

Entonces, para cada n € N, existe un conjunto contable M) = F” tal que:
F’' =M, +F + V/2n.

‘Como por otra parte F es separable, existe un conjunto contable M, < F tal
que:

F=M,+ V/2n
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y, por tanto:
F’ =M, + M) + V/n,

de donde se deduce que Fj# = (F”)y es separable y, por consiguiente, V° es
separable y w- precompacto. Luego, segun los teoremas 2 y 4, E’ posee PRN
fuerte.

16. Teorema. Sea E un espacio distinguido, E’ su dual fuerte y E” su
bidual dotado de la topologia natural. Entonces, si E”’/E es w-precompacto, E”
posee PRN fuerte. N

Demostracion. Procederemos como anteriormente. Sea B, un subconjun-
to equicontinuo contable y no vacio de E’, y F el subespacio cerrado
engendrado por B,. Dotemos a F’ de la Si-topologia tal que Sy es la coleccion
de los subconjuntos equicontinuos de F. Sea (x) una sucesion densa en F y
V = F N D° un entorno de O en F, siendo D un acotado en E. Entonces
existe una sucesion (x,,) tal que:

1
Xk € D y l<xnk’ x;,1>| = <1 - E)pD(x:x)s

donde:
pp(x’) = sup {|<x, x’>| : x € D}

para x’ € E’. De esto se deduce, si G es el subespacio cerrado de E engendrado
por dicha sucesién (x,,) y 4 = G N D, que:

pp(x) = pa(x’)

para todo x’ e F.
Sea J, la aplicacion inclusion G — E entonces, si J es la restriccion J& | F
de J¥: E'— G’ a F, J es continua y se tiene:

J(V) =J3(F 0 D) = JE(F 0 A9) = JE(F) N J§(4%) = J(F) N A°

donde las primeras polares se toman en E’ y la ultima 4° en G’. Por tanto, por
el teorema de Hahn-Banach, se tiene:

VO = J*H(A%) < J*G").

Si B € Sy es absolutamente convexo y cerrado y W es el conjunto polar
de J(B) = J¥(B) en G', W es un entorno de O en G”. Como E"/E es
w-precompacto, G''/G es w-precompacto segin el lema 14 y existe un con-
junto contable M = G” tal que:

G'=M'"+G+ W\
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Analogamente, siendo G separable y W N G un entorno de O en G, existe
un conjunto contable M < G tal que:

Gc M+ W2,
de donde resulta:
G’ =M+ M)+ W.
Por consiguiente:
WX G) =J*M + M”) +J*(W) =« M’ + 7,
donde M’ < F’ es contable y ¥ es el conjunto polar B® de B en F’, puesto que:
J*(W) = J*(J(B)') = B = V.

Por tanto, todo subconjunto equicontinuo de F’ es w-precompacto y de los
teoremas 2 y 4 se deduce que E” posee PRN fuerte, porque todos sus
acotados son equicontinuos por ser E un espacio distinguido.
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