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In this paper, we study the resolutions of the Airy's equation in general orders,
which is solved in 1838 for a second order equation. We have worked with the steepest
descents method and Laplace's method.

We explain the caso n = 3 and we give the resu1ts for a general n which are
obtained by similar, but are complicated, calculations than the before case.

En 1838 el matemático inglés G. B. Airy estudia [1], en relación con un
problema de óptica, las soluciones de la ecuación diferencial:

Y"(A) - AY(A) = O

Esta ecuación lineal es un caso particular de la ecuación de Bessel [7].
La importancia de dichas funciones, tanto en matemática pura como en la

aplicada, justifica un estudio autónomo de la ecuación, así como de sus
generalizaciones (2], (3], (4], (5], (6], (8]. En esta comunicación se dan
algunos resultados referentes a las ecuaciones que resultan de sustituir la
derivada segunda por otras de orden superior; es decir:

y(lll(A) - AY(A) = O (ecuación de Airy generalizada)

Se utiliza, como herramienta principal, el lema de Watson en la siguiente
versión:

Sea F una función analítica, definida en el plano complejo, salvo en un corte
a lo largo del eje real negativo, que admite un desarrolo de la forma:

00

F(t) = I amtm/R - ¡

m=l

(*) Presentada en la sesión celebrada el 18 de enero de 1984.
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para -n < arg t < n y °< Itl < R + D; en donde D > 0, RE IR+ y las
potencias son las reales y positivas, para los valores reales y positivos de t. Se
supone además que existen dos números k y b positivos, tales que:

IP(t)I < k exp [bt]

para todo t real mayor que R.

Entonces se tiene:

2(P) = la) exp [-zt] 'P(t)dt ~ I amr(m)z-m/RJo m=l R

cuando [z] ---+ + 00 en el sector [Arg zl ~ n/2 - E, con e > 0, y uniformemente
respecto a Arg z en este sector, siendo el camino de integración al semieje real
positivo.

Estudio de la ecuación de Airy en el caso n = 3

El método de Laplace para determinar soluciones de la ecuación:

Y'''(A) - AY(A) = °
las proporciona en forma de integrales definidas sobre caminos complejos C:

Y(A) = (2ni)-1 fc</>(z).exp [Az]dz,

donde Aaparece como parámetro de la integral. La función </> está determina
da derivando formalmente respecto del parámetro A, resultando para </> la
función </>(z) = exp [-z4/4] Yel camino C ha de hacer convergente la integral y
además anular los términos finitos que se originan en la integración parcial.
Se obtienen cuatro camino posibles Cr , r = 0, 1,2, 3, extendidos desde:

[
2n(r + 1) ] [2nr ]

00 . exp 4 i a co :exp 4 i

Se obtiene así cuatro soluciones Yr' r = 0, 1, 2, 3, de la ecuación de tercer
orden:

correspondiente cada una a uno de los caminos Cr , r = 0, 1, 2, 3. Evidente
mente no serán independientes y se comprueba sin dificultad que su suma es
nula. El conocimiento de una solución en un sector de ángulo n/2 determina
la función en todo el plano. Análogamente, el conocimiento de una solución
en todo el plano determina las restantes soluciones.
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Aproximación asintótica por el método
del descenso rápido para Y,

Si introducimos en Yr(A) la nueva variable:

Z = AI /3 • t

donde se escoge la rama principal de la raíz, Yr(A) adopta la forma:

y O) = AI /3(2ni) - I r exp [_A
4

• (t4

- t)J dt
r jArg Al l3C, 3 4
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Tomando Arg A suficientemente pequeño (IArg AI
/
3

1 < n/8) podemos de
formar el camino de integración Arg A1/3

• C, hasta hacerle coincidir con C, de
nuevo, de forma que es:

Por prolongación analítica esta fórmula define Yr(A) para todo A E C.
El factor (t4 /4 - t) en el exponente tiene como derivada t3 - 1, cuya

anulación determina los tres puertos a los que se puede aplicar el método del
descenso rápido. Estos puertos son las tres raíces cúbicas de la unidad:

[
2kn ]ek = exp -3- i , k = O, 1, 2

Siendo necesario decir cuál es el más apto para obtener el desarrolo asintótico
buscado. La condición que ha de cumplir es que el camino de integración se
pueda deformar pasando por el puerto de manera que sea uno de descenso
rápido.

Para ello se determinan los «caminos de fase constante» de la función
t4/4 - t, que pasan por cada uno de los puertos, y que son:

para eo y = O, xy2 - x3 + 1 = O

para el -x3y + xi + y = 3J3/8

Entre estos caminos se han de determinar los de descenso rápido. El camino
_x3 + xl + 1 = Ono nos interesa por ser de ascenso y no de descenso. El
otro camino y = O es de descenso rápido, pero se ve claramente que Ca no
puede ser deformado en él.



356 COMUNICACIONES DE LA ACADEMIA

Observemos, en cambio, que una rama, L¡, del camino de fase constante
que pasa por 91 es de descenso rápido y obviamente el se puede transformar
en ella. Por tanto, 91 = exp [2niI3] es el puerto apropiado.

Buscamos entonces el desarrollo de la integral:

extendido al camino L I que se acaba de determinar. Hecho esto, considerare
mos dos ramas en L¡: desde t = el al 00 del eje imaginario, Li, Y desde
t = el al 00 del semieje real negativo, L¡, Yla nueva variable:

resultando entonces:

t4 3
s=--t+-e
44 1 (*)

donde el camino de integración es el semieje real positivo. Realizando los
cálculos pertinentes y aplicando el lema de Watson se tiene:

válido para [Arg Al < n.

Desarrollo asintótico de Y,

Veamos ahora el desarrollo asintótico completo de la integral que da YI(A),
y que se ha transformado en:

La evaluación de esta integral se consigue invirtiendo la función s =
= s(t)(*), siendo aplicable, en este caso, el teorema de inversión de Lagrange
obteniéndose cerca de t = el:

OC>

t± = el + ¿ eI2v/Z(3el)-v/zv-¡ ¿
v=1 r,+r2=v-l

(
V12 + rl - 1) (V12 + rz - 1)( -I( 1/2)0(1' . O(~) ±s v

r, r,
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donde al Y a2 son las raíces del polinomio:

1 1 1 2
p(t - 1) = - + - (t - 1) + - (t - 1)

2 3 12

y así resulta finalmente:

x A-2/3(2m+l)r(m + 1/2)

Generalización de la ecuación de Airy para cualquier n

Aplicando los métodos anteriores a la ecuación de Airy de orden n:

d"y
--AY=O.u:

resulta que se satisface por las funciones:

í [Z»+l J
y,(A, n) = (2ni)-1 Jc, exp - n + 1 + AZ dz

siendo C, los caminos de integración extendidos desde:

[
2ni(r + I)J [ 2nir ]

00 o exp n +1 a 00 o exp n + 1 con r = O, 1,2, '0" n
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Obteniendo por métodos similares, aunque con cálculos más complicados, el
desarrollo:

y (A) ,..., Al - "/2" o (ni) -1 . exp[-~ A"+ l/"J X
r n + 1

00

x ()1/2(2n)-1/2 I (2A-"+1/,,)m o (n()-m o r(m + 1/2) x
m=O

x " (In + rl - 1/2) (In + r,,-l - 1/2)( )-1L. o .. ai l
o .. a:i'-::l 1

+ 1"_1 = 2m rl r,,-l
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siendo OCl ••• OC"-1 los n - 1 ceros del polinomio:

t,,+1 ( (}"+1 )
P(t) =-- - t - -- - (), oc¡ =!= (},V i = 1, ..., n - 1

n+l n+l

y () el punto puerto en el que se realiza el método del descenso rápido.
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