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The purpose of this work is to obtain a Radon-Nikodym theorem for a Bartle type 
integral in locally convex spaces. 

El objeto del presente trabajo es dar un teorema de Radon-Nikodym para 
una integral del tipo de la de Bartle, para espacios localmente convexos, dada 
por S. A. Sivasankara en [3]. A este trabajo nos remitimos en cuanto a 
aquéllas definiciones, notaciones y conceptos no enunciados en el presente 
trabajo, a lo largo de él denotaremos por j / una cr-álgebra de partes de un 
conjunto Q, por X, 7 y Z a tres espacios localmente convexos, de los que 
supondremos separados y completos a Z y Z, y denotaremos por ^, 1 y ^ 
tres familias de seminormas generantes en X, Y y Z, respectivamente. 
Supondremos definida una aplicación bilineal y continua de Z x F en Z, que 
representaremos por (x, j;) —> xy, y dos medidas cr-aditivas p : s/ ^Y y 
a : cfí/ —> Z, de las que p tiene la ^-propiedad, es decir, para cada r e ^ existe 
una medida finita no negativav^ definida en j / , tal que 11̂ 511̂ ^̂  « v̂ , para 
todo B e ^, siendo âS la clase de los subconjuntos absolutamente convexos y 
acotados de X y Hĵ Ĥ ^̂  la semivariación de p definida en [3] (nótese que p 
tiene trivialmente la ^-propiedad, si es de variación acotada), si existe una v 
válida para todo r e á? se dice que la medida p tiene la * ̂ -propiedad. 
Fijaremos de antemano una familia (vXe^ de medidas finitas y no negativas 
definidas en j ^ , tales que lím \\P\\B,ÁE) = O, para todo B e 3S y todo 

vXE) —>-0 
r e M. Siguiendo la notación de Grothendieck, para cada B e ^, denotaremos 
por Xg el subespacio de X generado por JB y en él consideraremos la topología 
definida por el funcional de Minkowski q^ de B, Para indicar que un 
subconjunto de X^ es compacto o totalmente acotado en {XQ, q¿), diremos 
que es Z^compacto o X^- totalmente acotado. Para £ > 0 , J B G J / , r e á ^ y 
B E ^, fijemos los siguientes conjuntos: 

AB, ÁE, 8) = {XEXS: MF) - xp{F)) ^ SWPWB, ÁF), V f C £, F G ^ } , 

s/\,= {Eesá:\\P\\B,ÁE)>0} y j ^ \ = {E e ^ : vXE) > 0} 

En este trabajo, y por razones de espacio, tan solo esbozaremos las 
demostraciones de la proposición 5 y del teorema 7. Las restantes demostra
ciones, así como las anteriores, suficientemente detalladas, aparecerán en otro 
trabajo posterior. 

(*) Presentada en la sesión celebrada el 18 de enero de 1984. 
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1. Definición 

Para r e â( y B e ^ diremos que E e sí\ está (B, r)-localizado en C ^ XQ 
si para cualesquiera que sean F e sí\, con F C E y s > 0, existe F' C F con 
F' G j ^ \ , tal que AB,ÁF\ e) H C i= 0. 

2. Proposición 

Sean r e M, B e ^ y E e s¿^ {B, r)-localizado m C = CiU C2 ^ X^, en
tonces se verifica al menos una de las siguientes afirmaciones: 2.1, £ está 
(B, r)-localizado en Cj; 2.2, E está (5, r)-localizado en Cjl 2.3, existen 
£1, £2 ^ ^^r taies que £1 H £2 = 0 , £1 U £2 = £ y £ Î está (B, r)-localizado 
en Q para i = 1,2. 

3. Proposición 

Sean r G á?, B G J* y un conjunto £ G .53/̂ "̂  (B, r)-localizado en C ^ X^. 
Entonces para cada g > 0 existe una sucesión disjunta (£J„e [̂  ^ J/^"^, tal que 
vXE - U £") = 0 y ^B, riEn, e) n C 7̂  0 , para todo N e M. 

4. Lema 

Sean B e 0S y una función ^-integrable / : Q - ^ Z ^ tal que a(£) = ¡E/^P 
para todo £ G jâ  (en adelante pondremos a = p/). Entonces si \\P\\B,Á^) > 0 
para r e ^, existe un conjunto £ G ja/V tal que/(£) es Z5-to talmente acotado 
y / e s limite uniforme (en £ y (Z5, qs)) de una sucesión de funciones simples 
de Q en Xg. 

5. Proposición 

Sean J B G J ' y f:Q.-^Xg una función j8-integrable tal que a = j8j. Dada 
r e ^ con O G j / 5 ^ ̂  existe un subconjunto K C l^^, Z^totalmente acotado y 
E e j^\r taies que £ está (5, r)-localizado en K. 

Demostración. Del lema 4 resulta la existencia de un conjunto Ee sé\r 
tal q u e / e s limite uniforme (en £ y (1'^, q^) de una sucesión de funciones 
simples de Q en X^y f{E) es Z^totalmente acotado. Veamos que £ está (B, r)-
localizado en /(£). En efecto, dados E > O y F e sé\ con F ^ E, para cada 

mG N existen x ^ ..., x,7̂  G / ( £ ) C (J B(xf, 1/m) (donde 5(xf', 1/m) denota 

la bola_cerrada en (Z^, q^) de centro xf y radio 1/m). Entonces Ff = 
= /"^(B(xf, 1/m) n f G es/, para i = 1, ..., n^, por ser / l ímite uniforme de 
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funciones simples, y F = [j Ff, de donde resulta que para algún 
i = i 

; G {1,.. . , n^} se tiene que FJ e j ^ \ y si H e s/ es tal que H C FJ, entonces: 

r(a(H) - xpiH)) = n 
H 

( / - Xp # U 

^ sup q^fiw) - xj)m\B,ÁH) ^ -m\B,Ám^ 
weH ^ 

Por consiguiente, xj e Ag^FJ^ ^/^)^fiE), de donde resulta inmediata
mente que E está (B, r)-localizado en /(£). 

Supongamos a partir de este momento que Z es un espacio de Banach y 
denotemos por r una norma que define la topología de Z. 

6. Proposición 

Sea B e âS tal que Qe j2/\j.y supongamos que cada E e s^\y admite un 
subconjunto F e j^\r que está (B, r)-localizado en un Z^-compacto K (que 
depende de F). Entonces existe una sucesión disjunta (F^^^ f̂  C sé^^^y una 
sucesión (XJ„e py de conjuntos Z^compactos, tales que £„ está (B, r)-localiza-
do en K,, para cada n G N y | |j8| | ̂  X^ - IJ £„) = 0. 

7. Teorema 

Supongamos que para cada B e ^ existe M^ ,. > O tal que 
11̂ 115̂ ^ < M^yV^ (esta condición se verifica trivialmente si ^ es de variación 
acotada), entonces a tiene derivada de Radon-Nikodym respecto de ^ si, y 
sólo si, existe B e ^ cerrado tal que se cumplen: 7.1, lím r{a(E)) = O 

\\(^\\B ,iE)-^0 

(£ G j / ) ; 7.2, para cada Eej^\r existen Fesé\y y K C X^ tales que 
F C E,K QS Zg-compacto y F está (B, r)-localizado en K. 

Demostración. Supondremos que a es diferenciable respecto a p, enton
ces 7.1 es consecuencia del teorema 2.41 de [3] y 7.2 resulta inmediatamente 
de la proposición 5. Supongamos que existe B e 0S cerrado tal que se verifican 
7.1 y 7.2 y O G j / ^ ^ y (ya que en caso contrario de 7.1 resulta que a = O y el 
resultado se tiene trivialmente). De la proposición 6 resulta la existencia de 
una sucesión disjunta (£„)„ef^ ^ ^ ^ , r y una sucesión (K„)„ef̂  de conjuntos 
Z^-compactos tales que 11jS| | ^ X^ ~ U ^") = ^ Y ^H ̂ ^tá {B, r)-localizado en 

K,^ para cada ne N. Obviamente bastará con construir / en Q̂  = (J £„. 

Dado (5 > O, a partir de las proposiciones 2 y 3 se prueba la existencia, para 
cada n G N, de F'{, ..., F'^ e s/\ disjuntos y K'l, ...,K',l conjuntos Z^-compac-
tos, tales que: i), ú n < m cada KJ está contenido en algún K'¡ y FĴ  C F/; ii), 
el diámetro de cada K" es menor que l/n (ne N, i e {1, ..., m,J); iii(, F'¡ está 
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(B, r)-localizado en Kj' (n eN,ie {1, ..., «„}); iv), AB, IF'¡, 1/n) (\K"i f 0 ; v), 
m„ n 

v,(Oi - u Pf) ^ Z ^/2^- Para ^ada neN sean: 
i = l i = l 

G„ = u "̂ y /« = U ^"^fi" 
i = l i = l 

siendo X"GK| ' fi ^ B , X̂ ?» IM) 0* = I5 --o '^J- Se demuestra que la sucesión 
( /^„GN es uniformemente de Cauchy en G = Ç\ G„ y, por tanto, existe 

neN 

f: G —^XQ que es limite uniforme (en (XB, qs)) de la sucesión (/„)„eñy y jff-
integrable. Además, v^fii — G ) ^ < 5 y s i £ C G y E e s/, entonces: 

r( a(£) - /„ d)S U X Ka(£ H F?) - x^P(F1 0 £)) < 
JE / 1=1 

*"" 1 1 
^ E - l l )8 | lB,X£nf?)<-MB,,vXü), 

, = 1 « ' r i 

de donde resulta inmediatamente que: 

a(Ê) = fdf}. 

Por consiguiente, acabamos de probar que para cada neN existen G„e s^ 
y gn'-G„ -*XB, )S-integrable, tales que v/GJ > v,(Q) - \/n y ce = Pf. Para 

n 

cada neN definimos íí„ = (J Gj y /„ : Qi —» Z^ por: 
j = i 

fnM 

giiw) si w e Gj 
g2(w) si WEGJ - Gi 

g„iw) si w G G„ - U G¿ 
i = l 

l 0 si w yè H„. 

Se prueba que existe /(w) = lim /„(w) para todo w G Q̂  y que a = ^y. 
n 

Un teorema análogo al anterior se puede dar para Z localmente convexo 
separado y completo (no necesariamente Banach), mediante un proceso 
similar, suponiendo que j8 tiene la **-propiedad y modificando ligeramente la 
definición de localización. 
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