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The purpose of this work is to obtain a Radon-Nikodym theorem for a Bartle type
integral in locally convex spaces.

El objeto del presente trabajo es dar un teorema de Radon-Nikodym para
una integral del tipo de la de Bartle, para espacios localmente convexos, dada
por S. A. Sivasankara en [3]. A este trabajo nos remitimos en cuanto a
aquéllas definiciones, notaciones y conceptos no enunciados en el presente
trabajo, a lo largo de él denotaremos por o/ una g-algebra de partes de un
conjunto Q, por X, Yy Z a tres espacios localmente convexos, de los que
supondremos separados y completos a X' y Z, y denotaremos por 2, 2y &#
tres familias de seminormas generantes en X, Y y Z, respectivamente,
Supondremos definida una aplicacion bilineal y continua de X x Yen Z, que
representaremos por (x, y) —xy, y dos medidas ¢-aditivas f: o/ — Y y
o: o/ —Z, de las que B tiene la *-propiedad, es decir, para cada r € # existe
una medida finita no negativay, definida en ., tal que ||f||p , << v,, para
todo B e 4, siendo # la clase de los subconjuntos absolutamente convexos y
acotados de X'y ||f||p,, la semivariacion de § definida en [3] (notese que
tiene trivialmente la *-propiedad, si es de variacion acotada), si existe una v
valida para todo re £ se dice que la medida B tiene la **-propiedad.
Fijaremos de antemano una familia (v,), . 4 de medidas finitas y no negativas
definidas en o7, tales que (lb})m . [1Bl1, (E) = 0, para todo Be # y todo

VA
r € &. Siguiendo la notacion de Grothendieck, para cada B € #, denotaremos
por X el subespacio de X generado por By en él consideraremos la topologia
definida por el funcional de Minkowski gz de B. Para indicar que un
subconjunto de X es compacto o totalmente acotado en (Xp, qp), diremos
que es Xgcompacto o Xz totalmente acotado. Para ¢ > 0, Ec &/, re Ry
B e 4, fijemos los siguientes conjuntos:

Ap AE, &) = {x € Xp: r(a(F) — xB(F)) < ellpllp AF), VF CE,Fe o},

A, ={Eest ||pllpgAE) >0} y % ={Eeo:v(E) >0}
En este trabajo, y por razones de espacio, tan solo esbozaremos las
demostraciones de la proposicion 5 y del teorema 7. Las restantes demostra-

ciones, asi como las anteriores, suficientemente detalladas, apareceran en otro
trabajo posterior.

(*) Presentada en la sesion celebrada el 18 de enero de 1984.
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1. Definicion

Parare # y Be & diremos que E € &/ *, estd (B, r)-localizado en C C X
si para cualesquiera que sean Fe /", con F C Ey ¢ > 0, existe ¥ C F con
F'ed’, tal que Ag (F',e) N C + .

2. Proposicion

Seanre #, Be By E € o/, (B, r)-localizado en C = C; U C, C X, en-
tonces se verifica al menos una de las siguientes afirmaciones: 2.1, E estd
(B, r)-localizado en C,; 2.2, E esta (B, r)-localizado en C,; 2.3, existen
E\,E,e o/ tales que E, NE, = &, E, UE, = E y E, esta (B, r)-localizado
en C;parai = 1,2.

3. Proposicion

Sean re £, Be # y un conjunto E € o/, (B, r)-localizado en C C X,
Entonces para cada ¢ > 0 existe una sucesion disjunta (E,), .y C &/, tal que
v(E — () E)=0y Ay (E,, & N C # ), para todo N € N.

neN

4. Lema

Sean Be # y una funcion S-integrable f: Q — Xp tal que o(E) = [gfdp
para todo E € .« (en adelante pondremos a = B,). Entonces si ||B]|| 5 (Q) > 0
para r € 4, existe un conjunto E € o/ %, tal que f(E) es X B—totalmente acotado
y f es limite uniforme (en E y (X, qp)) de una sucesion de funciones simples
de Qen X

5. Proposicion

Sean Be 8y f: Q — Xp una funcion -integrable tal que a = f,. Dada
re R con Qe oy, existe un subconjunto K C X, Xp-totalmente acotado y
E e o/, tales que E esta (B, r)-localizado en K.

Demostracion. Del lema 4 resulta la existencia de un conjunto Ecd?
tal que f es limite uniforme (en E y (X3, qp)) de una sucesion de func1ones
simples de Q en Xy f(E) es X g-totalmente acotado. Veamos que E esta (B, r)-
localizado en f(E). En efecto, dados e>0yFex" con F CE, para cada

me N existen x7, ..., x; € f(E) C U B(x", 1/m) (donde B(x", 1/m) denota

la bola cerrada en (Xp, qp) de centro x y radio 1/m). Entonces F!" =
= f"Y(B(x", 1/m) NF € o, para i = 1, ..., n,, por ser f limite uniforme de
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n’m
funciones simples, y F = U F?, de donde resulta que para algin

i=1
je{l, ..., n,} se tiene que FT e /", y si H e o/ es tal que H C F7, entonces:
H(a(H) — XPB(H)) = r( L(f — x7) dﬁ) <
1
< sup g fw) — xXP)Ipllp AH) < - Bllp, (H).
we

Por consiguiente, x7 € A (F7, 1/m) N f(E), de donde resulta inmediata-

mente que E esta (B, r)-localizado en f(E).
Supongamos a partir de este momento que Z es un espacio de Banach y
denotemos por r una norma que define la topologia de Z.

6. Proposicion

Sea Be £ tal que Qe o/ %, y supongamos que cada E € &/ % , admite un
subconjunto F € &/ % , que esta (B, r)-localizado en un Xpzcompacto K (que
depende de F). Entonces existe una sucesion disjunta (E,),.n C /%,y una
sucesion (K ,), < y de conjuntos X g-compactos, tales que E, esta (B, r)-localiza-
do en K, para cada ne Ny [|Bl/5 (Q — (] E,) = 0.

neN

7. Teorema

Supongamos que para cada Be4# existe Mp,>0 tal que
[1Bllp,, < Mp, v, (esta condicion se verifica trivialmente si f§ es de variacion
acotada), entonces o tiene derivada de Radon-Nikodym respecto de B si, y
solo si, existe B € 4 cerrado tal que se cumplen: 7.1, lim r(E) =0

. l1Bll g, (E) — 0
(Ee o£); 7.2, para cada Ee€ o/, existen Fe /%,y K'cC X tales que

F CE,K es Xgcompacto y F esta (B, r)-localizado en K.

Demostracion. Supondremos que « es diferenciable respecto a f, enton-
ces 7.1 es consecuencia del teorema 2.41 de [3] y 7.2 resulta inmediatamente
de la proposicion 5. Supongamos que existe B € 4 cerrado tal que se verifican
71y72yQe /%, (ya que en caso contrario de 7.1 resulta que o = 0 y el
resultado se tiene trivialmente). De la proposicion 6 resulta la existencia de
una sucesion disjunta (E,),.n C /%,y una sucesion (K,), . de conjuntos
X p-compactos tales que |[B[[5 (Q — () E,) = 0y E, esta (B, r)-localizado en

neN
K, para cada ne N. Obviamente bastard con construir fen Q, = (] E,.
Dado 6 > 0, a partir de las proposiciones 2 y 3 se prueba la existencil;i ?)ara
cada ne N, de Fi, ..., Fl € /", disjuntos y K4, ..., K!! conjuntos X g-compac-
tos, tales que: i), si n < m cada K7 estd contenido en algun Ky F7 C F}; ii),
el didmetro de cada K! es menor que 1/n (ne N, i e {1, ..., m,}); 1ii(, F} esta
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(B, r)- locahzado en K" (meN,ie{l,..,n,});iv), Ag AF}, 1/n) NK! # & v),
v(Q, — U F) < Z 8/2/. Para cada n e N sean:

i=

3

n

Gn = Ff y f;x = U x?xF;'a
i=1

i=1

siendo x} e K N Ag (F}, 1/n) (i = 1, ..., m,). Se demuestra que la sucesion
(fdneN es uniformemente de Cauchy en G = () G, y, por tanto, existe

N
f:G — Xp que es limite uniforme (en (X3, qB))ncfe la sucesion (f,),eNy B-
integrable. Ademas, v(Q;, — G) < dysi E C Gy E e o, entonces:

r<oc(E) - J £ dﬂ> < i r(a(ENFY) — x!B(F N E)) <
=1

LI | 1
< Z LBl AENF) < - Mg (),

de donde resulta inmediatamente que:

«(E) = J fag.
E

Por consiguiente, acabamos de probar que para cada n € N existen G, € o
y &, : G, — Xp, p-integrable, tales que v,(G,) = v.(Q) — 1/ny a = B,. Para

cada n e N definimos H, = () G,y f,: Q; — Xj por:

=1

giw) si wegG,
g,(w) si weG, — G,

0 si wgH,.
Se prueba que existe f(w) = lim f,(w) para todo we Q; y que « = f,.

. n
Un teorema analogo al anterior se puede dar para Z localmente convexo
separado y completo (no necesariamente Banach), mediante un proceso
similar, suponiendo que S tiene la **-propiedad y modificando ligeramente la
definicion de localizacion.
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