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Resumen 

Sea C*{X) el anillo de las funciones reales continuas y acotadas en un espacio topológico X de 
Hausdorff completamente regular. Sea H un subconjunto de C*(X) que separa puntos y cerrados y sea 
L{H) la familia de los conjuntos de Lebesgue de las funciones de H. Escribiremos (T{X,H) para la 
compactación de X que se obtiene por la inmersión de X en un cubo homeomorfo a [0,1]^ y denotamos 
por co(X, 0^) la compactación de Wallman-Sanin de X asociada a la base de conjuntos cerrados 0^. Sea 
AL(H) la mínima familia de subconjuntos de X que es cerrada para intersecciones finitas, uniones finitas y 
contiene a L{H). En este artículo se prueba que las compactaciones o{X, H) y œ(X, AL{H)) son siempre 
comparables y damos una condición necesaria y suficiente para que esas compactaciones sean equivalen
tes. Se da un ejemplo de un anillo de Wallman A sobre un espacio X tal que las compactaciones a{X, A) y 
ù){X, Z{A)) no son comparables ni homeomorfas. También se dan ejemplos de anillos de Wallman By C 
sobre el espacio discreto N tales que o(N, B) = œ{N, Z(B)) < co{N, AL{B)) y Ü)(N, Z(C)) < a(N, C) 
= cú(N, AL(C)). 

Abstract 

Let X be a Tychnoff space and let fi be a subset of C*{X) which separates points from closed sets. We 
write (T{X, H) for the compactification of X obtained by embedding X into a cube whose factors are 
indexed by H and we denote œ{X, 0) for the Wallman-Sanin compactification of X associated with the 
base 0 of closed sets in X, Let L{H) be the family of all Lebesgue sets of the functions of H and let AL(H) be 
the smallest ring of subsets of X containing L{H). In this paper we prove that the compactifications a(X, H) 
and (ú{X, AL{H)) are always comparable and we give a necessary and sufficient condition for the 
equivalence of the above compactifications. Several examples are given. 

En este artículo X será un espacio de Hausdorff completamente regular. Una 
compactación del espacio X es un par (K, / ) , donde K es un espacio compacto y/es 
un homeomorfismo de X sobre un subespacio denso de K. En lo sucesivo no 
distinguiremos entre X y f{X). Se define una relación en la familia de todas las 
compactaciones de X conviniendo en que K^ ^ K2 si existe una función continua 
K2 sobre K^ cuya restricción a X es la identidad. Se dice que las compactaciones K^ 
y K2 son equivalentes si existe un homeomorfismo de K^ sobre K2 cuya restricción a 
X es la identidad y en ese caso escribiremos K^ = K2. Sabemos que si K^ y K2 son 
compactaciones de Hausdorff de X taies que Ki ^ K2 y K2 ^ Ki, entonces Xj 
= K2. 

Sea ^ una base de conjuntos cerrados de X tal que (/> G ^ , X e ^ y es cerrada 
para uniones finitas. Escribiremos œ{X, 2)) para la compactación de Wallman-Sanin 
de X asociada a ^ [6]. El espacio w{X,Q)) tiene las siguientes propiedades: 

WSl. La familia {c^^^D: D e ^}es una base de conjuntos cerrados de (j){X, 3). 

* Este trabajó ha sido realizado en el departamento de Teoría de Funciones de la Facultad de Ciencias 
Matemáticas de Valencia que dirige el profesor don Manuel Valdivia. 
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WS2. Si Di,..., D„ € 9, entonces 

cl^ n {Di'. 1 ^i ^n} = n{cl D^: \ ^i^n) 

WS3. Si p G œ{X, ^) ^ X, el conjunto {p} es cerrado. 

El siguiente resultado constituye una interesante caracterización del espacio 
(ú{X, ̂ ) debida a Sanin [6]. 

1. Teorema. Si T es una compactacion de X que satisface WSl, WS2 y WS3, 
entonces T = co{X, 9). 

2. Corolario. Si A ^ es la mínima familia de subconjuntos de X que contiene a 
® y es cerrada para uniones finitas e intersecciones finitas se tiene que (Ú{X, Q}) 
= co(X,A^). 

Demostración. Si 7 = o){X, A^) y J* = {cljD: De^} es claro que las propieda
des WS2 y WS3 se cumplen; por tanto, únicamente queda por probar que se verifica 
WSl. Sea C un subconjunto cerrado de T y sea p e T ^ C. Entonces existe B e A^ tal 
que C cz cljE y p4cljB. Como por hipótesis la familia ^ es cerrada para uniones 
finitas se tiene que A ^ coincide con la familia de las intersecciones finitas de 
elementos de Q}. Por consiguiente existen D^,..., D„E^ tales que B = D^ n " n D„. 
Pero cljB = (^{CIJ-DÍ: 1 < f ^ n}; por tanto, existe Di^eQj tal que p^clj-Di^ y C 
cz cljDi^. Por tanto, ^ es una base de cerrados de T y por el teorema de Sanin 

CD{X,^) = œiX,A^). 

Escribiremos C*{X) para el conjunto de todas las funciones reales continuas y 
acotadas sobre X. Sea B un subconjunto de C*(Z) que separa puntos y cerrados. La 
función evaluación determinada por B es la función 6^: X ^ n{clj^f(x):fe B} 
definida por las igualdades g = Kg° e^, g e B, donde jig es la proyección del espacio 
producto sobre clRg{X). Sabemos que e^ es un homeomorfismo de X sobre e^X), por 
consiguiente, la clausura de e^X) es una compactacion Hausdorff de X que 
denotamos por a(X, B). Si K es una compactacion de X escribiremos E(K) para el 
conjunto {/I;,:/eC*(K)}. 

Sea/una función real definida en X. Llamaremos conjuntos de Lebesgue d e / a 
los conjuntos de la forma LJ^f) = {xeX:f(x) ^ a}, L"(/) = {xe X:f{x) ^ a}, 
ae R.Si (f es una familia de subconjuntos de Ĵ  escribiremos A*(^) para la familia de 
todas las funciones reales acotadas definidas en X cuyos conjuntos de Lebesgue 
pertenecen a #. 

Supongamos ahora que H es un subconjunto no vacío de C*(X) y sea L{H) la 
famiha de todos los conjuntos de Lebesgue de las funciones de H. Si AL(H) es la 
mínima famiha de subconjuntos de X que contiene a L(H) y es cerrada para uniones 
finitas e intersecciones finitas, es fácil probar que A*(AL(/f)) es un subretículo de 
C*(X) que contiene a // y a las funciones reales constantes. Notemos que si además 
H separa puntos y cerrados entonces AL(H) es una base de conjuntos cerrados de X. 

3. Teorema. [2] Sea S un subespacio denso de un espacio topológico T y sea 
g e C*(S). La función g se puede extender continuamente a T si y sólo si para todo 
par de números reales a < ^ los conjuntos LJ^g) y lí{g) tienen clausuras disjuntas en 
T 

4. Proposición. Si H es un subconjunto de C*(X) que separa puntos y 
* cerrados, entonces G{X, H) < (D{X, AL{H)). 
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Demostración. Del teorema anterior y de la propiedad WS2 se deduce que toda 
función de H se puede extender continuamente a cu{X,àL{H)). Por consiguiente, 
H c E(œ{X, AL{H)). Si 0ê{H) es el mínimo subanillo de C*{X) que contiene 
a H y a las funciones reales constantes, entonces ^{H) cz E{œ[X, AL(H){{. Por 
consiguiente, la clausura uniforme de ^(H) está contenida en E((o{X,AL{H)) y 
entonces E{a(X, H)) cz E{œ{X, AL(H)) ([2], prop. 1). Sea cp la identidad de X 
c œ{X, AL(H)) sobre X <= n{clRf(x):fe E{a(X, H))}. Como las funciones TCJ ° <p se 
extienden continuamente a œ{X, AL(H)) se sigue que cp admite una extensión 
continua a œ{X, AL{H)). Finalmente, como a{X, H) es un espacio de HausdorfF se 
tiene que la imagen por cp de œ{X, AL{H)) es a(X, H), luego (T{X, H) ^ (o{X, AL(H)). 

Como ha sido puesto de manifiesto en [2] ciertas propiedades topológicas de 
(7(X, H) pueden ser caracterizadas en términos de i í y de X únicamente por medio de 
los conjuntos de Lebesgue de H. A ese respecto el autor ha introducido en [2] la 
siguiente noción de separación. Sean A y B dos subconjuntos de X. Diremos que 
H L-separa Ay B si existen funciones gj^j e H y números reales a ĵ < P^j ^ y^j < S^p 
l^k^npl^j^m tales que 

m / nj 

u n 9^/ iíPkj, ykj]) 

^ í ^j \ 
^ ^ n U ^^'G - O), a,,] u lô,p + 0)0 

j=\ \k=l / 

El siguiente resultado ha sido probado en [2] y pone de manifiesto el papel 
fundamental de los conjuntos de Lebesgue de las funciones que genera la compacta-
ción. 

5. Proposición. Sea H un subconjunto de C*{X) que separa puntos y cerrados. 
Dos subconjuntos A y B de X tienen clausuras disjuntas en a{X, H) si y sólo si 
H L-separa A y B. 

6. Teorema. Sea H un subconjunto de C*(X) que separa puntos y cerrados. 
Entonces G{X, H) = a>{X, AL{H)) si y sólo si H L-separa todo par de conjuntos 
disjuntos de L{H). 

Demostración. La necesidad de la condición es consecuencia de la propiedad 
WS2 y de la proposición anterior. Veamos la suficiencia. Sea#'(L(ÍTr)) la familia de las 
uniones finitas de conjuntos de L(/í), que es una base de conjuntos cerrados de X. De 
la hipótesis y de la proposición anterior se deduce que si ^ y B son elementos 
disjuntos de ^{L{H)), entonces cl^A n cl^B = (j). Por consiguiente, existe una 
función g e C*{<T(X, H)) tal que sup {g{x): x e cl„A} < inf {g{x): x e cl^B]. Por tanto, 
el conjunto 

{/G C*(co(X, ^(L(H)))): / U G E((T(X, H))] 

es un subanillo de C*(co(X, J^ÍLÍH)))) que separa los puntos de co(X, J^(L(H))), 
contiene las funciones reales constantes y es cerrado uniformemente. Por el teorema 



198 JOSE L BLASCO 

de Stone-Weierstrass se tiene que ese anillo coincide con C*((o(X, ^{L{H)))). Como 
las compactaciones a(X, H) y <x{X, ^{L(H))) son de Hausdorff se sigue que a{X, H) 
= co(X, ^{L{H))). Del corolario 2 se deduce que a{X, H) = œ{X, AL(H)). 

Sea F un subconjunto de C*(X) y sean Ay B dos subconjuntos de X. Se dice que 
F S-separa 4̂ y B si para cada ô > O existe/e F tal que O ̂ f^ l^/í^) <== [O? ¿] yf{B) 
cz 11 — Ô, 1]. Se dice que un subespacio vectorial E de C*{X) tiene la propiedad S si 
para cada función fe E y cada par de números reales a < P, E S-separa LJ^f) y 
L\f). Sea ahora E un subespacio vectorial de C*(JÍ) que separa puntos y cerrados. 
Como ha sido probado en ([3], corolario 9), E tiene la propiedad S si y sólo si existe 
una compactación Hausdorff K át X tal que E es denso en £(K)*. El siguiente 
resultado es una caracterización de los subespacios vectoriales E de C*(X) que 5-
separan todo par de conjuntos disjuntos de L{E). 

1. Teorema. Sea E un subespacio vectorial de C*(X) que separa puntos y 
cerrados y tiene la propiedad S. Entonces E -S-separa todo par de conjuntos disjuntos 
de L{E) si y sólo si o{X, E) = co(X, AL(£)). 

Demostración. La necesidad es consecuencia inmediata del teorema 6. Veamos 
la suficiencia. Si L y L' son conjuntos disjuntos de L(£), entonces cl^L n cl^^L = (t> y, 
por tanto, cl^L ncl^L = (/>. Consecuentemente existe una función h e E{G(X, E)) tal 
que h(L) = {0} y h{L) = {1}. Como E es denso en E{a(X, £)), existen números reales 
OL < P y una func ión/G£ tales que LO(/Í) CZ LJ^f) y L^(h) cz Il{f). Pero E S-separa 
L^(/) y L\fl luego E S-separa L y L. 

A continuación se dan varios ejemplos en relación con los resultados obtenidos. 

8. Ejemplo. Es bien conocido que la compactación de Stone-Cech px de X 
coincide con la compactación de Wallman-Sanin œ{X,Z{X)). Vamos a dar un 
ejemplo de un subconjunto H de C*(X) que separa puntos y cerrados, o{X,H) 
= ù){X, AL(fí)) y la familia Z(H) de los conjuntos cero de las funciones de H no es 
una subbase de conjuntos cerrados de X. 

Sea X = [O, + oo[ con la topología usual y sea H = {/}, donde/(x) = e~^, x 
^ 0. Es claro que H separa puntos y cerrados y que H L-separa todo par de 
conjuntos disjuntos de L{H). Del teorema 6 se deduce entonces que (j(X, H) 
= œ{X,AL(H)). Notemos que en este caso Z(H) = {0}. 

9. Ejemplo. A continuación vamos a dar un ejemplo de un anillo de Wallman 
A en el espacio discreto N de los números naturales tal que co{N, Z{A)) < a{N, A) 
= co(iV, AL(v4)). 

Sea B = {he R^: h es eventualmente constante}. Entonces B es un subanillo de 
C^iN) y Z{B) = {M cz N: M o bien A' ^ M es finito}. No es difícil probar que B es 
un anillo de Wallman sobre N tal que œ{N, Z(B)) = N* (la compactación de 
Alexandroff de N). 

S e a / l a función definida/(2/i) = \ln,f{2n — 1) = 1 + \¡n, n = 1,2,... Sea A el 
subanillo de C*(iV) engendrado por B y {/}. Como ha sido probado en ([1], ejemplo 
6) Z{A) = Z(B), por lo que A es un anillo de Wallman sobre N y co(N, Z{A)) — N*. 

Sea K la suma topológica de la compactación de Alexandroff P* del conjunto P 
de los números naturales pares y de la compactación de Alexandroff /* del conjunto 
/ de los números naturales impares. Es claro que las funciones de A se pueden 

* De hecho, K = G{X,E) por ([3], teorema 6) y ([2], proposición 1) 
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extender continuamente a K. Sea entonces AQ = {g e C*(K): g\^ e A}. Puesto que AQ 
es un subanillo de C*(K) que contiene las funciones reales constantes y separa los 
puntos de K, del teorema de Stone-Weierstrass se deduce que AQ es denso en C*{K). 
Por consiguiente, (j(N, A) = K. 

Veamos finalmente que (j{N, A) = a){N, AL{A)). Por el teorema 6 es suficiente 
probar que A L-separa todo par de conjuntos disjuntos de L{A). En primer lugar 
probaremos que si M es un subconjunto de N tal que M n F es finito o cofinito en P 
y M n / es finito o cofinito en /, entonces M y N ^ M están L-separados por A. 
Supongamos que M n P es finiro y que M n I = {mj, m2,..., m ,̂ m̂  + 1, m̂  + 2,...}, 
m¿ < níi+i. Sea h la función que en los puntos del conjunto {mj, m2,..-, ̂ fe-i} u (M 
n P) vale 1 y en los restantes puntos de N vale 0. Entonces heB, 

M cz /z-H[l/2,1]) U/-HC1,1 + 2/(1 + m,)]) 

N ^ M c : / î - i ( ] - o o , 0 ] ) n / - H ] - o o , 3 / 4 ] u [ l +2/mfc,+oo[) 

Por tanto, A Z^separa M y iV ~ M. Los restantes casos se prueban de forma 
análoga. 

Sea geAy^eR. Entonces g = h^ + h^f + ••• + / i^ /^ donde / i ¿ e B , 0 ^ i ^ p , 
pe N. Sea niQe N tal que para todo m ^ ITIQ, hi(m) = â  G R, O ^ / ^ p. Si aj = ••• 
= oíp = O, entonces g e B y L^g) es finito o cofinito, por consiguiente, B L-separa 
^^Q) y N '^ Í-^Q)- Supongamos ahora que para algún /Q ^ 1, â ^ ^ 0. Enton
ces g{2n) = ao + a j n + ••• 4- a^/n^ g{2n - 1) = ao + OL^{n + \)¡n + • • • + a^ 
(n + \y¡nP, úln — \ ^ YUQ. En este caso se tiene que L^{g) n P es finito o cofinito 
en P y que Lp{g) n I QS finito o cofinito en / ; por consiguiente, A L-separa L^) 
y N - L^g). 

10. Ejemplo. En [1] se dan condiciones sobre un anillo de Wallman A en 
un espacio X para que las compactaciones a{X, A) y (D{X, Z(A)) sean compa
rables. Como hemos probado en la proposición 4, siempre se verifica la desigualdad 
(T{X, H) < œ{X, AL(H)). A continuación damos un ejemplo de un anillo de Wallman H 
en un espacio X tal que las compactaciones a(X, H) y œ{X, Z{H)) no son compara
bles ni homeomorfas. 

Sea X el subespacio de R formado por [—1,0[ u AT. Sea H el subconjunto de 
C^X) formado por las funciones g tales que su restricción a [ —1,0[ pertenece a 
£([—1,0]) y su restricción a N pertenece a ^, ^ es el anillo de Wallman sobre N 
considerado en el ejemplo anterior. Entonces H es un subanillo de C*(X) que 
contiene las funciones reales constantes y además Z{H) = {M ci X: M n [— 1,0] es 
cerrado y M n N o bien iV ^ M es finito} (notemos que como [ — 1,0[ es un espacio 
métrico, todo conjunto cero de [—1,0[ es la intersección de un conjunto cero de 
[—1,0] con [—1,0[. Por consiguiente, a){X,Z(H)) es la suma topológica de la 
compactación de Stone-Cech de [— 1,0[ y de la compactación de Alexandroff de N. 

Sea K la suma topológica de los espacios compactos [—1,0], P* e /*. Las 
funciones de H se pueden extender continuamente X y el conjunto W de tales 
extensiones es un subanillo de C*{K) que contiene las funciones reales constantes y 
separa los puntos de K. Por el teorema de Stone-Weierstrass W es uniformemente 
denso en C*(X), luego K = a{X, H). 
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Puesto que el cardinal de œ{X, Z{H)) es 2^ ([4]) y el de G{X, H) es c se tiene 
que las compactaciones consideradas no son homeomorfas y que no se verifica la 
desigualdad œ{X, Z(H)) ^ a(X, H). No es difícil probar que tampoco es cierta la 
desigualdad a{X, H) < (D{X, Z{H)). 

11. Ejemplo. Vamos a dar un ejemplo de anillo de Wallman A sobre N tal que 
aiN, A) = œ{N, Z(A)) < œ{N, AL(^)). 

Sea B el subanillo de C*(iV) formado por las funciones eventualmente constantes 
y sea A el subanillo de C*(N) engendrado por B y la función/definida/(n) = (— Ifln, 
n = 1,2,... Veamos que Z(A) = Z{B). Sea g e A ^ B. Razonando como en el ejemplo 
9 existe ruQE N tal que 

g{n) = ao + a i ( - l ) > + .•• + a ^ ( - i r M ^ , n ^ rrio 

donde a, e R con a¿o =1= O para algún ÍQ ^ 1. Por consiguiente, g se anulo a lo sumo en 
un número finito de puntos del conjunto {mo,mo + 1,...}, consecuentemente el 
conjunto Z{g) es finito. Luego Z(B) = Z{A). Entonces A es un anillo de Wallman y 
œ{N,Z{A)) = iV*. Además, puesto que la función/G £(N*) se sigue que (7{N,A) 
= N*. Finalmente, como Lo(/) n LPif) = </> y cl¡^*LQ{f) n clp^*LP{f) =f (/> se tiene 
que co(iV, Z(A)) + œ{N, AL(A)). 
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