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Un espacio vectorial topoldgico Y se dice que tiene la propiedad de extension
respecto de un espacio vectorial topologico X si para cada subespacio M de X y cada
aplicacion lineal continua T: M — Y existe una extension lineal continua T: X — Y.
Si Y tiene la propiedad de extension respecto de cada uno de los elementos de una
clase ¥ de espacios vectoriales topoldgicos se dice que Y es inyectivo en 4.

El teorema de Hahn-Banach establece que R (o C) son espacios inyectivos en la
clase de los espacios localmente convexos reales (o complejos). Sin emba -go, N. K.
Kalton [6] ha probado que R (o C) no es inyectivo en cualquier clase de espacins
vectoriales topologicos que incluya a los F-espacios. Mas atin, que para cualcuier F-
espacio no localmente convexo real (o complejo), R (o C) no tiene la propiedad de
extension respecto de él.

En la clase de los espacios normados reales o complejos y en la clase de los
espacios normados ultramétricos sobre un cuerpo valorado han sido caracterizados
los espacios inyectivos tales que || T|| = ||T|| (Cfr. [8], [3], [4] y [5]). No conocemos
la existencia de ninguna caracterizacion de los espacios inyectivos de tales clases sin
la hipotesis restrictiva de que la extension conserve la norma.

A diferencia de lo que ocurre en espacios de Banach, W. Gejler [2] ha obtenido
que para cualquier clase de espacios que contenga a los p-Banach reales o complejos
cuyo dual separe puntos el unico espacio inyectivo es el nulo.

Este resultado acaba con las esperanzas de obtener un teorema de tipo Hahn-
Banach en esta situacion. No obstante, el manejo frecuente en la practica de espacios
concretos hace que resulte de interés conocer si un determinado espacio tiene la
propiedad de extension respecto de otro. En este trabajo se plantea el estudio de la
propiedad de extensiéon de un espacio localmente acotado fijo respecto de un F-
espacio dado.

El resultado central es la proposicion 3, que establece una condicion necesaria de
caracter general para que el espacio localmente acotado Y tenga la propiedad de
extension respecto de un F-espacio X en términos de las sucesiones basicas de éste.
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Como consecuencia se obtiene que es condicién necesaria para que un espacio p-
normado sobre un cuerpo valorado completo y no trivial tenga la propiedad de
extension respecto de un F-espacio con base es que éste sea localmente p-convexo. La
existencia de base es s6lo una condicion suficiente para la validez del resultado
anterior, y de hecho se prueba que existen espacios con dual nulo que lo verifican.

En lo que sigue (K, |-|) designa un cuerpo valorado no trivial y completo.

Una F-seminorma en un espacio vectorial X sobre K es una funcién real no
negativa 5 que satisface:

) nx+y <nx) +n0y); x,yeX
1) nlax) <nx);aek, la <1, xeX
i) limy(ax) =0; aeK, xe X

a—0
iv) limglax) =0; aeK, xe X
x—=0

Si ademas n(x) = 0 implica x = 0, recibe el nombre de F-norma. Una F-
seminorma define en la forma habitual una topologia vectorial pseudometrizable
(metrizable si es F-norma) en X. En el caso de que K sea el cuerpo real o complejo
con la valoracion ordinaria la condicion iv) es consecuencia de las otras tres. Si la
valoracion de K es no arquimediana es necesario exigir iv) para que engendre una
topologia vectorial.

Una familia (»,);; de F-seminormas en X permite definir una topologia vectorial
en X.Y una argumentacion paralela al caso real o complejo prueba que, reciproca-
mente, cada topologia vectorial en X puede definirse mediante una colecciéon de F-
seminormas; siendo suficiente una inica F-norma en el caso de que la topologia sea
metrizable. Un espacio vectorial topoldgico metrizable y completo se conoce con el
nombre de F-espacio.

Diremos que una F-seminorma 7 es a-subhomogénea cuando

nax) < lal®p(x) si |a| > 1

1. Lema. Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre K cuya topologia viene
engendrada por una familia (1,);; de F-seminormas, siendo #; a;-homogénea (ie I) y
sup o; = a < oo.'Sean (Y, v) un espacio cuasinormado sobre K y T una aplicacion

iel

lineal de X en Y. Entonces, una condicion necesaria y suficiente para que T sea
continua es la existencia de un subconjunto finito de I,J, y constantes M > 0y ¢ > 0
tales que

[v(T(x)]* < M max n,(x)

ieJ
para cada x e X con maxn;(x) < &.

ieJ

Demostracion. Evidentemente la condicion es suficiente.
Si T es continua, existen J, subconjunto finito de I'y 6 > 0 tales que v(T(x)) < 1
siempre que

max n(x) < é
ieJ
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Sea

1 .

&= Ep'z“é, donde p = inf{la|;aeK,|a > 1}
Si
1 1/a
maxn(x) <e y O0<w< p—2<§5> — max!® n,(x)
ieJ

sean be K tal que

max*n,(x) < bl < p (méx”“ n:(x) + w)

- ieJ ieJ

y ae K tal que

1 1/a
p'l(zé) < la] < 8=

Puesto que

max 7 (b~ tax) < |b~!%al* max n,(x) < 6
ieJ
se tiene
[(TG)]* < Mma’;x n:(x)
ie
donde M = 25~ !p?*, siempre que max n;(x) < e.
Observe que en caso de que el c:rldinal de I sea contable, el resultado anterior

adquiere una forma mas simple como consecuencia de que la topologia de X puede
definirse por una unica F-seminorma a-subhomogénea; basta tener en cuenta que

1 n
nx) =y <5> () (1 + 7,(x)) "

n

engendra la misma topologia que (3,),.n (€] caso finito es trivial).
Una sucesion (e,),.y €n un espacio vectorial topologico X recibe el nombre de
base si cada x € X admite una expresion unica en la forma

x=)Yae, ; aeK, neN
n

Una sucesion (e,),.y de vectores linealmente independientes en un espacio vectorial
topologico separado X sobre K se llama sucesion basica si (e,),.y €s una base del
subespacio lineal cerrado (en la compleccion X de X) que engendra.
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La proposicion siguiente generaliza un resultado bien conocido para F-espacios
reales o complejos (cfr. Rolewicz [9]).

2. Lema. Sea (e,),.y una sucesion de vectores linealmente independientes en
un espacio matrizable X sobre K. Son equivalentes:

i) (e,)sen €S UNA sucesion basica en X.

ii) La familia (S,),.y definida en E = lim {(e,),.n} pPOT

S.(x) = i ae; ; X= i a;e; €lin {(en)neN}

i=1 i=1
es equicontinua.

Demostracién. i) =ii). Si n es una F-norma que define la topologia de X, la
funcién

n(x) = supn<z a,-e,) ; x=Y aeckE

n i=1

es una F-forma que define en E una topologia vectorial metrizable y completa. El
teorema de la aplicacion abierta asegura que dicha topologia coincide con la definida
por 1. _

Continuando con la notacion S, para la extension a E de las aplicaciones lineales
antes definidas se tiene

nS,(x) <n(x) ; n=12,..

y, por tanto, la familia (S,),.y €s equicontinua.
il) =1). Denotando con E, el subconjunto de los elementos x € X tales que

se tiene que E, es un subespacio de E y por las condiciones impuestas a S,, los
coeficientes (a,),. y €stdn univocamente determinados. Como E € E, < E, la conclu-
sion se obtiene probando que E; es completo.

3. Proposicion. Sea (X, 1,) un F-espacio sobre K e (Y, v) un espacio cuasinor-
mado sobre K. Supongamos que existe una topologia vectorial 7, en X definida por
una familia (1,);;, de F-seminormas o;-subhomogéneas con sup «; < oo de forma que

iel
para aplicaciones lineales de X en Y la 7,-continuidad equivale a la t,-continuidad.
Si existe una sucesion basica (e en (X,t,) convergente a cero en t no
n/neN 1 g 2
convergente a cero en 7,, entonces Y no tiene la propiedad de extension respecto de
X.

Demostracion. Sea n la F-norma que define la topologia 7,. Mediante el paso a
una subsucesion (que también es una sucesion basica por el lema 2) puede suponerse
inf n(e,) = 6 > 0.

neN
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Sea M el subespacio lineal 1,-cerrado engendrado por la familia (e,),.y. Cada
x € M admite una expresioén unica en la forma

ex)e, ; elx)ekK
1

=
1
I8

n

donde (e)),.y €s la sucesion de funcionales lineales continuos asociados a la base
(en)neN' .

La convergencia de la serie’) e)(x)e, asegura que lim e,(x)e, = 0; y como #(e,)
=6 > 0, se tiene lim e,(x) = 0.

En efecto, si existe a € K tal que n(e,) > |la| > 0 (ke N), se tendria

n(ae,,) < nle,(x)e,,)

y como lim e} (x)e,, = 0, también lim e, = 0.
Dado ye Y no nulo, para cada sucesion (a,),.y de ¢! definimos

T(x) = Y. ane,(x)y

n=1

La convergencia de la serie esta asegurada, ya que K es completo y (e,(x)),.y converge
a cero. T es evidentemente lineal y al ser los funcionales coordenados (e)),cy 71-
continuos se deduce del teorema de Banach-Steinhauss que T es también t,-
continua. Si T pudiera extenderse a una aplicacion lineal t,-continua en X, que
seguiremos denotando con T, al ser 7,-continua se tendria por el lema 1 garantizada
la existencia de C > 0 y un subconjunto finito J de I tales que

v[(T(e,))]* < Cméxne,) ; xeM, o =supo;
ieJ .

en un cierto 7,-entorno del origen. Por tanto,

la* < C'méxne,) si n=n, (¥
ieJ

Si el cardinal de I es infinito existe un subconjunto numerable de I que contiene a J
que identificaremos con N y J = {1,2, ...,i5}. Como la sucesion (e,),.y converge a
Cero en 1,, por recurrencia, puede construirse una subsucesion (e, );.y de (€,),y tal
que

max ' (e,) <j°

1<igj

Sea (a,);cy = K de modo que

1/a -2

p~1j max U y(e,) < la,| <j méx
1<igj ! ! 1<igj

ni(enj) + ]

donde p = inf {|a|; ae K, |a| > 1}.
La sucesion (a,);.y puede completarse con ceros hasta obtener una sucesion
(ay).en de £! que no satisface. (*)
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Si I es un conjunto finito se procede andlogamente con modificaciones obvias.

Observacion. Puesto que cada aplicacion lineal continua T de M en Y queda
determinada por la sucesion y, = T(e,) (ne N), una revisién de la demostracion
anterior y el teorema de Aoki-Rolewicz evidencian que, si ademas de las hip6tesis de
3 se supone lim inf y(y,) > 0 e Y completo, entonces T puede perturbarse en la forma

T'(x) = ) €,(x)a,y,

por alguna sucesion (a,),.y de #! de manera que T’ no puede extenderse a una
aplicacion lineal continua definida en X.

Para cada entero positivo n sea X, un espacio vectorial sobre K y ||-|| una r,-
norma en X, es decir, una F-norma que satisface

llax,|| = lal™lix,ll ; aeK, x,eX,

Designemos con #(X,) al conjunto de las sucesiones x = (x,),.y tales que x, € X,

n(x) = Y lIx,ll < 0
Sea supr, = a, que supondremos finito. De la desigualdad
n(ax) < max {la]*, 1}n(x) ; aekK, xe{(X,)

se obtiene que #(X,) es un espacio vectorial sobre K y que la funcion no negativa  es
una F-norma a-subhomogénea en £(X,). Obsérvese que si la valoracion de K es
arquimediana o« < 1; si la valoracion es no arquimediana, £(X,) puede no ser un
espacio vectorial si a4 = oo.

Como el procedimiento habitual se obtiene que si cada X, es completo también
lo es £(X,), y reciprocamente la completitud de #(X,) implica la completitud de X,
para cada ne N. '

Si el espacio (X,, |I]l) es r,;normado y s, < r,, entonces

: Sn
Il = 1l donde r, = —=

Iy

es una s,-norma equivalente en X,. Denotaremos con Y, al espacio X, provisto de la
s,-norma |||-|||. Con esta notacion, 7(Y,) puede sumergirse de forma continua y densa
en /(X,); basta tener en cuenta que si Y. [||x,/|| < 1, entonces Y ||x, || < ) [lIx,lll y que
el espacio de las sucesiones finitamente no nulas es denso en #(X,).

Si la inclusién es una identidad y para cada entero natural n el espacio X, es
completo se sigue del teorema de la aplicacion abierta que la topologia inducida por
£(X,) en £(Y,) coincide con la propia. Reciprocamente, si sobre #(Y,) coinciden las dos
topologias, como 7(Y,) es denso en una y completo en la otra se obtiene que #(X,) =
2(Y,).

La igualdad /(X,) = #(Y,) puede caracterizarse mediante un criterio de tipo
numérico obtenido por H. T. Croft y J. H. Conway en condiciones mas restrictivas y
que conserva su validez en la situacion aqui considerada.
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4. Lema. Sean X, una sucesidon de espacios r,-normandos sobre K,

s 1\"1
r:,=—'1<l s M, = 1-‘-’—
r'l rn

con el convenio de que m, = oo si r, = 1. Con las notaciones anteriores las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) 4X,) =4Y,)

2) Existe un entero m > 1 tal que Y m™ < oo

n

Demostracion. En primer lugar hagamos notar que si liminfr, < 1, entonces

71(X,) # £/(Y,).
En efecto, si lim inf r, < 1 existe § < 1tal que § > r, para un subconjunto infinito
de N. La conclusion se obtiene probando que para cada n de este subconjunto existe

x, € X, tal que
1\7al5 1\7wl5
<_) < “xn” < Cl:(’_) + 6n:l
n n

donde C es una constante y ¢, > 0 con Y ¢, < oo.
Dado ze X, puede elegirse a € K de manera que

~ i, l 1/s, —in, 1 1/s, 1 2/r,
llzIl < lal < pf ll2ll +
n n n

donde p = inf {|a]; ae K, |a| > 1}.
El vector x, = az € X, satisface las condiciones requeridas ya que considerando
separadamente los casos r, < 1 y r, > 1 se tiene

1\ ol5n
lxall = laPllzll < 20)P" [(E) * ”Z”""Z]

1) =2) Sil)es cierto, existe n, tal que sin > n, entonces r, > 1y, por tanto, «,
< —1. Proceder como en [12] (teo. 3), tomando x, =0 si n <n; y x,€X,
satisfaciendo

n

- —1 - N -
m™ 1< Ix,ll < @) [m™ T M Ay — 1) ']

sin,<n<n,,.  (m=172.).

2)=1) Se hace como en [12] sustituyendo p, por r;.

Sea (X, ||-||) un espacio r-normando sobre K ¢ (Y, ||-||) un espacio p-normado sobre
K; el espacio vectorial L(X, Y) de las aplicaciones lineales y continuas de X en Y
tiene por elementos las aplicaciones lineales T de X en Y tales que

TN = sup {ITCNIx|I ™75 x € X, x + O}

es finito.
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5. Proposicién. Para cada entero positivo n sea (X, |||) un espacio r,-norma-
do sobre K y sea (Y,]|-|]) un espacio p-Banach sobre K con p > sup r,. El espacio
vectorial L(4(X,), Y) es isomorfo al espacio

(X, Y) = {(T,.),.EN; T,e (X, Y) y sup||T| < 00}

Demostracion. Sea T una aplicacion lineal continua de #(X,) en Y. Sean i, la
inclusion de X, en A(X,) y T, = Ti, (neN). Comprobaremos que la aplicacion que a
cada T de L(#(X,), Y) le asocia la sucesion (T),.y asi definida, establece el
isomorfismo buscado.

El lema 1 garantiza la existencia de C > 0 y ¢ > 0 tales que

ITXI* < Cn(x)?

" para cada x = (x,),.y de #(X,) con 5(x) < & < 1, donde o = supr,. En partlcular si
x, €X, ¥ |Ix,l < ¢€es

ITxI* = ITi(e)lI* < Crlin(x,)? = Clix,|I”

Sea x,€ex,/{0} y ae K tal que

1 e \!/m e \r
()" <=
2 1l (1,1

entonces, puesto que |lax,|| < &, se tiene

L "wp

a a
IT(ax)lI"" < C llax,|l

y, por tanto,

IIT( I < méax {C, 1}(2p)"e ™ "|Ix,|I”
Esto asegura que (7,),.y pertenece a £(X,, Y).
La aplicacion que a cada T de L(£(X,), Y) hace corresponder la sucesion (T),.x
de /°(X Y) es lineal e inyectiva, ya que si x = (x,),.y pertenece a £(X,), es T(x)
= ¥ T(%,).
Sea (T,),ey de £°(X,, Y) y C = sup ||T,]|. Para cada x de £(X,) existe n, tal que
NT(x )l <1 sin=nyy, por tanto, si i, j = n, es

iT..(xn) ZIIT(X.,)II ZHT(x,.)II < 2 Clixl

La completitud de Y garantiza la convergencia de la serie ) T,(x,). Para cada x
= (Xpnen de £(X,) definimos T(x) = ), T,(x,). Asi definida, T es evidentemente lineal
y continua ya que si #(x) < C~ /7 entonces

ITE < LNl < LITxI” < CHPyix)
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Como consecuencia del teorema de representacion anterior se obtiene:

6. Proposicion. Paracadaentero positivonsea X, unespacior,-Banachsobre K.
Sea Y un espacio p-Banach sobre K y supongamos r, < p. Sea (s,),.y Una sucesion de
reales positivos tales que

inf >0 y AY,)+AX,)
T

n

Entonces Y no tiene la propiedad de extension respecto de £(Y,).

Demostracion. Sea (X ),y de £(X,)\ Z(Y,). Se define recursivamente la sucesion
(v)jen de #£(X,) mediante

"y
Yy = (X150 X, 0,..) con Z x|l > 1

i=1

n.

;=00 0, X, + 1oy Xyp) cOn Y x> 1

(v;)jen €8 una sucesion basica en /(Y,) contenida en el complementario de la bola
unidad de /(Y,) y convergente a cero para la topologia inducida en #(Y,) por £(X,). El
resultado se sigue de la proposicion 3 observando que una aplicacion lineal T de
£(Y,) en Y continua para la topologa de /(Y,) también es continua para la topologia
de /(X,). En efecto, si T es continua para la topologia de #(Y,) por la proposicion
anterior se tiene :

sup {JI (el 1,01 =% X, € %\ {0}} = € < oo
y, por tanto,
sup {I TGl 1%l 7 xp€ YA {0}} < (1 + O™ < oo

7. Proposicién. Sea (X, ||-||) un espacio r-Banach sobre K. Para cada entero
positivonsea Y, = X yr, = s/r = r' con s < r. Entonces #(Y,) contiene un subespa-
cio casi isométrico a #* no complementado en /(Y,).

Demostracion. Sea (X,),en € £(X,)\ Z(Y,) con Z [|x,]| < 1,donde para cada ne N,
X, es el espacio r-Banach (X, ||-||). Dado ¢ > 0O se construye recursivamente

Ve = (0,0, ., Xy s X + 13, 0,...) (ke N)

donde ng ., > n + nj y

n,+nj
1< Y lIxll"<1+e

l='lk
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El subespacio lineal cerrado M de #(Y,) que engendra la sucesion basica (y,),cn
satisface las condiciones requeridas. En efecto, si (a,),.y € £* se tiene:

+n
n,‘ Ilk

2 lal < Y el Y lIxdl = ’1(2 akyk> S +¢ Y |l
k=1 k=1 k k=1

i=n, =1

Ademas, M no es complementado, pues si lo fuera cualquier operador definido en M
con valores en un espacio r-Banach podria prolongarse a #(Y,), lo cual es imposible
como se ha probado en demostracion de 3.

El resultado siguiente es una generalizacion de uno de J. H. Shapiro (teorema 1 de
[10]), que establece que los tnicos F-espacios reales o complejos con base para los
que es cierto el teorema de Hahn-Banach para formas son los espacios de Frechet.

8. Proposicién. Sea X un F-espacio sobre K y sea Y un espacio p-normado
sobre K. Si X tiene una base y no es localmente p-convexo, entonces Y no tiene la
propiedad de extension respecto de X.

Demostracion. Sea n una F-norma que define la topologia metrizable y completa
de X. Sin pérdida de generalidad (cfr. 2) supondremos

n( ) e;(x)ei) <) si x=Yee  (*)

=1

Sea V, = {xe X; n(x) < 1/n} y sea v, el calibre de V,, es decir,

ko k ‘
V(%) = infinf{ Y laf?; xe Y, aV, a,-eK}
| .

i=1 i=1

La sucesion creciente (v,),.y de p-seminormas define una topologia vectorial local-
mente p-convexa 1, en X estrictamente menos fina que la topologia T que define la F-
norma 5. Ademas, cualquier aplicacion lineal T de X en un espacio p-normado que
sea t-continua es también t,-continua. En efecto, la t-continuidad de T garantiza
que para cada ¢ > 0 existe ne N de manera que ||T(x)|| < ¢ si 5(x) < 1/n. Es
inmediato de la -definicién que si v,(x) < 1, entonces ||T(x)|| < &. En particular, los
funcionales coordenados (e});.y son t,-continuos, ya que || es una p-norma que
define la topologia de K.

n

Existe una sucesion (a,),.y de escalares tales que la sucesién <Z a,~e,-> es de
¢ 1 neN
Cauchy en t,, pero no es de Cauchy en 7. Si esto no ocurre vamos a probar que 7, €s

completa y por el teorema de la aplicacion abierta que coincide con 1.
k k

En primer lugar, si xe Y. a;V,, entonces x = Y a;x; con n(x;) < 1/n. De

i=1 i=1
©

0 k <o) k
Y ex)e; =Y a; Y efxdej= Y (Z aie}(x,-)) €j
j=1 : i=1

i=1  j=1 j=1
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se obtiene en particular

i ej(x)e; = i (i a,.e}(xi)> € = i “f(i e}(xi)ej)

j=1 j=1Vi=1 i=1 j=1

con
n (Z e;-(x)ej) <nx)<1fn

y, por tanto, para cada n y r enteros positivos es

Va (i e;(x)ei) < ’Vn(X)

i=1

Sea (x,),.y una sucesion de Cauchy en (X, 7). La t;-continuidad de los funcionales
coordenados y la completitud de K aseguran la existencia para cada ie N de

a; = lim ej(x,)

n

Para cada una de las p-seminormas v de la familia (v,),. 5 que define la topologia , se
tiene

r

v ( Zr: eﬁ(x,,)ei) <v (g (€i(x,) — € (x,,,))e,-\) +v (}: eg(xm)e,-) <

s N

< 2v(x, — X)) + vV (i eﬁ(xm)ei>

s

Como la sucesion (X,),.y €s de Cauchy en 7, fijado m suficientemente grande y
tomando limite superior respecto a n en los dos miembros de la desigualdad anterior,

n

se deduce que la sucesion ( Y aie,-) es de Cauchy en 1, y, por la suposicion hecha,
i=1 neN

es también de Cauchy en 7, y, por tanto, convergente en 7 (y en 7;) a x€ X. x es de

hecho el limite en 7, de la sucesion (x,),.n> Y2 que, para cada entero natural r, es

v ( Z (e:'(xn) - e:’(xm))ei> < v(x,, - xm)
i=1
¥y, por tanto, para cada ¢ > 0 existe nye N tal que si m > n, es
/(£ @ - eae) < ¢
i=1

de donde v(x,— x,,) < & si m = n,.
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n
Si la sucesion ( Y aiei) es de Cauchy en t,, pero no es de Cauchy en 7 es facil
i=1 neN
construir recursivamente una sucesion (a,),.y €strictamente creciente de enteros

TR

positivos de manera que la sucesion | Y ae; tiende a cero en 7, y no tiende a
n+1 keN
Bty i
cero en . De (*) y el lema 2 se deduce que [ ), ae; es una sucesion basica, y la
L keN

conclusion se sigue de la proposicion 3.
En el caso de espacios reales o complejos, la conclusion de 8 se mantiene sin
suponer la existencia de una base.

9. Proposicion. Sea X un espacio F-normado e Y un espacio, p- normado
sobre el cuerpo real o complejo. Si X no es localmente p-convexo, entonces Y no
tiene la propiedad de extension respecto de X.

Demostracion. Sea t, la topologia construida en la demostracion de la proposi-
cién anterior, y 1, la topologia vectorial menos fina sobre X que hace continuas las
aplicaciones lineales t-continuas de X en Y (tal topologia existe y tiene como subbase
de entornos del origen en X la formada por las antiimagenes mediante aplicaciones
lineales t-continuas de una base de entornos del origen en Y).

Si Y tiene la propiedad de extension respecto de X se prueba que cada subespacio
t-cerrado M de X es t,-cerrado sin mas que tener en cuenta que si x,e X \ M existe
una aplicacion t-continua de X en Y que se anula en M y no se anula en x,.

Como t = 1, = 1,, 1, tiene los mismos subespacios cerrados que 7 y por ser
metrizable se sigue de un resultado de N. J. Kalton (corolario 5.2 de [6]), que 7, = .
En particular, X seria localmente p-convexo.

CONSIDERACIONES FINALES

a) Dela proposicion 4 se deduce que si un espacio localmente acotado Y de tipo
p tiene la propiedad de extension respecto de otro espacio localmente acotado X con
base (o sin ella, si el espacio es real o complejo), entonces el tipo de X es no inferior a
p. La validez de la propiedad de extension supone asi un cierto teorema de
transmision de las desigualdades triangulares del espacio Y al espacio X andlogo al
que, con condiciones mas exigentes respecto de la extension, aparece en [7].

b) Si X es un espacio cuasi-Banach con dual nulo cuyo tipo es inferior al tipo de
Y, tomando X, = X (ne N) con la misma r-norma para todos, el espacio £(X,)
proporciona un ejemplo de un espacio con dual nulo (por 2), respecto del cual Y no
tiene la propiedad de extension. Esto prueba que, como en el caso de espacios reales y
complejos, la existencia de una base en X no es condicion necesaria para que Y
tenga la propiedad de extension respecto de X.
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