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Abstract

In this note we study some properties about weak convergence in Orlicz spaces of Bochner-integrable
functions. Some of these results are used to determine the Banach spaces for which the natural extension f
the characterization of weak compactness in Orlicz spaces of numerical-valued functions is true, extending
a previous result of C. Fierro.

1. INTRODUCCION

El estudio de la topologia débil en los espacios de funciones integrables Bochner,
presenta serias dificultades por la estructura complicada del dual. En este trabajo se
estudian algunas propiedades relativas a la convergencia débil de sucesiones en
espacios de Orlicz de funciones vectoriales, y se aplican posteriormente para extender
un resultado de Fierro sobre los espacios L?(X), segun el cual los espacios de Banach
X para los que es valida la extension natural de la caracterizacion de los conjuntos
débilmente compactos de LP(X), son precisamente aquellos que poseen la propiedad
de Radon-Nikodym, asi como su dual.

2. PRELIMINARES Y NOTACIONES

Sea ¢:[0, o] — [0, o] una funcién no decreciente, continua a la izquierda,
verificando ¢(0) = 0 y no idénticamente nula. La inversa continua a la izquierda de ¢
puede expresarse por las formulas Y/(0) = 0 y y(v) = sup {u: ¢p(u) < v}. Si lim P(u)
= a es finito, entonces Y(v) = oo para todo v > a. Las funciones definidas por las
formulas

u

o) = f dOdt 5 W) = f W di
0

20
se llaman funciones conjugadas de Y oung. Se sigue que ® y ¥ son convexas, crecientes,
no idénticamente nulas y continuas, excepto a lo mas en un punto, a partir del cual la
funcion debe ser igual a co. Ademas, verifican la desigualdad de Young:

uw < Ou) + Y@) , u,v=0
(Véase, por ejemplo, [9], pag. 77 y sgs.)
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En lo que sigue, ® y ¥ designaran un par de funciones conjugadas de Young,
(S, Z, ) un espacio de medida finito, que por comodidad supondremos completo, X
un espacio de Banach y X’ su dual topolégico. Para cada funcion f: S — X medible
Bochner, escribiremos

Mq(f) = fCD(lIfII) du

Se define L%(Z, p, X) (=L®X)) como el espacio vectorial de todas las (clases de)
funciones f:S — X medibles Bochner tales que Mg(kf) < co para algin k > 0.
Cuando X sea el cuerpo de escalares K, escribiremos LK) = L®. Si &(t) = t?, L¥(X)
coincide con el espacio L?(X). En general, L®(X) coincide con el conjunto de funciones
medibles Bochner de S en X tales que

I flle = supUnfuhdu:heL@ y Mo(h) < 1} < o

Esta ultima expresion define una norma de espacio de Banach en L®(X). Se tiene
siempre que L®(X) < L!(X), y la inclusion es continua.

Diremos que ® satisface la condicidn (A,) si es finita en [0, o0) y existe K > 0, ¢,
= 0 de modo que ®(2t) < K®(t) parat > ¢, (es decir, lim sup ®(2t)/®(t) < oo). Puede

t— o

probarse que si @ verifica la condicion (A,), existe otra funcion de Young @,
equivalente a ® (es decir, L®* y I?: son iguales como conjuntos e isomorfos
topoldgicamente) que satisface la desigualdad anterior para t, = 0 ([7], Ch. I, ap.
4.1).

Finalmente, recordemos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym (PRN)
respecto de u si para toda medida m:X — X numerablemente aditiva, u-continua y de

variacion acotada, existe f'e L\(Z, u, X) tal que m(4) = J f du para cada 4 de X

(véase, p. €j., [5]). Si X tiene la PRN para todo espacio de medida finito (S, Z, p),
diremos simplemente que X tiene la PRN.

3. Compacidad débil en L®(X)

El siguiente resultado es analogo al lema I1.7 de [6]:

1. Proposicion. Sea X un espacio de Banach y ®, ¥ dos funciones conjugadas
de Young verificando ambas la condicién (A;). La transpuesta de la inclusion cand-
nica .',( de L°(X) en L'(X) es una inyeccién continua de L*(X)' en un subespacio denso
de L™(X)'.

Demostracién. Como J(L®(X)) es denso en L'(X), es claro que la transpuesta de
J es inyectiva. Sea entonces T e L®(X). Por la observacion hecha en la introduccion,
podemos suponer que W satisface la desigualdad de la condicién (A,) paratodo t > 0
y, por tanto, se verifican las hipotesis del teorema II1.19 de [8]. En consecuencia,
existe g: S — X', univocamente determinada en casi todo punto, que cumple:

a) Para cada fe L®X), {f,g) es integrable y T(f) = J(f, 9> du.
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b) La funcién s — |g|(s) = |lg(s)|| pertenece a LY y
TN < liglile < 20Tl

Sea A, = {seS:|lg(s)ll < n} y definamos

T(f) = T(xa,f) = j {fig>dp , para todo feL%X)

De las condiciones a) y b) anteriores, resulta:

IT— Tl < lI(1 = x4)l9lllo 752 O

Ademas, T, es continuo para la topologia inducida por L}(X), pues

TN < 7llfly

con lo que queda probada la proposicion.

Si ® y ®! son funciones de Young tales que L(X) = L®(X), 1a inclusion es una
aplicacion continua, como consecuencia del teorema de la grafica cerrada y del hecho
de que la convergencia en L®(X) implica la convergencia en L'(X). Se tiene entonces:

2. Corolario. Sean ® y @' dos funciones de Young tales que L*(X) = L*(X).
Si ® y su conjugada verifican ambas la condicion (A;), entonces lla imagen de la
transpuesta de la inclusion canonica es un subespacio denso de LX)

Demostracion. Si consideramos las incluones canodnicas
I J
LX) - I*(X) - LX)

resulta que I'(L*(X)) = I'J'(L'(X)'), que es denso por la proposicion 1.

3. Proposicion. Sean ® y ®' dos funciones de Young en las hipotesis del
corolario 2, y { f,} una sucesion acotada en L®(X). Entonces son equivalentes:

a) {f,} converge débilmente (resp. es débilmente de Cauchy) en L¥(X).
b) {f,} converge débilmente (resp. es débilmente de Cauchy) en L*'(X).
c) {f,} converge débilmente (resp. es débilmente de Cauchy) en L'(X).

Demostracion. Una sucesion {x,} en un e.v.t. es de Cauchy si y solo si para cada
par de sucesiones estrictamente crecientes de enteros positivos {k,} y {j,} se verifica
que la sucesion {x, — x;} converge a 0. Por tanto, bastara probar el resultado
relativo a la convergencia débil. Es evidente que a) => b) = c). Supongamos entonces
que { f,} converge débilmente a fe L'(X) y sea | f,llo < M, para todo ne N. Por el
lema 2.3 de |3|, fe L%X) si y solo si es integrable y

sup{‘ f(f,gdu‘:g:S - X', Z-simple y My(g) < 1} < ©
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siendo ¥ la conjugada de Young de ®. Pero si g:S — X' es X-simple, entonces
geL*(X") c LY(X), luego

lim j(f,,,g)du= f<f,g>du

n— o

Por tanto, si, ademds, M(g) < 1,

U(f, 9> d#l < sup {l J<fmg> du‘} <fille < M

lo que prueba que f e L®(X). Como L!(X) es denso en L®(X) por la proposicion 1,
resulta que {f,} converge a f débilmente en L(X).

4. Corolario. Sean ® y ®! dos funciones de Young que verifican las hipdtesis
del corolario 2, y K = L®(X) un conjunto acotado. Entonces son equivalentes:

a) K es débilmente relativamente compacto (resp. débilmente condicionalmente
compacto!) en L¥(X).

b) K es débilmente relativamente compacto (resp. débilmente condicionalmente
compacto) en L*'(X).

c) K es débilmente relativamente compacto (resp. débilmente condicionalmente
compacto) en L}(X).

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema de Eberlein y la proposi-
ciéon 3.
En cuanto a la completitud secuencial débil, se tiene:

5. Corolario. En las hipotesis del corolario 2, si L‘Dl(X ) es débilmente secuen-
cialmente completo, también lo es L®(X).

Demostracion. Resulta inmediatamente de la proposicion 3.

3.1. La propiedad Py (1)

En [1] se estudia la compacidad débil en los espacios de Orlicz de funciones
escalares, extendiendo la caracterizacion dada por Dunford de la compacidad débil
en L. El problema correspondiente para espacios de funciones vectoriales, presenta
dificultades por la estructura complicada del dual (véase, p. €j., [2], [3] y [4]). Sin
embargo, si X y X' poseen la PRN, es facil ver que se obtienen caracterizaciones de la
compacidad débil que resultan ser la extension natural de las correspondientes al
caso escalar. Esto nos lleva a introducir la siguiente definicion:

6. Definicion. Sea (S, Z, u) un espacio de medida finito y @, ¥ dos funciones
conjugadas de Young. Un espacio de Banach X diremos que tiene la propiedad P4p)
si para cada subconjunto K de L®(u, X) son equivalentes:

a) K es débilmente relativamente compacto.

! Un conjunto K de un e.v.t. se llama condicionalmente compacto si toda sucesiéon en K posee una
subsucesion de Cauchy.
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b) K verifica:
i) Es acotado en la norma de L%y, X).
i) Para cada ge L¥(u, X'):

lim sup{‘[ l(f,g)du:feK}=0

H(A4)-0

iii) Para cada 4Ae€Z,

K(A) = {I fd,u:feK}
A

es débilmente relativamente compacto.
P (1) designara la propiedad Pg(u) para ®(t) = t? (1 < p < ).

7. Observacion. 1) La condicion a) de la definicion 6 implica siempre la b)
(véase, p. €., [3]).

2) Es evidente que la propiedad Pg(u) se hereda por subespacios cerrados.

3) Si X =K y ® tiene la propiedad (A,), las condiciones i) y ii) de 6.b)
caracterizan los conjuntos débilmente relativamente compactos de L®(yu) ([1]).

La propiedad P,(u) ha sido introducisa por C. Fierro en [6] con un enunciado
ligeramente distinto, aunque equivalente, al dado aqui. También en [6] se prueba el
siguiente resultado:

(F) X verifica la propiedad P,(u) para alginp,1 < p < o0, si y sélo si tanto X como
X' poseen la PRN respecto de p.

Se tiene entonces la siguiente extension de (F):

8. Teorema. Sea (S, X, u)un espacio de medida finito, X un espacio de Banach y
® una funcion de Y oung que cumple la condicién (A,). Entonces X verifica la propiedad
Po(p) si y sélo si X y X' tienen la PRN respecto de p.

Demostracion. Si @ verifica la propiedad (A,), existe p > 1, K >0y t, = 0 de
modo que ®(f) < Kt? para t > t, (véase, p. €j., [7], teorema 1.4.1) y, por tanto,
LP(u, X) = L®(u, X). Supongamos entonces que X tiene la propiedad Pg(u) y sea K
< LP(u, X) con las propiedades:

i) K es acotado en norma.

i) Para cada 4e X, K(A) es débilmente relativamente compacto.

De i') se deduce que K es uniformemente integrable, luego K verifica las
condiciones de la definicion 6.b). Por hipotesis, resulta que K es débilmente
relativamente compacto en L®(y, X) y, por tanto, también es débilmente relativamen-
te compacto en Lf(u, X) por el corolario 4. De (F) se deduce entonces que X y X’
tienen la PRN respecto de p.

Reciprocamente, si X y X’ tienen la PRN respecto de p, es facil ver procediendo
como en [5] IV.1.1, que L%y, X) se puede identificar con L¥(u, X') mediante la
aplicacion L¥(u, X')e g — T, € L*(u, X), donde

T(f) = J<f, g>dp 5 para todo fe L%, X)
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(véase también [3], observacion 4.b)). Si K = L®(u, X) verifica la condicién b) de la
definicidn 6, resulta entonces del teorema 3 de [3] que K es débilmente relativamente
secuencialmente compacto y, por tanto, débilmente relativamente compacto por el
teorema de Eberlein.

Las hipotesis sobre @ en el teorema anterior no pueden omitirse, como prueba el
siguiente- resultado:

9. Teorema. Sea (S,Z, ) un espacio de medida finita que contiene un conjunto
de medida positiva sin dtomos y ® una funcion de Young. Si ® no satisface la
condicion (A,), ningun espacio de Banach X # {0} verifica la propiedad Pg(p).

Demostraciéon. Por la observacion 7.2 bastara probar que K no posee la
propiedad Pg(u). Si existe t, > 0 tal que ®(t) = co para t > to, L%u) y L*(u) son
iguales como conjuntos y topoldgicamente isomorfos. Todo acotado de L™(u)
cumple las condiciones de la definicidon 6.b) y, sin embargo, no es necesariamente
débilmente relativamente compacto.

Supongamos entonces que ® es finita sobre [0, c0). Si ® no verifica (A,) el
subespacio E de las funciones simples no es denso en L®(u) ([7], ap. 10). Sea fe
L®(u)\E. Existe entonces una sucesion { f,} < E tal que |f,(t) < |fit) para todo n, y
{ (1)} converge a f(t) en u-casi todo punto. En particular, || f,|l¢ < ||f|le para todo n
de N, luego

K = {f,:ne N}

es acotado en L®(y) y en consecuencia cumple las condiciones i) y iii) de 6.b). Si ¥ es la
conjugada de Young de ® y g € L¥(p), del teorema de la convergencia dominada
resulta que {f,g} converge a fg en L'(p). Por tanto, {f,g:ne N} es uniformemente
integrable (véase, p. €j., [5], II1.2.15) y en consecuencia se cumple la condicion ii) de
6.b). Sin embargo, K no es débilmente relativamente compacto, pues si lo fuera
existiria una subsucesion {f, } débilmente convergente a una funcion he E. Pero
entonces { f, } convergeria débilmente a h en L'(u) y, por tanto, h coincidiria con f, lo
que contradice el que f¢ E.
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