Una nota sobre la propiedad de
Blumberg

Por MANUEL LOPEZ PELLICER

Recibido: 3 febrero 1982

PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. MANUEL VALDIVIA

Resumen

Se considera una clase ¥ de espacios topoldgicos que verifican el primer axioma de numerabilidad
para los que la propiedad de Blumberg respecto a un espacio topoldgico con base numerable que admita
un subconjunto infinito discreto es equivalente a ser un espacio de Baire.

Abstract

A class & of first countably spaces for which Blumberg’s property with respect to a second countably
space, which contains an infinite discrete subset, is equivalent to be a Baire space is considered here.

Sea X un espacio topoldgico que verifica el primer axioma de numerabilidad. Sea
{U(x,m):m = 1,2,..} una base decreciente de entornos abiertos del punto x.

1. Definicién. Se dice que X verifica la condiciéon S si dada una sucesion
(%)%, de puntos de X y una sucesion (m,);> , divergente a + co, siendo m; € {1,2, ...}
se verifica

N{Uxem):k=1,2.} c {xck=12.) )

La condicién [2] se verifica en los espacios pseudo-semimétricos. Representare-
mos por & a la clase de espacios que verifican la condicién S.

Sea AcXyxeX.

3. Definicion. Se dice que x es un punto profundo (heavy point en [1], pag. 30,
theor. 3.2) respecto a A si existe un m, tal que para cualquier punto v e U(x, m,) se
tiene que A n U(v, p) es de segunda categoria en X, p = 1,2, ... Se tiene, pues, que:

4. Sim = myyve U(x, m), entonces A N U(v, p) es de segunda categoriaen X, p
=1,2,..

Sea Y un espacio topologico cuya topologia admite una base numerable {G,: k
=1,2,..} tal que G, = Y. Sea G(y) = () {Gn:y € G,, m < k}. Entonces {G,(y): k
= 1,2, ..} es una base de entornos del punto y que, por definicion, tiene la siguiente
propiedad:

5. Si yeGy) y k' = k, entonces G.(y') = Gi(y).
Sea f una aplicacion de X en Y. Para ze X convendremos en que W(z)
= f~YGu(f(2))). Se sigue de 5 que:

6. SizeWl(z)y k' =k, entonces W,.(2) = W(2).
Sea Z = {ze X: z es un punto profundo respecto a W;(z), 1,2, ...}. En [1], p. 30,
th. 3.2, se prueba que:
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7. X — Z es un conjunto de primera categoria.
Si X es un espacio de Baire se tiene, de acuerdo con 7, que Z es denso en X. En la
proposicion siguiente supondremos que X es un espacio de Baire.

8. Proposicién. Dados ze Z y un natural k, existe un m, tal que si m = my,
entonces U(z,m) n W (z) N Z es denso en U(z, m).

Demostracion. Por 4, con A = W,(z) y x = z, se tiene que si m = my y U(v, p)
esta contenido en U(z, m), entonces U(v, p) N W(z) es un conjunto de segunda
categoria, que por 7 corta a Z. De aqui se sigue la conclusion.

De los resultados precedentes se deduce el siguiente teorema:

1. Teorema. Sea X un espacio de Baire que verifica la condicién S, sea Y un
espacio topologico con base numerable y f una aplicaciéon de X en Y. Existe en
X un subespacio D denso y metrizable tal que fip es continua.

Demostracion. La densidad de Z, 8, y el lema de Zorn nos permiten determinar
una familia maximal %, de conjuntos disjuntos dos a dos de la forma

U = {U(2,,, m(2,,)): zp, € Z1}
tal que:
Z,cZ

my(z,) = 1, z, € Z,
U(zy,, mi(2,,)) N Wi(z,,) 0 Z es denso en Ulz, , my(z,,)), za, € Z4
Por maximalidad se tiene que () % es densa en X. Supongamos que para

1 <i<k—1 se han determinado k — 1 familias % de conjuntos disjuntos dos
a dos de la forma

% = {U(Zn,nzmn,-a mi(znlnz-"n,-)): Zpny-n; € Z:}

tales que
ZiwcZicZ [9]
donde Zg= ¢, i = 1,2, . k — 1.
MZp,pnyn) Z 1 [10]
U (2n,nynp MiZn ) O WilZninym) O Z [11]

es denso en Uz, n,.n» Mi(Zy,nym)-
(J % es un subconjunto denso en X [12]

U(Zn‘nzmn,-’ mi(zn,n-n,»)) N VVi(Zn,u-n,-) < U(an---ni_lmi—l(Zn,mn,-,l)) N VVi—i(zn,‘-nnikl) [13]
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Consideremos el conjunto U(z,,n,..n,_,» M~ 1(Zn,n,.n,_,)). Entonces por [11], 8.y
el lema de Zorn es posible determinar una familia maximal

%zm'"m—n = {U(znl"'nk— e mk(z”x"'"k—l”k)): Z"l”z"‘”k—lnk € Z”l"z“‘”k~ 1}

'de subconjuntos de U(zy,p,..,,_,) disjuntos dos a dos tales que

My
Zn,v-.nk_, € Zn,mn,‘_l < U(an--»nk-la mk—l(znlu-n,‘-,)) N Wk—~ l(znr--nk_,) NZ [14]
M2y, m,_n) = k

U(Zn,mn,g mk(zn,---n,)) N VVk(an...n) N Z es denso en U(znlnz---n,,s mk(zn,-~~n))

Entonces se verifica, por maximalidad, que

U {U(z"r""k’ mk(z”l"'”k)): z"x"'"k € an"'nk— 1}
es un subconjunto denso de U(z,,...,,_,)
De 6. [14] y de la inclusion

U(Zn,---nh.- mk(zn,---nk)) < U(zn,~-~nk_,’ mk—l(znlv-~nk,1))

se sigue, obviamente, que

U(znl-un,‘a mk(zn,-un,)) N I’Vk(an...n‘) < U(anwn,‘_,a mk—l(zn,-nn,‘_,)) N I/Vk~—l(zn,u-n,‘.,)[ls]

Se tiene, por tanto, que

U= \J U, . Znn  €Zi-1}

es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos que se puede escribir en la forma

U= {U(Zn,u-nk’ mk(znl'--n,)): Zpn, € Zk}

y verifica las propiedades [9], [10], [11], [12] y [13]. Por el principio de induccién
tenemos determinada una familia {%, i = 1, 2, ...} que verifica las antedichas propie-
dades.

Sea D la union de la familia expansiva {Z;:i = 1,2,..}. Vamos a probar que f/D
es continua. Sea z € D. Existe j, tal que sij > jo, entonces z = z, ... Por construccion
U (zll...lj, mj(z,l...,)) N D sélo contiene puntos que se pueden escribir en la forma z; ..., |
.ne S€ tiene, aplicando [15]:

2l ey gy € U(er"n.-’ m,-(le...nl.)) N Wi(le..,n,) <

< U(2l,m_p MieiZtyn,_ )) O Wi (2Z1,m ) ©

< Ulzi,.., mi(zi,.)) O Wizi,.t)
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Por tanto,
U(zi,..., mi(z1,...)) 0 D = Ulz,,...) 0 Wilzy,..p)
de lo que se sigue que

f(U(z,...; mz),..)) 0 D) = Gj(f(z1,..))

y, por tanto, la continuidad de fen z.

D, con la topologia inducida, es metrizable, por el teorema de Nagata-Smirnov,
pues %;p, i = 1,2, ... genera por [10] una base de la topologia inducida, siendo cada
% una familia de conjuntos disjuntos dos a dos. '

Finalmente, D es denso en X, pues por [2] y [10] D es denso en (1) {| ) %:i

1
= 1,2,...) y esta interseccion es densa en X, puesto que X es un espacio de Baire y se
verifica [12].

Se dice que un espacio topologico X tiene la propiedad de Blumberg respecto a Y
si para cada aplicacion fde X en Y existe un subespacio D denso en X tal que f)p es
continua. En [1], p. 29, th. 3.1, se prueba que si Y contiene un subconjunto infinito
discreto y X tiene la propiedad de Blumberg respecto a Y, entonces X es un espacio
de Baire. De este resultado y del teorema precedente se obtiene como corolario
directo que:

2. Teorema. Sea Xe 2 e Y un espacio que verifica el segundo axioma de
numerabilidad y contiene un subconjunto infinito discreto. Entonces X es un espacio
de Baire si y solo si tiene la propiedad de Blumberg respecto a Y.
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