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1. EL ESPACIO A(T)

Sea D<= C", D=D; x --- x D,, un polidominio de Jordan, tal que 0e d,D
(frontera distinguida de D), localmente convexo en 0, y f: D — C una funcion
holomorfa.

1. Definicion. La funcion f tiene desarrollo asintético en 0 e dyD si y solo si
existen formas u,, p = 0,1,2, ., ‘donde u,:D x D x L xD-C, u,p-lineal simétri-
ca, de modo que, si se denota u,({?) = u,((,...,{), (€D, se verifica:

f©Q) =Y u,n
lim —

o
-0 [141k4
teD

=0, YVmeN

En este caso escribimos f({) =~ ) u,((?).
0

2. Proposicion. La funcién f determina, de modo unico, las formas p-lineales

Demostracion. En efecto, si existieran otras formas u), verificando las mismas

condiciones, entonces u, = lim f({) = ug.
/ g—v()

! Este articulo forma parte de la memoria Algunos resultados sobre desarrollos asintéticos en una y
varias variables complejas, que realizada bajo la direccion de D. Manuel Valdivia, fue presentada en la
Universidad de Valencia, para optar al grado de Doctor en Ciencias, seccion de Matematicas.
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Aplicamos inducciéon completa. Si ug, u,, ..., u,, coinciden con ug, u}, ..., w1,
entonces

el q
—— p _ _ , p
4g(C) — ] _ ‘f(C) %u,(c ) I:f(C) %,%(C )]
111 THG

<

’f ©) — X ul" 'f ©) — X u,(e”
0 + 0
e [I4]§

de donde se deduce que

lim &) = 4l _
o NI

Por tanto, u,({%) = uy({9).
NoTA—Como consecuencia del teorema de Colombeau (Colombeau), dada una
sucesion {u,},.n, donde u, e L, (C?, C), para cada p, existe una funcion fe H(D) tal

que f posee desarrollo asintotico en 0, y este desarrollo es f({)~ Y, u,((?).
0

3. Definicién. Llamamos funcion resto de orden n a la funcion

@) = X u,(l?

R, (0) = :
)
i el
Los restos son funciones continuas de D en C, y tanto la funcion f como las
funciones R, , se consideran prolongadas por continuidad al origen, ya que tienen
limite en €L

4. Definicion. Llamaremos A = {fe H(D)| f posee desarrollo asintético en
0ed,D}.

Teniendo en cuenta que D es un polidominio simplemente conexo, los polinomios
son densos en H(D) (Gunning-Rossi, pag. 37, t.* 2) y los polinomios pertenecen a A,
por lo que se tiene:

5. Proposicién. A4 es un subespacio vectorial propio de H(D), denso en él.

6. Definicion. Llamaremos T a la topologia definida sobre A4 por la familia de
seminormas gy ,(f), donde

dk,m(f) = max { sup|f(Q)l, sup R (), max {Iu,,(C”)I}}

feK leK <psm
s<m i1
{eK

siendo K un compacto, K =« Du {0}, 0e Ky meN.



DESARROLLOS ASINTOTICOS EN VARIAS VARIABLES COMPLEJAS 139

Por ser gg ,(f) seminormas sobre A, el espacio A(T) es localmente convexo.
Demostraremos que A(T) es completo. Sin embargo, como la familia de compactos
{K} no admite ninguna sucesion fundamental, A(7) no es metrizable. Es mds, sobre
el espacio A4, no se puede definir ninguna topologia, que lo haga Fréchet y que
implique la convergencia puntual (Mira).

2. LOS ESPACIOS A,(T.)

7. Definicion. Dada una sucesion fundamental de compactosde D, A, = A; <
< -+, llamamos {K, ,} ;- o, a una sucesion de compactos de D U {0}, tales que, para
todo pe N, verifican: 0e K, ,; A, = K, ,; K, ,— {0} = K, ,+;.

a recorre un conjunto de indices I, infinito no numerable.

8. Definicion. Decimos que fe H(D) tiene desarrollo asintético en el origen a
través de la sucesion {K, ,}7-, si y sélo si existen ug, ¢ =0,1,2,..,u5: D? > C,
uze L, (C% C) tal que para todo p,me N

FQ) = 2 ul?
lim ——9% =
-0 i

teK

a.p
o«

Expresaremos esto diciendo que el a-desarrollo asintético de f'es f({) 2 Y u(l9)

0
y a las funciones R;, (({) las llamaremos a-restos de orden m de f.

Designamos por A, el espacio vectorial complejo de tales funciones y por T, la
topologia sobre A, definida por las seminormas:

anlf) = méX{ sup |f(O), sup |RS (), méx lu‘f,(é”’)l}

LeK,,, leK,,, 0<g<m
ssm (eKy
i<t

donde me N.
Como en (Mira), se demuestran las proposiciones siguientes:

9. Proposicion. A,(T,) es un espacio de Fréchet.

10. Proposicién. A(T,) es un espacio de Schwartz.
11. Corolario. AT, es un espacio de Montel.

12. Corolario. A4,T,) es separable.

13. Proposicion. A es la interseccion de todos los A,.

Demostracion. Es inmediato que 4 = A4, para todo a e I'. Reciprocamente, si
fe A,, paratodo a eI, vamos a ver que fe A. En efecto, dada {(,},.y una sucesion de
puntos de D tal que lim {, = 0, existe entonces K, ,, tal que {{,} = K, ,..f€ 4,, por lo

r— o

que

FQ) = uh + Q) + - + U5 + RS, Q)
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y
lim f({) = lim f({) =
r—o Cé[—(»;)m

Pero u% = uf, para f eI, pues si tomamos {{/},_5, que también converja a cero,
0 0 P p rfreN
tal que {{;} = K, , se verificard que

lim f({)) = lim f({) = ug
r—o {-0
{eKp s
Como la sucesion (;, (), {5, (5, ... también tiende a cero, existe K, . que la
contiene, con lo que uf = ub = u}, para todo «, B, yeT.
Por induccién completa se demuestra que para todo o, € I, u = u#, para todo
geN.
Por otra parte, ya que

SO —ug — - —ug@)  f©) —uf — - — uf(l?

= — R”
T T &)

R (0 =

se tiene que fe A, es decir, posee desarrollo asintotico en el origen.
Sea I,: A — A, la inyeccion candnica de A en A,.
14. Proposiciéon. Cada I, es continua.

Demostracion. Sea

= {feAI sup |f(QI <& sup IRS (O] <& max {7} < 8}

{eK, . (eK, . 0<p<sm
s<m (eKym
ligl<1

un T-entorno de cero en 4. Tomando

K>K,m y V= {feA [sup [f(Q)l < & sup R (0 <& mdx {ju, {7} < 8}

teK LeK 0<p<m
s<m ek
liKh<1

V es un T-entorno de cero tal que V < U. Por tanto, sobre A, T, = T y cada I, es
continua.

Dotamos a I" de una ordenacion filtrante del siguiente modo: dados a, ST,
consideramos las familias de compactos {K, .}m-1, {Kp, ,,,},,,= ;- Decimos que a < f8
si y solo si para todo pe N, existe me N tal que K, , = Kg

Consideremos la aplicacion I,;: A3 - A, cuando a < ,B donde I, es la inyeccion
de Agen A,. 1,5 es continua y se verificaquesi o < B < y, L5015, = 1,,;1, = Ig° I

El sistema (Ags Iop)s, ger €8, POT tanto, un sistema proyectivo y se veriﬁca:

15. Teorema. A(T) es el limite proyectivo topologico de los espacios A(T,)
bajo las aplicaciones I,;.

Demostracion. El limite proyectivo de los A,(T;) es el subespacio del producto
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[1 AT, formado por aquellos elementos @ = (¢,),r tales que si a < f, ¢, =
ael
= I,4(¢4). Podemos identificar cada f € A con el elemento (f,),cr € [T A, tal que para

ael
todo a€el, f={,
Claramente, A < lim I,4(A4,). Reciprocamente, como I,, son identidades, f, = f;,

para todo a < B, luego lim I,4(4;) = A. Veamos que T es la minima topologia para

la cual todas las aplicaciones I,: A(T) — A4,(T,) son continuas. En efecto, sea K = D
v {0}, un compacto tal que O€ K. Existe K; ,, tal que K < K, .. Sea

U= {fGA Isup [f(OI < &; sup|R, (0] < & max {u, ({7} < 8}
Iien<1

Upm = {fe Ayl sup |f(Q <& sup |RE (0] < e; max {iuﬁﬁ")l}“}

leKy leK, . 0<p<m
s<m {eK
i <1

Sea T; una topologia sobre A tal que haga continuas todas las aplicaciones I,
aeT. I;'(Ug,) es un T -entorno de cero en A, pero I; '(Uy,) < U, por tanto, T
c T,.

16. Corolario. A(T) es un espacio de Schwartz, semirreflexivo completo y semi-
Montel. '

17. Proposicién. Los subconjuntos compactos de A(T) son metrizables.

Demostracion. Sobre los compactos de A(T), las topologias T y T, coinciden, ya
que T, es de Hausdorff y T, = T. Como T, es metrizable, cualquiera que sea a eI,
queda demostrado.

3. EL ESPACIO E(T)

Sea v = (vy, ..., v,) un multiindice, donde v, .., v, € N. Sea f € H(D). Designamos

por

v
1 Zp"

18. Definicién. Llamamos E = {fe H(D)}|existe lim Df({), para todo

(-0
ve N"}.
Es inmediato que se verifica la siguiente proposicion.

19. Proposicién. E es un subespacio vectorial propio de H(D), denso en H(D).

20. Proposicion E es un subconjunto de A.
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Demostracién. Por ser D localmente convexo en el origen, existe un entorno de
cero, V, tal que V n D es convexo.

Sea (e V n D; el segmento [0,{] = D. Si te[0,{],t=A{,con0< A< 1.

Definimos la funcion ®(A) = f(A). ®:[0, 1] —» C. Se verifica que

lim ®(4) = lim f(A0) = a, .., 0)

A=0 [Sad]
(D'(i) — D“'O""’O)f(,lC)zl + D(O’l‘o""’o)f(iC)Zz + .+
+ DO f(2)z, = 3, DAL

=1

(D(k) y) 1
lim®'(4) = ) a0’ .. lim ( )= Y —al

A—=0 |V|=1 A=0 k! |V|=k v

1 . . .
Llamando u,((Y) = ), —'avC“, que es un polinomio homogéneo de grado k, por
=k V>

tanto, una forma k-lineal simétrica se tiene:

OX(0)| _Sup |@%* ()
K| (k+ 1)

]q>(1)-<1>(0)—<1>'(0)— - , VkeN

Es decir,
1 1
WF%—ZMu”_ZTW<W X D <
V=1 Iv=k V: W=k+1V
1
< X wp;DWM%m“l

[V=k+1

Como tienen limite en el origen todas las derivadas, para todo v tal que
|[v] = k + 1, existe M, > 0 tal que

1

sup
{eVnD |V:
Sea M = ) M, Entonces,
IV=k+1

£ — up — uy(0) — -+ — w (Y < MILF*?

cuando { € V n D. Luego
—— — 8 — k
lim |f ) — ug ; u (8| < lim M|[Z]| = 0
-0 {14} -0

de donde f € A.
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Veamos que E # A. Necesitamos el siguiente lema:

21. Lema. Sea D = D, x --- x D, un polidominio de Jordan. Sea f: D —» C
tal que f({) = g ° proy,({) = g(z,), donde g: D; — C es holomorfa y con desarrollo
asintdtico en 0 e dD,. Entonces, f € A.

Demostracicn. a) fes holomorfa en D, pues es separadamente holomorfa, por
el teorema de Hartogs (Narasimhan, pag. 43).

b) feA. En efecto, si g(z,) ~ . a,z}, entonces
p=0

feo]

[ = Y ull?

p=0

donde u,({?) = a,z}, puesto que

4 q
lf(C) - 2wl 9z) — X af
p=0 p=0

'qu |21‘q
= =|R Lt il
G 24 g =~ Rastel g
de donde
’f(C) — Y uyr)
lim p=0 =0
oo G

22. Teorema. E es distinto de A.

Demostracion. Dado el dominio D,, tomamos una sucesion de puntos {a,},.y
fuera de D,, convergente a cero, de modo que si llamamos A, = d(a,, D), 1a sucesion

{‘an+l - anlzlanln
2",

sea divergente a + oo, y tal que la sucesion {|a,.; — a,|} sea decreciente.
Consideremos la serie

o1 la,"a,

)

n
0 2 Zy — Ay

Esta serie proporciona una funcion g(z,): D, — C, holomorfa en D, y con desarrollo
asintdtico en 0 e dD, (Herrero, t* 1.1).

Sea f: D — C tal que f({) = g ° proy,({) = g(z,). Por el lema 21, f({) tiene
desarrollo asintético en 0 € d,D. Sin embargo, f ¢ E, pues la derivada D% 9f(()
no esta acotada en ningun entorno de cero.
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23. Definicién. Llamamos T’ a la topologia definida sobre E por la familia de
seminormas

Pk m(f) = sup [Df(0)l
IglesKm

siendo K compacto, K = D u {0}, 0e K.
NOTA.—Convenimos en que D 9% () = f(0).
Por ser Py, , seminormas, E(T’) es localmente convexo.

24. Proposicién. La topologia T’ es mas fina que la inducida por A(T) sobre E.

Demostracién. En efecto, dado un T-entorno de cero cualquiera

W= {feElsuplf(C)l < g sup|R; (O <& max {Ju,P)} < 8}
{eK leK o<p<sm
s<m ligli<1
Le

construimos V = {feEl sup |DYf() < 5}, donde K < K'.
{eK'
v<m+1

¢ = numero de n-uplas v tal que [y =m + 1y § = min {s,f,—g——}
¢ cd(K)
V es un T'-entorno de cero y se verifica que V< W.
25. Definicion. Dada la sucesién de compactos {K, ,}7-, (definicion 7),
llamamos E, al conjunto de las funciones f: D — C, tales que fe H(D) y existe
l(irr(l) DYf({), para todo ve N", para todo pe N.

leKyp ‘

26. Definicién. Llamamos T, a la topologia sobre E , definida por la familia de
seminormas P,(f) = sup |D*f({)|, me N.
(eK,

am
[vlsm

E,(T)) es localmente convexo y metrizable.
27. Proposicién. E(T,) es un espacio de Fréchet.

Demostracion. Hay que ver que es completo. En efecto, sea { f,},.y una sucesion
T,-Cauchy de funciones de E,. Esto significa que V& > 0, Ym e N, existe n, tal que si
rr = ng, P.(f, —f.) < e es decir,

sup |Df(0) — Df(0l < &
(eKym

M<m

Para |v| = 0, esto significa que
sup |£(0) — £ ()l < & y, por tanto, {f,},.y €s uniformemente convergente en el
{eKom

interior de D, a una funcion f € H(D), ya que H(D) es completo con la topologia de la
convergencia compacta.

Consideremos la sucesion {D"f,()},cn, con v fijo. Esta sucesion es uniformemente
convergente en todo compacto del interior de D, a D'f({). Ademas, {D'f.({)},cn
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converge uniformemente sobre todo compacto K, ,, a una funcion @ (), que es
holomorfa en D y coincide con D'f({) en los compactos de interior de D.

Sea {a}},.y la sucesion de los limites de D*f,({), cuando { - 0, { € K, ,,. {a}},n €5
una sucesion de Cauchy en C, y su limite ¢’ = lim ®,({); por tanto, existe

C Ka,m
lim DYf(), por lo que fe E,, y E(T;) es completo. ©
(=0

(eKym
De modo analogo a como en (Mira), se demuestra que E(T,) es un espacio de
Schwartz, y como corolario, se verifica que E(T,)es Montel y separable.
* Procediendo igual que en las proposiciones 13 y 14 y teorema 15, se estructura
E(T") como limite proyectivo de los espacios E (T,), obteniéndose como corolarios
que E(T') es completo, semi-Montel, Schwartz y semirreflexivo.

28. Proposicion. Sobre E, las topologias T y T’ son distintas.

Demostracién. Si T = T’ sobre E, como E(T’) es completo, E(T) seria completo
y, por tanto, E seria T-cerrado en A(T). Veamos que esto no ocurre. Consideramos la
funcion

o anl™ A
g(0) = foproy,() = f(z) = ¥ —

m
o 2"z, — a,

donde {a,,}my €5 una sucesion de puntos en el plano z,, fuera de D,. g({)e 4 y

g ¢ E.

Sea ahora

L 1ayl"
9 (©) = fu® PrOYA(0) = fuler) = 35

1~ Om

Las funciones g, € E, para todo me N, pues si v = (v, .., v,), entonces D’g,({)
= gn’(z1)

, 1 {au|™ Am(—=1)"1vy!
D*g, () = gm(z1) = 5,;—(—2—_—0)1“—1
1 m

y existe lim D*g,,({), para todo v e N" y para todo me N. Ademas, la serie )  g,, es T-
[Sad!] 0
convergente a g({).
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