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Abstract

In this work we are going to prove the conjecture that was given in the appendix from F. Do-
mingo [2]. Such conjecture says as follows:

“Given p,q > 1 with p >‘—; and denoting by E the Banach space E = LP(u), for every f e L,(E),

the Fourier series of f converges almost everywhere to the essentially separable part of /™.
Also is completed the prove given in B. Rodriguez-Salinas [4], when v it is not finite.

En este trabajo vamos a demostrar la conjetura que se hacia en el apéndice de F.
Domingo [2]. Dicha conjetura dice lo siguiente:

«Dados p,g > 1 con p > % y designando por E el espacio de Banach E = L[”(u),

para toda fe L,(E), la serie de Fourier de f converge en casi todo punto a la parte
esencialmente separable de f".

También se completa la demostracion dada en B. Rodriguez-Salinas [4], cuando v
no es finita.

1. Definicion. Una funcion f: X — F se dice o(F, G)-medible si, para cada
ze G, la funcion < f(x), z) es medible.

2. Definicién. Una funcion f: X — F se dice esencialmente separdble si existe
un subconjunto X, de X, de medida nula, tal que f(X\X,) es separable.

3. Definicién. Una funcién f: — F se dice de clase o(F, G)-nula si, para cada
z e G, existe un subconjunto X, de X, de medida nula, tal que {f(x),z) = 0 para
todo xe X\X,.

4. Lema. Para cada nimero real p > 1, el conjunto £*(F) de las funciones
f:X — F tales que

*
J | /(XN dp < 0
X

es un espacio vectorial seminormado y completo y el espacio cociente L}(F), de
& }(F) respecto de la relacion de equivalencia

fi ~fo = filx) = f,(x) ctp,

es un espacio de Banach.
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Demostracion. Véase [3], VLI, teorema 1, pag. 68.
5. Definicion. Si S(F) es el espacio vectorial de las funciones de la forma
Y. ViXaw donde y, € F y los A, son subconjuntos medibles disjuntos de X tales que

k=1
u(A,) < oo para k = 1,2, ..., n, designaremos por £?(F) a la clausura de S(F) en
ZL3(F) y por LP(F) al espacio cociente de £?(F) respecto de la relacion de equiva-
lencia del lema anterior, es decir, la clausura de S(F) en L}(F).

Por abuso de lenguaje, llamaremos también funciones de X en F a las clases de
equivalencia de L%(F) y de LP(F).

6. Definicion. Denotaremos por L,(F, G) el espacio de las funciones de L}(F),
o(F, G)-medibles y por L, (F, G)y L, o(F, G) los espacios de las funciones de L(F, G)
esencialmente separables y de clase o(F, G)-nula, respectivamente.

7. Lema. Si X es de medida o-finita y E es reflexivo, para todo nimero real
p > 1, se tiene

L, (E, E) = L[*(E) (7.1)

L(E,E)=L, (E,E)® L, o(E, E) (7.2)

Demostracion. Véase [2], teorema 1.21, pag. 24.

En adelante consideraremos un espacio de Banach reflexivo E, tomaremos
X = [—mn,n] con la medida de Lebesgue y, por comodidad de notacidn, escribi-
L,(E),L,(E)y L, o(E)enlugar de L,(E, E'), L, (E, E') y L,.o(E, E'), respectivamente.
Entonces, si S, f(x) es la suma parcial n-ésima de la serie de Fourier de f, ponemos

Mf(x) = sup 1S5S ()]

8. Lema. Seanl <p <o, feLyE)yf= f;+ fo, la descomposicion (7.2), con
fs€ L, (E) y fo€ L, o(E). Entonces, si para todo g € L, (E) se verifica

IMgll, < C,ligll,

donde C, es una constante positiva independiente de g, la serie de Fourier de f con-
verge a f(x) en casi todo x de [ —n, n].

Demostracion. Véase [2], teorema 3.5, pag. 66.

Consideremos ahora un espacio‘de medida o-finita (Q, u) y tomemos un nimero
real p> 1y E = [”(u), donde, como es habitual, L”(u) designa el espacio de las
funciones complejas u-medibles, definidas sobre Q y de potencia p integrable.

Entonces, si fe L, (E), para todo x € [ — =, ], se tiene que f(x) € E = LP(n) y, por
tanto, podemos considerar a f como una funcion f: [—=n, ] x Q — C, definida por
f(x,w) = f(x)(w). Ahora bien, como f es o(E, E')-medible y esencialmente separable,
en virtud del teorema de Pettis?, f es fuertemente medible, luego, segtin [1], pagina
318, puede tomarse un representante de f(x) tal que f(x,w) es medible en (x,w).

! Véase 5. V.4, pag. 131.
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Ademas, para cada x € [ — &, 7] tenemos una funcion f(x, -): Q — C perteneciente a E
= I?(n) y, para cada w € Q, la funcién f (-, w): [ — =, #] — C pertenece a I?(C). En estas
condiciones se cumple el siguiente teorema.

9. Teorema. Sean 1 <p < o0,E = I¥(u) y feL, (E). Entonces, se verifica
IMfIl, < Clfll,

donde C, es una constante positiva independiente de f.

Demostracion. Sea x un punto arbitrario, pero fijo, de [ —x, 7]. Entonces, para
cada ne N, se tiene

1 n
Sn(f(" (,O))(X) = 2_7; [ f( -1, (U) Dn(t) dt

-7

y, por la desigualdad de Holder,

1 Ed
1S,(fC; )P < EJ If(x = t,)lPID, ()P dt <

2n + 1)P [
Skl j St ) di
2n _n
y, por consiguiente,

@n + 1y f 10, o) dt dulw) =

-n

2 ne (= .
a4 J SO du(e) de =
T J-onJQ
2 1 (= (2 1)?
= (__n_zil Lf(O)P dt = (__n_;'_l_“f”g < 0.
T Jo. n

Por tanto, la funcién de Q en C, que a w le hace corresponder S,(f(-, w))(x),
pertenece a E.
Ademas, si x es fijo y ¢ € E/, se tiene

$Saf (%), @) = Salf 02(x), ©.1)

pues

o

Saf(x) = %j f(x —t)D,(t)dte E

-7
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1 L
(S f(x), > = ?&J {f(x — 1), @)D, (t)dt =

1 (" ‘
= ZJ_ {foXx — )D(1) dt = S, f, p(x).

Por otra parte, si x es fijo, se verifica

(Suf(¥)) (@) = S,(f( @))(x) ©9.2)

para casi todo w de Q.

En efecto, ambos miembros pertenecen a E como funciones de w. Veamos que
coinciden al aplicar ¢ € E'.

En virtud de (9.1) se tiene

R 1 ("
j (Snf () (@)o(w) dplew) = 7 I {f@Xx — )D,(1)dt =
Q -n

1 (" L
B TI J f(x = 1, )p()D,(t) du(w) dt
nTJ-nda

y podemos aplicar el teorema de Fubini porque

f(x = t,w)pw)D,(t)

es medible en (f,w) y

[ dtJ If(x = t, 0)p(@)D,(1)] duw) < lloll, [ Lf(x = &I, IDA 0] dt <
J-m Q J-n

r Up'f (= 1/p
<||<P|Ip'<f lD,.(t)I"'dt) ( j_ ||f(x—t,-)||§dt> <

< lloll,2n + DRIl L yrrg) < o©-

Por tanto,

n

__ 1 -
J (8uf () (@)elw) dul(w) = o f J f(x — t,0)p(@)D,(t) du(w) dt =
Q T Q

-n

T

N 1
= J plw) d#(w)z—f f(x — t,w)D,(t) dt =
Q T

-Tn

Q
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es decir,
(S, f())(@) = S,(f())(x)

para casi todo w € Q.
Finalmente, teniendo en cuenta (9.2), se deduce

|Snf (x)I” = L IS £, @)X)? du(w) < L[M(f (, @)(x)]” du(w)

para todo n = 0 y, por consiguiente,

[Mf(x)]? = sup|S, f(x)|" < [ [M(f(, ))(x)]7 dple)
JQ

n=0

luego

IMSII; = J [Mf(x)]* dx < J f [M(f(, ))(x)]? dple) dx
- - JQ
y como
1 [
S.(f(0)(x) = Z-L{ f(x — t,0)D,(t) dt
es medible en (x, w), porque el integrando es medible en x,t y w, resulta que
M(f(, 0))(x) = sup IS, (S ¢, 0))()]

es medible en (x,w) y, por tanto,
IMfIIE < [ J [M(f(, w))(x)]? du(w) dx =
oJ-m JQ

= L f [M(f(, ))(x)]? dx dp(w).

Ahora bien, seglin la desigualdad de Carleson-Hunt, se tiene
J IM(f(, @)(x)]7dx = IM(f(, ))lI5 < CHIf( )l =

= Ch J‘n |f(x, w)|? dx
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y, €n consecuencia,

|ian;<j f [M(f ()" dx dp(e) <
QJ-n
S J c J (%, 0)P dx duw) =
Q -

=Cr fﬂ J‘ | f(x)(@)I? du(w) dx = CE|| I3,
—nJQ

es decir,
M, < CLllfll,-

10. Corolario. Sean 1 < p < oo, E = L?(u) y f € L(E). Entonces, si

f=L+s
es la descomposicion (1.2) con fy€ Ly, (E) y fo € Lp. o(E), la serie de Fourier de f con-
verge a f{x) en casi todo x de [ —m, ).
Demostracién. Es consecuencia inmediata del teorema 9 y y del lema 8.

11. Teorema. Seanl < q <p < o0, E = LYu) y f € L*(E). Entonces, si

=5+

es la descomposicion (7.2) con f;€ Ly, (E) y fo€ L, o(E), la serie de Fourier de f
converge a f|(x) en casi todo x de [ — =, it].

Demostracién. Sean p, = plq > 1y py = p,/(py — 1) = p/(p — 9).
Por la desigualdad de Holder se tiene

*n *n pla _
j f ()l dx < (J P dx) @n 7 < oo

y, por tanto, f€ L ,(E). Entonces, f, € L, (E) y, en virtud del corolario anterior, la serie
de Fourier de f converge a f,(x) en casi todo x de [ —=, n].

12.  Definicién. Sean 1 < p < oo, E un espacio de Banach reflexivo y fe L (E).
Entonces, dada una funcién medible cualquiera v: [ —n, n] — N, ponemos

v(x)

Svf(x) = S\'(x)f(x) = Z ckeikxa

k= —v(x)

donde los ¢, son los coeficientes de la serie de Fourier de f.
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Como es sabido,
v(x) " 1 T
S,/x) = Y ™ =—| flx— 1D 1)dt,
k= —v(x) 2” -7

siendo D,,(t) €l v(x)-ésimo nucleo de Dirichlet.

13. Lema. Sean 1 < p < oo, E un espacio de Hilbert y f € L,(E). Entonces,
para toda funcion medible v: [ —n, n] — N, se verifica

18,1, < Cllfll,
donde C,, es una constante positiva independiente de f'y de v.
Demostracion. Véase [2], teorema 4.3, pag. 95.

14. Teorema. Sean 1 <p < oo, E = L¥u) y f € L, (E). Entonces, para toda
funcion medible v: [ —mt, ®] — N, se verifica

1S, fll, < CLllfll,ps
donde C, es una constante positiva independiente de [ y de v.
Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema 9.

Por ser (Q, u) de medida o-finita, Q = () Q; con y() < co para todo ke N.

k=1

n
Por tanto, si para cada ne N ponemos Q, = (] Q,, se tiene
k=1

Q= Q, con QcQc~cQ,c~ y puQ,) < oo para todo ne N.

n=1
15. Definicién. Designaremos por #([ —n, ©] x Q) a la clase de las funciones
f:[—=n,n] x Q- C de la forma

m
f= Z CiXa,xB;
i=1

donde ¢;eC, los A; son subconjuntos medibles disjuntos de [ —=, ] y los B; son
subconjuntos medibles de Q contenidos en algin Q,.

16. Teorema. Sean 1 < p,q < oo tales que

p+1 2

y fe#([—mn, ] x Q). Entonces, para toda funcién medible v[ —m, n] — N, se ve-
rifica

”Svf“L‘,(L"(u)) < Cp,q”f”Lp(L"(y))’ (161)

donde C,.4 es una constante positiva independiente de f y de v.
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Demostracién. Si 1 <r, s < oo y designamos con |||, ; la norma mixta del
espacio de Benedek-Panzone L[ —n,n) x Q) [1], para fe #([—=n, ] x Q), se

tiene
n sir 1/s
AAs = (J_ <J If(x,w)l'du(w)> dX> =
T s/r\ 1/s
([ (o)

T 1/s
= (J | f(x)* dx) = 1Sl (2w (16.2)

Ademas, si v: [—n, ] - N es medible, segun el lema 13 y el teorema 14, para
fe A ([ —=n,n] x Q) se verifican

18, /112, < CAlSf 2.

1S, f1ls,s < Cllflls,s

donde C, y C, son dos constantes positivas independientes de f'y de v. Entonces, en
virtud de [1], 7, teorema 2, pag. 316, y de (16.2), resulta que (16.1) vale para todo
par (p, q) de numeros reales tales que

q 2 s p r s

con0<t<1l,l<r<owyl <s< oo, es decir, para todo par (p, q) de niimeros
reales tales que

p q
——<=-<p.
p+1 2 b

17. Lema. #([—=n,n] x Q) es denso en Lp,s(L“(y)) para todo par de nimeros
reales p y q mayores que 1.

Demostracion. Basta probar &ue las funciones de la forma f(x, w) = y(w)y4(x),
con ye LYu) y A subconjunto medible de [ —=, 7], pertenecen a la clausura de
H([—n, ] x Q) en L (LYn)), pues dichas funciones engendran el espacio S(L(u)),
que es denso en Lp,s(L“(u)) segun (7.1).

Como, por el teorema de la convergencia dominada,

lim||yxq, — ,Vlum) =0,
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dado & > 0 podemos tomar ne N y z funcién simple en Q, con {z # 0} c Q, tales
que

¢
1yxa, = Mg < 3

€

llz = yxalliw < 3

Entonces, la funcion g(x, ) = z(w)y 4(x) pertenece a
H([—nn] x Q)
y se tiene

llg = fllL () = 12 = Vlliag AP < eu(4)'7.

18. Teorema. Sean 1 < p, g<oo tales que

___lz.__<g<p’
p+1 2

E = L%y) y f € L,(E). Entonces, si

f=5+5h

es la descomposicion (1.2) con f;e L, (E) y fo € Ly. o(E), la serie de Fourier de f con-
verge a f{x) en casi todo x € [ —m, ].

Demostracion. Consideremos funciones medibles acotadas v: [ —n,n] — N de
laformav =1-y4 + 234, +~ + n- x4, dondelos 4; son subconjuntos medibles
disjuntos de [—=,n]. Es obvio que, para tales funciones v, S, es un operador
continuo de L,(E) en L,(E), cualquiera que sea el espacio de Banach reflexivo E.
Entonces, del teorema 16 y del lema 17 se deduce que si v es una de estas funciones
simples, se verifica

1S,9ll, < C,, llgll, (18.1)

para cada ge L, (E).
Consideremos ahora los maximales truncados

M,g(x) = sup[S,g(x)] (neN)

k<n

Fijados ge L, (E) y ne N, sea

v(x) = min {ke N: |S,g(x)| = M,g(x)}.
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Entonces,
M,,g(x) = ISv(x)g(x)l = lSvg(x)l

y, teniendo en cuenta (18.1), se deduce que

IM.gll, < Cp,4llgll,

con C, , independiente de g y de n.
" Ahora bien, la sucesion creciente {M, f(x)} converge a Mf(x), luego, por el
teorema de la convergencia monoétona, resulta

IMgll, < C,,ligll,

paratodo ge L, (E)y,en virtud del lema 8, la serie de Fourier de fconverge a f,(x) en
casi todo x de [ —m, «].

19. Corolario. Sean p y q dos numeros reales mayores que 1 y tales que
p > q/2, E = LYu) y fe L,(E). Entonces, si

f=5+5

es la descomposicion (1.2), con fye L, (E) y fo€ L, o(E), la serie de Fourier de f
converge a f(x) en casi todo x de [ —r, n].

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los teoremas 11 y 18.

GENERALIZACIONES®

El teorema 18 es un caso particular del teorema 8 de B. Rodriguez-Salinas [4].
Sin embargo, las demostraciones de los teoremas 4 y 8 de [4] no son del todo
correctas.

Para demostrar correctamente el teorema 4, basta proceder como en el teorema
18 con los maximales truncados:

M,.f(x) = sup |8, /()]
k<n
donde fe L%(u) y ne N, para obtener

IM,fll, < CIfll, (fel’du) yneN) (20.1)

IMfll, < Clifll, (feLBw) (20.2)

Para la demostracidn del teorema 8, se consideran funciones medibles acotadas v:
X — N como las del teorema 18, y como la acotacion (20.1) es equivalente a

1S, 11, < CfIl, (20.3)
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con fe L¥u) y v acotada, por los teoremas 4 y 6 de [4], resulta:

I8, fllz.r < CAI Sz,

1S,/ lls,s < Cllflls,s

para todo fe #(X x Q) y toda v acotada, donde #(X x Q) es la clase de la
definicion 15. Entonces, en virtud de [1], 7, teorema 2, pag. 316, se deduce que si p
>a, 1<a<g<2y

P _9_7
r+1 2 «
se verifica
1S, f1l,.q < Cpllflly. (20.4)

para todo fe #(X x Q) y toda v acotada. Ahora bien, como

Z S (X 4,),

resulta que cada S, es un operador continuo en L%, por ser suma finita de
operadores continuos y, por tanto, se. puede extender la acotacion (20.4) para todo
f € LY, es decir, que se obtiene

IS, 1, < C, JIfll,

péra todo fe Lx(u) y toda v acotada y de aqui se deduce

IMfIl, < C, IS,

para todo fe Li{(u).
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