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Abstract

The most important results of this paper can he resumed in the following:

Theorem. Let E be a l.c.s. and E' it's strong dual which is assumed to be quasi-complet. Let us suppose
also that, for every non void countable bounded subset B, of E, the closed subspace F generated by B, is
infrabarrelled. Then the following are equivalent:

i) E' has the Radon-Nikodym property.

ii) Every non void countable bounded subset of E' is dentable.

iii) Every non void bounded subset of E' is o-dentable.

iv) Every equicontinuous subset B + ¢ of E' is such that for every neighborhood U of zero in E' there

exists x' € B such that x' ¢ co (B (x + U)).
v) For every one of such spaces F holds that every bounded subset of the strong dual F' is w-precompact.

Moreover, if E' has the Krein-Milman property, then E' has the Radon-Nikodym property.

Los resultados mas importantes de este trabajo se pueden resumir en el siguiente
teorema.

Teorema. Sea E un elc. y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que para todo conjunto acotado contable y no vacio By de E
el subespacio cerrado F engendrado por By es infratonelado. Entonces son equiva-
lentes:

1. E' posee la propiedad de Radon-Nikodym (definicion 1).

2. Todo subconjunto acotado contable B # ¢ de E' es dentable.

3. Todo subconjunto acotado B # ¢ de E' es o-dentable.

4. Todo subconjunto equicontinuo B # ¢ de E' tiene la propiedad que, para
todo entorno U de 0 en E', existe un x' € B tal que

x"¢co (B\(x' + U))

5. Cada uno de dichos espacios F tiene la propiedad de que todo subconjunto
acotado del dual fuerte F' es w-precompacto (definicion 2).
Ademds, si E' tiene la propiedad de Krein-Milman (definicion 18),
entonces E' tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Sea (Q, X, ) un espacio de medida finito que supondremos completo para
asegurar que existe un lifting p sobre el Algebra £ & de las funciones reales o complejas
medibles acotadas. Sea E un espacio localmente convexo, en abreviatura e.l.c., que
supondremos siempre Haussdorff, y E” el bidual dotado de la topologia natural
(véase Kothe [4], 300).

Sea m: X — E una medida vectorial y

(e s
As(m)—{;‘(z)'.s AeX }
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para SeX*, siendo
Et ={AeZ: yAd) > 0}.

1. Definiciéon. Un e.l.c. E se dice que tiene la propiedad de Radon-Nikodym, en
abreviatura P.R.N,, si para todo espacio de medida finito (Q, X, u) y toda medida
vectorial m: £ — E controlada por p, en el sentido de que es u-continua y Aq(m) es
acotado, existe una funcién acotada f: Q — E” pu-integrable o integrable Grothen-
dieck: f: € #(Z, u, E”) (véase [6], [7] y [8]), que verifica

m(4) = f S dp (= my(4))

para todo A €X. En el caso que dicha funciéon acotada se pueda elegir siempre de
modo que fe Z(Z, u, E) se dice que E posee la P.R.N. fuerte.

Segun el teorema 4 [11] si E es un e.l.c. infratonelado y E’ su dual fuerte, y si F es
un subespacio o(E', E)-cerrado de E' que posee la P.R.N., entonces F posee la P.R.N.
fuerte.

2. Definiciébn. Un subconjunto A de un elc. E se dice w-precompacto (o
separable por seminormas) si, para todo entorno U de 0 en E, existe un conjunto
contable M c E tal que A =« M + U.

3. Teorema. Sea E un el.c. infratonelado y E' su dual fuerte. Si todo subcon-
junto acotado D de un subespacio o(E’,E)-cerrado D de E' es w-precompacto,
entonces F posee la P.R.N. fuerte.

Demostracion. Basta proceder como en el teorema 3 [11] observando que f(Q)
€s w-precompacto. :

4. Teorema. Sea E un elc.y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que, para todo acotado contable y no vacio By de E, el sub-
espacio cerrado F engendrado por By es infratonelado y su dual fuerte F' tiene la
propiedad de que todo subconjunto acotado es w-precompacto. Entonces E' posee la
P.R.N.

Demostracion. Basta proceder como en el teorema 6 [11] utilizando el teorema
anterior en lugar del teorema 3 [11].

Estos teoremas 3 y 4 son una extensidn de los citados teoremas 3 y 6 [11] y su
interés radica en los teoremas reciprocos que vamos a probar.

Para demostrar una extension del teorema de Stegall [12] vamos a seguir el
proceso de Diestel y Uhl [2].

En los lemas siguientes supondremos:

1. E esun elc. separable y E' su dual.

2. U es un entorno absolutamente convexo de 0 en E y B es un acotado
absolutamente convexo de E tales que U no se puede cubrir por ninguna
familia contable de conjuntos x’ + V con x'€E' y V = B°.

E es el dual de Ev = (E')v (V = B°).

7 es la aplicacion canénica E' — Ey (V = BO).

5. Uy B son, respectivamente, los conjuntos polares de n(U°) y n(B°) en E.

B w
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Es claro que B es la o(E", E)-clausura de B en E” y E = Ej} = E*

5. Lema. Sea w,; el primer ordinal no contable. Entonces, para cada & > 0,
existen dos conjuntos {x'y:a < w1} © E(<E") y otro {x,:a < wy} < E' tales que
para todo par de ordinales o, f < w; se tiene

pu(x)=1y xle(l +¢U

donde
pu(x’) = sup {[Kx, x')|: xe U}
y
" 0 si a<§p
xﬂ(xa) = .
1 si a=p

Demostracion. Basta proceder como en el lema VIL.2.1 [2] para Z = Ev y
Z* = E teniendo en cuenta que n(U° no es separable, para pasar después a E’
y E = E3.

6. Lema. Sea w, el primer ordinal no contable. Entonces, para un cierto

entero h > 0, existen dos conjuntos {x 0 < wy} < E" y {x,:a < wy} = E' tales
que para todo par de ordinales o, f < w, se tiene

pu(x)) =1 y x/ehB
donde py es como antes, y

0 si a<§p
) =4
1 si a=p

Demostracién. Como (1 + g)U = U hB del lema 5 se deduce que existe un

1
entero h y un subconjunto no contable w* de {a < w,} tales que los conjuntos
{x;: aew*}y{x,: « € w*}, iniciados de manera conveniente, verifican las condiciones
del lema.

7. Lema. Si A es un subconjunto no contable de U°, existen infinitos puntos
de A que son puntos de o(E', E)-condensacion de A.

Demostracion. Por ser E separable la topologia o(E', E) sobre U° es metrizable.
Entonces, como U° es o(E’, E)}-compacto, todo subconjunto abierto de U° tiene la
propiedad de Lindelof para la topologia ¢(E', E), de donde resulta inmediatamente el
lema.

8. Definiciéon. Un sistema pre-Haar de conjuntos es una sucesion (A,) de
conjuntos no vacios tales que

Az Azpsy © A,
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para todo n, A,% ..., A,x+1_ son disjuntos. Si la sucesion satisface

A2n v A2n+l = An

se llama un sistema de Haar de conjuntos.

9. Lema. Hay un entero h > 0 tal que, para cada ¢ > 0, existen un sistema
pre-Haar (A,) en {x' € E':py(x') = 1} (cU®) y una sucesion (x,) en E que verifican

X, €hB para todo n

X' (x,) = 2a(x) < 27

para k =0,1,2,.., todo n con 2* < n < 2**' y todo x' €| ) (A2 < n <21

Demostracién. Basta proceder como en el lema VII.2.4 [2] tomando, de acuerdo
conellema6, 4 = {x,: a0 <w} =« Uy {x):a <w;} = E'conpu(xy) =1, x;€hBy

") = 0 si a<§p
B TU si o w=p

y sustituyendo la constante h por h + 1 al aplicar el teorema de Helly.

10. Lema. Hay un entero h > 0 tal que, para cada ¢ > 0, existen un subcon-
junto o(E’, E)-compacto Q@ de {x":pu(x') = 1} (cU°), un sistema de Haar (C,) de
conjuntos abiertos-cerrados en Q y una sucession (x,) en E que verifican

X, € hB para todo n

IX'(x,) = xedx)| < e27*

parak =0,1,2, .., ytodoncon 2* < n < 27! y todo x' € Q.
Ademds, la sucesion (C,) puede elegirse de modo que el w*-diametro 6(C,) de C,
tienda a cero cuando n tiende a infinito.

Demostracion. Basta proceder como en el lema VIL.2.5 [2].

11. Teorema. Si un e.l.c. E tiene un subespacio separable F cuyo dual F’,
dotado de una Sg-topologia, contiene un conjunto equicontinuo V° que no es w-pre-
compacto, entonces para un cierto B e Sr existe un rB°-drbol infinito y equicontinuo
en E’, siendo r > 0 y B® el conjunto de B en E'.

Por consiguiente, si un el.c. E tiene un subespacio separable F cuyo dual F',
dotado de una Sr-topologia, posee un subconjunto equicontinuo que no es w-pre-
compacto, entonces E’', dotado de una S-topologia separada tal que E' es casi com-
pleto y Sr = S, no tiene la P.R.N.

Demostracion. Por el lema 10 existe un subconjunto o(F’, F)-compacto Q de
{y € F:pv(y') = 1} (= V°), un sistema de Haar (C,) de abiertos-cerrados de Q (con C,
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= Q) y una sucesion (y,) en F tal que y, € hB para todo n (donde he N y B es un
cierto acotado de Sr) y

V') — xely) <e27% 0<e<1)

parak =0,1,2,..,ytodo ncon 2¥ < n < 2**! y todo y’' € Q. Ademas, elegimos (C,)
de modo que el w*-didmetro §(C,) tienda a cero cuando n tiende a infinito.

Sea X la ¢-dlgebra engendrada por (C,) y sea u la medida (contablemente aditiva)
sobre X definida por u(C,) = 2~ * para 2 < n < 2¥*!. Como §(C,) — 0, cada funcién
¢ € C(Q) es Z-medible. Si se pone

(Ty)y) =y

parayeF, y €€, se define un operador lineal continuo T:Fy — L®(u). Como L*(u)
es inyectivo, si U es un entorno absolutamente convexo de 0 en E tal que
Un F = V, T tiene una extension continua Ey — L®(u) que seguiremos denotando
por T.

Con esta notacion, de la ¢ondicién

V() = xcy) < e27F
para k =0,1,2,.., y todo ncon 2* < n < 2**! ¢ y e Q se deduce

T — xelle < e(Cy)
para todo n. Considerando L'(u) como un subespacio de L®(u)’, se tiene que la
sucesion (T*(xcn)/u(C,,)) es acotada en Ejo = (E')yo y equicontinua en E. Vamos a
probar que dicha sucesion es un rB°-arbol para un cierto r > 0. En efecto, si se pone

llx'|l = sup {|<x, x'>|: x € B}

para x' e E', se tiene

IT*(XCJ) _ T*(XC2,'+1) _ 1 % _ " _
T1C) ~ WConll " iy T le) = 2T e

1
= “T*(XCz,) - T*(Xclj+l)” =

uC))

= T*(yr — ¥ \ —
hﬂ(c}) ' (XCz, XCZJ+l)(y2_])|

1 J‘T(y e, — xe.. ) du| =
hu(C) 1 Je, S

1 J
= Xz(x T 2j+1 du —
Tl rentien ~ e ) di
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- J‘ IlT(yZJ) - XCzj”oo,XCzj - XCszI d.u =
Q

1 [uC)  euC) ~
g hu(Cj)[ 2 2 * (C"’] -
1 1 —¢

De la misma forma se prueba que

IT*(xc)I(C)) — T*(xc . )IMCo Il = (1 — €)/2h.

Por tanto, como

T*(XC) _ l[T*(XCn) + T*(XC2j+I)]
wC;) 2 #(CZj) ﬂ(C2j+1)
para todo j, si D = {T*C,)/u(C,)},en Y ¥ = (1 — €)/3h se tiene
x'eco (D\(x' + rB°))

para todo x’' e D.
Del teorema anterior se deduce la siguiente generalizacion del teorema de Stegall

[12].

12. Corolario. Sea E un el.c. y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Si existe un subespacio separable e infratonelado F tal que su dual fuerte F' tiene un
acotado que no es w-precompacto, entonces E' no posee la P.R.N.

13. Teorema. Sea E un e.l.c.y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que, para todo acotado contable y no vacio By de E, el sub-
espacio cerrado engendrado por By es infratonelado. Entonces E' posee la P.R.N.
si y solo si cada uno de dichos subespacios F tiene la propiedad de que todo
subconjunto acotado del dual fuerte F' es w-precompacto.

Demostracion. Resulta del teorema 4 y del corolario 12.

14. Teorema. Sea E un e..c.y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que, para todo acotado contable y no vacio B, de E, el
subespacio cerrado F engendrado por By es enfratonelado. Entonces, si para todo con-
junto equicontinuo D # ¢ de E' y todo acotado B # ¢ de E existe un x' € D tal que

x' ¢ co (D\(x' + B°))

E' posee la P.R.N.

Demostracion. En efecto, si E' no posee la P.R.N. existe, segin el teorema 4 o el
teorema 13, uno de dichos subespacios F tal que su dual fuerte F' contiene un
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conjunto equicontinuo V° que no es w-precompacto. Entonces, por el teorema 11,
resulta que existe un conjunto equicontinuo y no vacio D de E' y un acotado B ¢ ¢ de
E tal que

x"eco (D\(x" + B?))
para todo x'e D.

15. Lema. Si E es un e.l.c. casi completo tal que todo subconjunto acotado
(o débilmente relativamente compacto) es w-precompuesto, entonces todo subconjunto
débilmente relativamente compacto de E es dentable.

Demostracién. Daremos una demostracion basada en la prueba dada por I
Namioka y E. Asplund de que todo conjunto acotado de un espacio de Banach dual
separable es dentable.

Por un resultado conocido y el teorema de Krein, bastara demostrar que si A
< E es un convexo débilmente compacto, entonces 4 es dentable.

Sea H = ext (A4) el conjunto de los puntos extremales de A y D = H° (clausura en
la topologia débil de E). Dado un entorno absolutamente convexo y cerrado U de 0
en E, como D es w-precompacto puede cubrirse por una familia contable de
conjuntos B, = x, + U/4. Como B, n D es a(E, E')-cerrado para cada n, el teorema

de Baire aplicado al conjunto ¢(E, E')-compacto D = | J (B, n D) prueba que existe
1

un ne N tal que B, n D tiene interior no vacio en la topologia débil (H y D son no
vacios por el teorema de Krein-Milman). Por tanto, existe un subconjunto o(E, E')-
abierto V tal que VD + ¢ (y, por tanto, VA H + ¢) y

(VAD) = (VAD) < U2
Sea K, = 6 (D\V) (=¢0°(D\V)) y K, = & (V n H) (=¢0°(V n H)). Tanto K,

como K, son débilmente compactos por el teorema de Krein. Probemos que
K, # A. En efecto, como por el teorema de Krein-Milman,

ext(K;) = D\V°= D\V

y como V n H # ¢, existe un punto extremal de 4 que no estd en K,;. Como H
c K, n K, = A, de nuevo por el teorema de Krein-Milman se tiene

A=t (K, UK,) =0 (K, UK,
Sea AchUy
C = {ox; + (1 — o)x,:ae[1/8h,1], x;€ K;}

C es un subconjunto convexo y o(E, E')-compacto de A. Ademas, todo x € (K,\K )
n C es combinacion convexa propia de un x, € K, y de otro x, € K,: x = ax; + (1
— a)x, con 0 < a < 1, luego no puede ser punto extremal de A. Por tanto, H N C
cKicA#K;yC+#A.

Sea x € A\C. Si probamos que

(A/C) — (AJC) < U
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entonces A\C = x + U y, por consiguiente,
% (A\(x + U)) € & (C) = ¢0° (C) = €

luego x ¢ co (A\(x + U)) y estara demostrado que A es dentable.
Si y e A\C, entonces

y=ay, + (1 —a)y,, y;eK, 0 < a<1/8h

luego
y =y, = oy, — y)e(1/HU.
Por tanto,
AC < K, + (1/4)U.
Como, por otra parte,
(VAD)y—(VnD)c UJ2
y U es un conjunto convexo y cerrado, resulta
K, - K, U2

puesto que K, = co(V n H) = co(V n D) y, por consiguiente,

(A4/C) — (A/C) = (K, — K,) + (1/2)U < U.

16. Lema. Sea E un elc. infratonelado y E' su dual fuerte. Si todo subcon-

junto acotado de E' es w-precompacto, todo acotado no vacio B de E' es dentable.
Mds aun: para cada entorno U de 0 en E’ existe un x' € B tal que

X' ¢To* (B\(x' + U))

donde 0 * (D) es la envoltura convexa y 6(E', E)-cerrada de D.

Demostracion. Basta proceder como en el lema 15 teniendo en cuenta que existe
un sistema fundamental de entornos absolutamente convexos y o(E’, E)-cerrados de
Oen E.

17. Teorema. Sea E un e.l.c. y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que, para todo acotado ‘contable y no vacio B, de E el sub-
espacio cerrado F engendrado por By es infratonelado. Entonces E' posee la P.R.N.
si y s6lo su todo acotado contable y no vacio D de E' es dentable.

Demostracién. En efecto, si todo subconjunto acotado contable D+#¢ de E' es
dentable, también sera g-dentable y, por tanto, E’ posee la P.R.N. segun el teorema 2

[10].
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Si E' posee la P.R.N,, entonces, por el teorema 13, cada dual fuerte F’ de los
espacios F considerados antes tiene la propiedad de que todos sus conjuntos
acotados son w-precompactos. Entonces, por el lema 16, todo acotado Dy # ¢ es
dentable.

Supongamos ahora que existe un subconjunto acotado contable D + ¢ de E’ que
no es dentable. Entonces existe un acotado B # ¢ en E tal que

x'eco (D\(x' + BY))

para todo x’ € D. De igual forma que en el teorema 2 [11], si D = {x;},n se puede
hallar una sucesion (x,,,) tal que

1
Xpnk € B Y [ Xpuntr X — X0 2 (1 - E) Pp(Xm — Xp)-

Sea B, el conjunto acotado formado por la sucesion (x,,,) y F el subespacio cerrado
engendrado por By. Entonces, si T = Tr es la aplicacion canénica E' — F', de manera
analoga que en el teorema 5 [11] resultaria

e (TD \ (Tx' + BY)

para todo Tx' € TD y TD seria un acotado no dentable en F’', en contradiccion con
lo demostrado antes. Por tanto, todo subconjunto acotado y no vacio de E’ es
dentable.

18. Definicién. Un el.c. E se dice que posee la propiedad de Krein-Milman, en
abreviatura P.K.M,, si todo subconjunto convexo cerrado y acotado B + ¢ de E es
la envoltura convexa y cerrada de sus puntos extremales.

19. Teorema. Si un e.l.c. E tiene un subespacio cerrado separable F cuyo dual
F’, dotado de una Sr-topologia, contiene un conjunto equicontinuo V° que no es w-pre-
compacto. Entonces el dual E’', dotado de una S-topologia tal que Sr = S, no posee
la propiedad de Krein-Milman.

Demostracion. Procederemos de manera analoga que en VIL.2.7 [2]. En esta
demostracion haremos uso de las sucesiones (y,) y (C,) v del operador T:Ey — L*(u)
construidos en el teorema 11. Para nuestro prop6sito consideraremos L!(y) como un
subespacio de L*(u) que identificaremos con el espacio de las medidas finitamente
aditivas a sobre X de variacion acotada, que se anulan cuando u se anula, dotado de
la norma ||af| = |«|(€2). Sea C la envoltura convexa débilmente* cerrada de

{xc(Cp)} nen
en L*(w), y
Xn = T*(xc/(C,))
y D la envoltura convexa débilmente* cerrada de {x,},.n en E'. Sea

K = {x'e D:lim x'(y,) = 0}
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Evidentemente C y D son subconjuntos débilmente* compactos de sus espacios
ambientes.

"Es claro que K es acotado y convexo. Para probar que K # ¢ observemos que

‘ 1
XVl = I T*(xc (Ca)) )| = HC J T(y,) dy| <
n Cn
1 1 Xcm #(Cm N Cn)
< T - d < —_—
1) LH Vm) — Xcallwo ”+u(c,,) . du < eu(C,) + AC)

por ser [T(y,) — xedlo < eu(C,,). Como lim u(C,,) = 0 es evidente que

lim x,(y,,) = 0.

m

Por tanto, cada x,e K y K # ¢.
Vamos a probar que K es cerrado en E'. Si x" € E’ es un punto de acumulacién de
Ky ¢ >0, existe un y € K tal que

pe(x’ — ¥') < ¢[2h (y,,ehB para todo n).

Puesto que y' € K existe un m tal que |y'(y;)| < ¢/2 para i = m. Por tanto, se tiene

X < IXD) = YN+ YOI <z+z=¢

N >
[\S RN

para i = m y se deduce que x' € K.
Finalmente, vamos a demostrar que K no tiene puntos extremales. Con este fin
observemos que

X(Vm) = [ T(y,) du =

T(y,) — > _
uC,) e Hc"( W) = xea) dp + W(C 0 C) = —eul(Cy)

wC,)

puesto que [|T(y,) — xcllo < eu(C,,). Como lim u(C,,) = O resulta

lim x'(y,,) =2 0

n

para todo x’' € D. De esto se deduce que todo punto extremal de K es también un
punto extremal de D o> K. Para completar la demostracion bastara probar que
ningin punto extremal de D pertenece a K.

Sea ¢’ un punto extremal de D. Como T*(C) = D, se ve que C N (T*) " '({e*}) es
un subconjunto convexo débilmente* cerrado y no vacio de C. El teorema de Krein-
Milman prueba la existencia de un punto extremal f de

C (T (D
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Se ve facilmente que todo punto extremal de tal conjunto es un punto extremal de C.
Observemos que la clausura débil* de {yc/u(C,)}nen €n L*(u) es un conjunto
débilmente* compacto cuya envoltura convexa cerrada es C. Puesto que f§ es un
punto extremal de C, el teorema de Krein-Milman garantiza que la medida
finitamente aditiva § esta en la clausura débil de { y¢/u(C,)},.n- Por tanto, existe una

red (xc)). en el conjunto {yx¢,/u(C,)},en tal que

B(A) = h'mf Lxeu(Cy)] du
a A

para todo A € Z. En particular,

B(C,,) = lim J Lxc/m(C]du
a Cm

para todo m. Ningun y. [u(C,) es un punto extremal de C puesto que

1
XCn//'l(Cn) = _2' [XCzn/H(CZn) + XCzn+1/u(C2n+l)].

De esto se deduce que la red ( J cxcJuCy) d/,l) es una red convergente de ceros o
" o
unos. Por tanto, f(C,) = 0 6 1 para todo m. Ademas,

2k+1_q

Y B(C,) = B = lim L e w(Cp) dp = 1.

n=2k

Por tanto, f(C,,) = 1 para infinitos m. Si f(C,) = 1 se tiene

lem) = 11 = 1€'(y) = BCH = IT*Bym) — BC) =

J (Tym — xc.) dﬁ‘ SBINTWm) = Xeullo < €
Q

puesto que [|Bll < 1y [Ty, — xcall < en(C,) < . Por consiguiente, €(y,,) > 1
— &> 0 para infinitos m. Entonces lime'(y,) # 0 y ¢ ¢ K, lo cual completa la
demostracion.

20. Teorema. Sea E une.l.c. y E' su dual fuerte que suponemos casi completo.
Supongamos también que, para todo subconjunto acotado contable y no vacio By de
E el subespacio cerrado F engendrado por By es infratonelado. Entonces son equi-
valentes:

1. E poseela P.R.N.
2. Todo subconjunto acotado contable B # ¢ de E' es dentable.
3. Todo subconjunto acotado B # ¢ de E' es a-dentable.
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Todo subconjunto equicontinuo B # ¢ de E’ tiene la propiedad de que, para
todo entorno U de 0 en E’', existe un x' € B tal que

x ¢co(B\(x" + U)).

Cada uno de dichos espacios F tiene la propiedad de que todo subconjunto
acotado del dual fuerte F' es w-precompacto.

Ademds, si E' tiene la propiedad de Krein-Milman, entonces E' tiene la
propiedad de Radon-Nikodym.

Demostracion. 1<>2. Por el teorema 17. 1<-3. Por el teorema 2 [10].
3 =4 = 1. La primera implicacion es evidente y la segunda se sigue del teorema 14.
1 < 5. Por el teorema 13.

La ultima parte resulta de los teoremas 13 y 19.
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