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Abstract

A convex set closely related with the esential range of a L.c.s. vector-valued function is studied in this
paper. If the function is Pettis integrable, a characterization of this set is obtained.

1. INTRODUCCION

En la linea del teorema de Pettis [5], [2] se vienen estudiando medibilidades
naturales en la integraciéon por medio de conjuntos asociados al rango, el rango
esencial y el corazon de las funciones vectoriales, [4], [6], [7]. Es precisamente el
corazon de una funcién con valores en un espacio localmente convexo el conjunto
que se estudia en este trabajo. El resultado obtenido en el teorema 2 y en el corolario
8 relaciona este conjunto con la envoltura cerrada y convexa de los promedios de la
integral, cuando la funcién es integrable Pettis. En el teorema 4 y corolario 7 se
obtiene que si la funcion es y-medible y regular, el corazon es la envoltura cerrada y
convexa del rango esencial de la funcion. Mas adelante se caracterizan los tipos de
medibilidad por medio de «didmetros» de estos conjuntos.

1. Definicion. Sea (Q, X, p) un espacio de medida y E un espacio localmente
convexo. Dada una funcion f: Q — E se llama corazén de f'sobre un conjunto 4 € £4,
donde £§ = {4€X:0 < u(A4) < oo} al conjunto

cor (A) = 5 056 f(A\Z)
WZ)=

Si f es integrable Pettis es posible caracterizar el corazon de f mediante los
promedios de las integrales de f como se expresa en el siguiente teorema.

2. Teorema. Sif:Q — E es integrable Pettis y AcXg, se tiene

cor(A4) = E{L(LX—) J‘dey: X c A, w(X) > 0}
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Demostracién. Sea A > X e Z§ y u(Z) = 0. Se sigue facilmente del teorema de
Hahn-Banach

(u(Xx))™! Lfdﬂ ecof(X\Z) c cof(A\Z)
Por tanto,
E{(/,t(X))_1 Lfd/,t: XeA, uXx)> 0} < cor {(A)

Veamos la otra desigualdad. Sea p una seminorma continua en E 'y x e cor (4) y
Ix| < p (x' € E, dual de E). Como g = {f, x') es una funciéon medible, existe una
funcion

2]

oft) = Z % X4, t 9Xz

n=1
donde los A,e X, A, = A son disjuntos y u(Z) = 0, tal que

IKf(@®), x')> — )] < &[4

para todo te€ A.
Para cada t € 4, se tiene

}<f, xH() — (u(A4,) ! L XD d/l’ S K@ XD — o) +
+ b(ll(/l,.))"1 j‘A" (o = <S> xD(1) d/t' < g2

Si x eco(f(A\Z)), existe una combinacion convexa Y A, f(t), t;€ A\Z tal (iue

i=1

p(x .y zif(r.-)) <2

i=1

y, por tanto,

<¢gf2

}<xa X’> - Z j'i<f(ti), X,>

i=1

puesto que |x'| < p.
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Como cada t; pertenece a algin A, se tiene
9’

x> = 3 A(uA,) ™! L XD du) =

i=1

n

6 x> = 3 AhXE) + ) A(wA,)) ™! L ChxD)dp —
i=1 i=1 i

i=

M=

2((A,)) ! L ixy dﬂ‘ <

i=1

n

Y Ai(p(A,)™? L (LX) = < xD(0) dﬂl <é

i=1 i

< g2 +

luego

x> = inf{((p(X))“ Lf du, x> X < A, w(X) > 0}

y por el teorema de Hahn-Banach se deduce:

xe%{(y(X))_1 fo du: X < A, u(X) > 0}

con lo que queda demostrado el teorema.

3. Definicion. Una funcién f: Q — E se dice u-medible si y solo si se verifican:

3.1. Para todo conjunto 4 de medida finita y todo entorno ¥ de 0 en E, existe
un subconjunto Z de medida nula de 4 y un conjunto contable M < E tales que
f(AAZ)yc M + V.

3.2. po(f— x) es u-medible para toda seminorma continua p de E y todo x de E*.

Una funcién u-medible se dice regular si er;(4) # ¢ para todo AeZg, siendo
er(4) = f(A\Z)
u2)=0

el rango esencial de f sobre A.
El corazdn cor(A) estd intimamente ligado al rango esencial er (4) segun el
siguiente teorema.

4. Teorema. Si f'Q — E es una funcién -medible regular, para todo AeXg
se tiene

cor (A) = co (er (A4))

* Para la definicion de py-medible ver [6] y [7].
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Demostracion. Sea A e Xy, entonces

cor(A) = () co(A\Z)> () f(AZ) = er (A
H2)=0 w2)=0

Por tanto,
cor ;(A) o <o (er (A4))

Veamos que se verifica la inclusion opuesta. Dado yeer (A4) y un entorno
absolutamente convexo y cerrado U de 0 en E, existe un subconjunto A; = A de
medida positiva tal que

pulf() —y) < 1

para todo te€ A4;, siendo pu el funcional de Minkowski de U.

Sea & la clase de las familias disjuntas (4;);; de conjuntos 4A; = A de medida
positiva y tales que, para todo i € I, existe y; € er;(A4) que cumple f(4;) = y; + U. Esta
clase se ordena poniendo

(Aier < (B)jes

si y solamente si para todo i€l existe jeJ tal que 4; = B;.

Es claro que # # ¢ por ser er (A4)  ¢.

Como # es inductivo, segin se ve facilmente, por el axioma de Zorn, existe un
elemento maximal en &, esto es, existe una familia maximal (4;);ax de conjuntos
disjuntos de medida positiva tales que, para cada i € I, existe y, € er ;(4) que verifica
f(4;,) = y; + U. Ademas, dicha familia es contable puesto que u(4) < + oo y, por su
maximalidad, tiene la propiedad

(g a)=s

iel

Definamos
g = Z Vixa, +fxz
i=1
donde
Z=A \ U A;
iel
Entonces

9(A\Z) < ex (4)

y

cor (A) = ¢o (f(A\Z)) = o (g(A\Z) + U) = o (er,(4) + U) = co (er(A4)) + 2U
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Como la anterior inclusion es cierta para todo U, se tiene
cor ((A) = <o (er (4))

5. Observacién. El teorema 4 también vale para todo conjunto medible A4,
estrictamente localizable y de medida u(A4) > 0 si se extiende para dichos conjuntos
la definicion 1.

6. Definicion. Una medida yu se dice esencial si, para todo A € X (dominio de u)
se verifica

i(A) = sup {(u(A A K): K € Zo}

donde X, = {4 € X: y(4) < o}. En este caso se define el corazon

cor(4) = co [ngo cor (X )] = xg:o cor /(X)

para AeX’ = {X eZ: u(X) > 0}, siendo
2i={XeZj:X c 4}
En particular, del teorema 2 se deduce
cor(4) = EB{(/J(X))—I L{f du: XeZﬁ} (Aex™)
para toda funcidn integrable Pettit.
7. Corolario. Sif es p-medible y regular se verifica

cor ((A) = <o (er (A))

para todo AcX™.

Demostracion. Una inclusion es inmediata, ya que

cor (A) = co l:xg: ,cor(X ):l < co (er(A))

Sea yeer (A4), entonces para cada seminorma continua p de E se tiene

p{te A:p(f() — y) <1} >0

de donde, por ser u esencial, se deduce que existe un conjunto XeZX{, X
< {te A: p(f(t) — y) < 1}. Luego

cor(X)cy+ U
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para U = {xeE:p(x) < 1} y

yecor(X) + Uc () cor(X)+ U
Xexg

€

Por tanto,

er (4) < XL%" cor(X)+ U

€

co (er(A4)) = &[ U corf(X)] +2U
Xez§

para todo entorno absolutamente convexo y cerrado U de 0 en E. Entonces

co(er(4)) = ﬁ[ U corf(X):|

Xez§

8. Corolario. Sifesuna funcion i-medible y regular, integrable Pettis, se verifica
co {(M(X))‘1 f fdu:Xe zg} = €0 (er,(4))
X

para todo AeX™.

9. Observacién. En el teorema 36 [6] y en la proposicion 19 [7] se ha obtenido
el siguiente resultado analogo:
Si f es una funcion p-integrable regular se tiene

er (H) = Ay(m;) < <o (er (H))

para todo He X", siendo

Ay(my) = {(/,c(X))”’ fo du:H o XGZJ}

10. Teorema. Sean f y g:Q — E dos funciones débilmente medibles. Si x'° f
= x' o g en casitodoQ para todo x' € E' (dual de E), entonces cor;(A) = cor,A) para
todo AeZ*. Reciprocamente, si cor(A) = cor,(A) # ¢, para todo conjunto A€Zy,
entonces x' o f = x' o g en casi todo Q para todo x' € E'.

Demostracion. Supongamos x' °f = x'°g en casi todo Q para cada x' € E’. Sean
AeZg yuZ) = 0.Sixecor (A)y pes una seminorma continua de E, para cada x’
tal que |x'|<py

Zo = {teQ:x o f(t) # x'° g(t)}



SOBRE EL CORAZON DE UNA FUNCION VECTORIAL v

el conjunto Z, = Z U Z, es de medida nula y
(e, x) 2 inf {x' o f(A\Z,)}
ya que xeco f(A\Z,). Por tanto, como
(x, X'y = inf {x'° f(A\Z,)} = inf {x" > g(A\Z,)} > inf {x' ° g(A\Z)}
se deduce que

x €¢o (g(A\Z))

x € cor,(A)

La otra inclusion se prueba de forma analoga.
Para demostrar la segunda parte procederemos por reduccion al absurdo.
Supongamos que existe x' € E’ tal que

p{teQ:xf(t) < x'g(t)} >0
entonces por ser u esencial se deduce facilmente que existe 4 € X7 tal que
sup X' © f(A) < inf x © g(A)
y, por el teorema de Hahn-Banach, se deduce que co (f(A4)), Co (g(A)) son disjuntos, y

dado que cor (4) = cor,(A) resulta que estos conjuntos han de ser vacios, lo cual es
una contradiccion con la hipotesis.

11. Teorema. Una funcion f:Q — E es u-medible si y sélo si para cada
entorno U de 0 en E y para cada A €X§, existe un conjunto X < A tal que i(X) > 0

yfX)-fX)=U.

Demostracién. Sif:Q — E es una funcion u-medible, para cada 4 e X} y cada
entorno absolutamente convexo y cerrado U de 0 en E, existe un conjunto contable
M en E y un conjunto Z = A de medida nula tales que

f(AZ) =M+ UJ2
y, por tanto, para algin xe M se tiene

X=f"Yx+Ul2)nAeX]

fX)-fX)=U
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Reciprocamente sea 4 € £ y p una seminorma continua de E. Sea & la clase de
las familias disjuntas (4;);,s en X tales que

p(f(4) — f(4)) < 1

Evidentemente, # + ¢. Si se ordena # por inclusiéon, & es inductivo y por el lema
de Zorn se deduce que tiene un elemento maximal (4;);,. Entonces I es contable por
ser y(A) < +o0 y

U <A\U A,.> =0

iel

SiZ=4\ (JAiy ti€ 4, la funcién

iel
9= )xa + S22
iel

es u-medible y
p(f(1) —g(0) < 1

para todo t e A, de donde se concluye que f es p-medible.

12. Teorema. Sea QeXi y E un elc. Entonces una funcion débilmente me-
dible f:Q— E tal que cor;(A) # ¢ para todo A€ X", es débilmente equivalente a una
Juncion p-medible si y solo si:

12.1 Para todo Ae€Z™ y para todo entorno U de 0 en E, existe X eX] tal que
cors(X) — corp(X) = U.

12.2.  Existe una red de funciones (f,),cn1, donde Il es el conjunto dirigido de las
particiones contables en T de Q, que es uniformemente convergente y tal que para
cada n = (A;)ia € 11

Ja= Z XiXa,
iel
en casi todo punto, donde x; € cor (4,) si 4,€Z”.
Demostracion. Las condiciones son necesarias. En efecto:
12.1. Resulta inmediatamente de los dos teoremas anteriores.

12.2. Sea g la funciéon u-medible débilmente equivalente a la funcion f.
Dado n = (A4;)ia € I1 definimos

Jo= Z XiXa, T Z gXa;

ielo i¢lo

donde I, es el conjunto de los i e I tales que A;€ =" y x; e cor(A)) si i€ l,. Es claro
que

Jo= z XiXa, = Z XiXa;

ielo - iel

en casi todo punto, si x; = 0 para u(4;) = 0.
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Vamos a probar que lim f;, = g uniformemente. Sea U un entorno absolutamente

T
convexo y cerrado de 0 en E. Por el teorema anterior y el lema de Zorn existe una
particion contable 7, = (4)),; en X de Q tal que

o (g(4) —co (g(4)) = U/2 (iel)

si A;eX”.
Entonces, para te A, L* se tiene

Sz (8) — g(t) ecory(A) — g(4) = E(9(1‘1.')) —¢o(g(4)) = U2

Jat) — g(t) =0 UJ2

cuando u(A4;) =0y te A,
Supongamos que IT > I1y, n = (B);c; €l y

fe= X Vixs,+ ). 9xs,

jedg jtd,
Si B;jeX", existe 4, tal que B; = A;. Como

yjecor(B;) < cor (A4,

se tiene
Jult) = fo () = y; — x;€ U[2
Si u(B) =0y B; = A;eZ", entonces
Jo) = fz(8) = g(t) — fr (D€ UJ2

Por dltimo, si B; c A; y u(A;) = 0, se tiene

Ju) = f(t) = 0e UJ2
Luego, para n = m,, se verifica

g(t) = f2(0) = g(t) — [ (O) + fo(t) = f()e U2 + U2 =U

para todo t € Q. Por tanto, g es el limite uniforme de la red (f,),cn-
Las condiciones son suficientes. Sea g = limf, - g es p-medible por ser limite
ks

uniforme de una red de funciones y-medibles. Vamos a probar que f es débilmente
equivalente a g. Si estas funciones no fuesen débilmente equivalentes, existiria un
x' € E' y un conjunto AeX* tales que

xf(t) > x'g(1)
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para todo t € A. Sustituyendo, si fuese necesario, A por un subconjunto de medida
positiva se puede suponer

inf x'’f(A) > sup x'g(A4) + ¢

para un cierto ¢ > 0.

. . . . Ep
Por ser x’ continua, existe una seminorma continua p de E tal que |x| < > Sea

fa= Z XiX4;

iel
en casi todo punto tal que

p(fr—g <1

corp(A) —cor(4) U (i<
para todo A4;e X7, siendo U = {xe E: p(x) < 1}.
Es obvio que existe 4; talque A N 4;eZ*. Seate A N A; y x € corp(4 N Ay).

Entonces

p(x — f() = p(x — x;) < 1

px —g(r) <2
y, por tanto,
x,x'y <x'og(t)y + ¢
Como, por otra parte,

X' g(t) < sup x’ ° g(A)

{x, x> = infx' o f(A)
ya que x €¢o (f(A4)), resulta el absurdo
inf x' < f(4) < sup x'° g(A) + & < inf X *f(4)

13. Observacién. Cuando E es un espacio de Banach (o un espacio de Fréchet)
se puede suprimir la condicion 12.2. Véase Geitz [2], teorema 2.8.
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