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Abstract 

A convex set closely related with the esential range of a l.c.s. vector-valued function is studied in this 
paper. If the function is Pettis integrable, a characterization of this set is obtained. 

1. rNTRODUCCION 

En la línea del teorema de Pettis [5], [2] se vienen estudiando medibilidades 
naturales en la integración por medio de conjuntos asociados al rango, el rango 
esencial y el corazón de las funciones vectoriales, [4], [6], [7]. Es precisamente el 
corazón de una función con valores en un espacio localmente convexo el conjunto 
que se estudia en este trabajo. El resultado obtenido en el teorema 2 y en el corolario 
8 relaciona este conjunto con la envoltura cerrada y convexa de los promedios de la 
integral, cuando la función es integrable Pettis. En el teorema 4 y corolario 7 se 
obtiene que si la función es /¿-medible y regular, el corazón es la envoltura cerrada y 
convexa del rango esencial de la función. Más adelante se caracterizan los tipos de 
medibilidad por medio de «diámetros» de estos conjuntos. 

1. Defínición. Sea (Q, D, ^) un espacio de medida y E un espacio localmente 
convexo. Dada una función/: Q,^ ESQ llama corazón de/sobre un conjunto Ael^^, 
donde ILQ = {Asl.\0 < pi{A) < oo} al conjunto 

c o r / ^ ) = n c o / ( A Z ) 

Si / es integrable Pettis es posible caracterizar el corazón de / mediante los 
promedios de las integrales de / como se expresa en el siguiente teorema. 

2. Teorema. Sif:Q, -^ E es integrable Pettis y AEZQ, se tiene 

cotf{A) = CO 
/i(X) 

fdfiiX c A,fi(X) > 0 
X 
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Demostración. Sea A ^ XGTQ y p,{Z) = 0. Se sigue fácilmente del teorema de 
Hahn-Banach 

(M^))"' fdtiecdf{X\Z)c COf{A\Z) 

Por tanto, 

CO if^m-'l fd/i: XeA, jniX) > O > c cor/A) 

Veamos la otra desigualdad. Sea p una seminorma continua en £ y x e corj(^) y 
|x'| ^ p {x' e E\ dual de E). Como g = </, x'} es una función medible, existe una 
función 

a(0 = Z ^nXA„ + gXz 

donde los A„eI.Q, A„ (^ A son disjuntos y fi(Z) = O, tal que 

| < / ( í ) , x ' > - a ( r ) | ^ £ / 4 

para todo te A. 
Para cada teA„ se tiene 

<f,x'}{t)-{ii(A„))-' 
A„ 

</, x'> dfil ^\<m,x'y-oc„\ + 

+ (KA„))-' (a„-</,x'>(í))dM < e/2 

Si X e co{f(A\Z)), existe una combinación convexa ^ ^¡/{td, t¡ e A\Z tal que 

p ( x - X A,/(t,.) ) < 8/2 

y, por tanto, 

k x , x ' > - X A,</(tiXx'> <e/2 

puesto que |x'| ^ p. 
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Como cada í¿ pertenece a algún y4„. se tiene 

< x , x ' > - ¿ A,.(M^,))-' I </,x'>d^ 

<x,x'> - ¿ i.</,^'>(í,) + t Ufi(A„))-' </,x'>(t,.)d/i -
1=1 1=1 J^"' 

i = 1 J ' 

< e/2 + X ^fi{A„))-' {</,x'>(í,) - </,x'>(0)á/^ ^ £ 

luego 

<x,x'>^inf^<(/.(X))-^ fdn,x'}:Xa:A,ixiX) > 0 

y por el teorema de Hahn-Banach se deduce: 

x€Cô\{fi{X))-' fdfi:XczA,fi{X)>0 

con lo que queda demostrado el teorema. 

3. Definición. Una función/: Q -^ £ se dice ]i-medible si y sólo si se verifican: 
3.1. Para todo conjunto A de medida finita y todo entorno K de O en £, existe 

un subconjunto Z de medida nula de ^ y un conjunto contable M a E tales que 
f{AZ) c M + K 

3.2. p'^if—x) es/i-medible para toda seminorma continua pde Ey todo x de E*. 

Una función /¡-medible se dice regular si er/(y4) ^ (¡) para todo Ael^o, siendo 

MZ)=0 

el rango esencial de / sobre A. 
El corazón QoXf{A) está íntimamente ligado al rango esencial QVfiA) según el 

siguiente teorema. 

4. Teorema. Si f.O. ^ E es una función Jl-medible regular, para todo AGTQ 

se tiene 

cor f{A) = CÔ [Qtf{A)) 

* Para la definición de /i-medible ver [6] y [7]. 
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Demostración. Sea AEHQ, entonces 

c o r / ^ ) = n cô(AZ)3 n 7P\Z)'=er/v4) 

/i{Z) = 0 M2) = 0 

Por tanto, 

corf(A) ID CÔ (erj(yl)) 
Veamos que se verifica la inclusión opuesta. Dado yGQrj-{A) y un entorno 

absolutamente convexo y cerrado (7 de O en E, existe un subconjunto Ai c ,4 de 
medida positiva tal que 

Pu(fit) -y)^l 

para todo t e A^, siendo Pv el funcional de Minkowski de U. 
Sea #" la clase de las familias disjuntas {A¡)ic¡ de conjuntos Ai c= ^ de medida 

positiva y tales que, para todo / € /, existe y i e eTf{A) que cumple/(^¿) <= yi + U. Esta 
clase se ordena poniendo 

si y solamente si para todo / e / existe jeJ tal que Ai = By 
Es claro que ^ ^ ^ por ser ^^^{A) =f= cf). 
Como ^ es inductivo, según se ve fácilmente, por el axioma de Zorn, existe un 

elemento maximal en J^ esto es, existe una familia maximal (^Oie/ de conjuntos 
disjuntos de medida positiva tales que, para cada i e /, existe ŷ- e QTJ-{A) que verifica 
f{Ai) cz y. + L/. Además, dicha familia es contable puesto que fi{A) < + oo y, por su 
maximalidad, tiene la propiedad 

Definamos 

donde 

Entonces 

fi(^A\\jA) = 0 

Q = Y. yiíA^+fiz 

Z = A \{JAi 
iel 

g{A\Z) c= CTfiA) 

y 

cory(A) c CÔ (fiA\Z)) c co {g(A\Z) + I/) c co (er^(^) + C/) cz co (er^(^)) + 21/ 
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Como la anterior inclusión es cierta para todo U, se tiene 

coTfiA) cz CÔ (erj(^)) 

5. Observación. El teorema 4 también vale para todo conjunto medible A, 
estrictamente localizable y de medida ij,{A) > O si se extiende para dichos conjuntos 
la definición 1. 

6. Definición. Una medida fi se dice esencial si, para todo A el, (dominio de fi) 
se verifica 

li(A) = sup {fiiA nK):Ke lo} 

donde ZQ = {AeH:fiiA) < oo}. En este caso se define el corazón 

corj(^) = CO U cor /X) = (J cor^(X) 
A-el5 

para Ael,'^ = {X el,: fi(X) > 0}, siendo 

En particular, del teorema 2 se deduce 

cor À A) = CO (MX))-^ j ^ / d / i i X G E ^ j ^ {AeH^) 

para toda función integrable Pettit. 

7. Corolario. SÍ / es fi-medible y regular se verifica 

corj(.4) = CÔ (ery^(^)) 

para todo Ael'^. 

Demostración. Una inclusión es inmediata, ya que 

cov j-{A) = CO U ^OTfiX) CO {CTj-iA)) 

Sea y e erj(^), entonces para cada seminorma continua p de £ se tiene 

fi{teA:p{f{t)~y)^i}>0 

de donde, por ser fx esencial, se deduce que existe un conjunto XSEQ, X 
c {t E A: p{f(t) - y) ^ 1}. Luego 

coVj-iX) cz y + U 
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para U = {xeE:p(x) =̂  1} y 

Por tanto, 

yecoTfiX) H- 1/ c M COTÀX) + U 
X€ZO 

QTfiA) c M cor .(J^) + U 
Xeio 

CO (erj(^)) c: CO U cor/JÎ) 
XeZ« 

+ 2U 

para todo entorno absolutamente convexo y cerrado 1/ de O en E. Entonces 

U cor^(X) co(erj(^)) c CO 

8. Corolario. Si fes una función Jí-medible y regular, integrable Pettis, se verifica 

CÔ mX))-' j / á/i: X 6 Z^l = CÔ (er/^)) 

para todo Ae^'^. 

9. Observación. En el teorema 36 [6] y en la proposición 19 [7] se ha obtenido 
el siguiente resultado análogo: 

Si / es una función /¿-integrable regular se tiene 

erj(H) c Ajjimf) cz co (erj(/f)) 

para todo H e Z ^ , siendo 

^ H K ) = |(M^))-^J / á ju :H 3 X G E Í 

10. Teorema. Sean f y g.Q^E dos funciones débilmente medibles. Si x ' ° / 
= X ° g en casi todo O para todo x' e E' (dual de E), entonces cor/(^) = cor^(.4) para 
todo Ael^'^. Recíprocamente, si cor/(v4) = cor^(yl) 7̂  <̂ , para todo conjunto A GSQ , 
entonces x °f = x' ° g en casi todo O para todo x eE'. 

Demostración. Supongamos x' °f= x' ° g en casi todo Q para cada x' e E'. Sean 
AEHQ y p,(Z) = 0. Si X6corj(y4) y p es una seminorma continua de £, para cada x' 
tal que |x'| ^ p y 

Zo = {t€Q:x'of{t)fx'og(t)} 
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el conjunto Z^ = Z u ZQ es de medida nula y 

<x ,x '>^ inf{x 'o / (^ \Z , )} 

ya que xe'co f(A\Zi). Por tanto, como 

<x,x'> ^ inf {x'o f(A\Z,)} = inf{x'o^(AZi)} ^ inf {x'o é?(.4\Z)} 

se deduce que 

XGCÔ(^(^ \Z) ) 

y 

X G COV^iA) 

La otra inclusión se prueba de forma análoga. 
Para demostrar la segunda parte procederemos por reducción al absurdo. 

Supongamos que existe x' e E' tal que 

ju{í 6 Q: x'/(í) < x'g{t)} > O 

entonces por ser fi esencial se deduce fácilmente que existe AGEQ tal que 

sup x' °f{A) < inf x' ° g(A) 

y, por el teorema de Hahn-Banach, se deduce que có {f(A)), co {g{A)) son disjuntos, y 
dado que coVf(A) = cor^(y4) resulta que estos conjuntos han de ser vacíos, lo cual es 
una contradicción con la hipótesis. 

11. Teorema. Una función f'SI-^ E es Jl-medible si y sólo si para cada 
entorno U de O en E y para cada AEI^Q, existe un conjunto X a A tal que ju(X) > O 
yf(X)-f{X)czU. 

Demostración. Si f:Q -^ E es una función /¿-medible, para cada ^ e ZQ y cada 
entorno absolutamente convexo y cerrado 17 de O en E, existe un conjunto contable 
M en £ y un conjunto Z cz .4 de medida nula tales que 

f{A\Z) c M + L//2 

y, por tanto, para algún x G M se tiene 

X =f-\x + UI2)nA€j: 

f{X)-fiX)^U 
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Recíprocamente sea AEIIQ y p una seminorma continua de E. Sea ^ la clase de 
las familias disjuntas (AOie/ en Z tales que 

p(f(Ad-f{A,))^l 

Evidentemente, J^ ^ 0. Si se ordena J^ por inclusión, J^ es inductivo y por el lema 
de Zorn se deduce que tiene un elemento maximal (̂ OiW- Entonces / es contable por 
ser fi(A) < + 00 y 

fi(^A\^A^ = 0 

Si Z = y4 \ (J Af y íi G Ai, la función 
iel 

9 = Y,fiti)XA,+fXz 
iel 

es /i-medible y 

p(fit) - g(t)) ^ 1 

para todo te A, de donde se concluye que / es /¡-medible. 

12. Teorema. Sea O e Z o y E un e.l.c. Entonces una función débilmente me-
diblef'.Q-^ E tal que cor/(y4) ^ 0 para todo Ae^'^, es débilmente equivalente a una 
función Ji-medible si y sólo si: 

12A Para todo AET'^ y para todo entorno U de O en E, existe XeT^X tal que 
coXfiX) - coXfiX) c U. 

12.2. Existe una red de funciones {fn)nen^ donde H es el conjunto dirigido de las 
particiones contables en E de Q, que es uniformemente convergente y tal que para 
cada n = (^Oíe/ ^ ^1. 

Jn ~ Lu ^ÍXA¿ 

iel 

en casi todo punto, donde Xi e corf(Ai) si AÍEX'^. 

Demostración. Las condiciones son necesarias. En efecto: 
12.1. Resulta inmediatamente de los dos teoremas anteriores. 
12.2. Sea g la función /I-medible débilmente equivalente a la función/ 
Dado 71 = iAi)ici e O definimos 

ie/o 'Wo 

donde /Q es el conjunto de los / e I tales que y4, e Z^ y x^ e corf(Ai) si / e IQ. Es claro 
que 

Jn — ¿^ ^ÍXAÍ — ¿j ^ÍXAÍ 

Í€lo , ÍEI 

en casi todo punto, si Xj = O para fi(Ai) = 0. 
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Vamos a probar que l ím/j = g uniformemente. Sea U un entorno absolutamente 

convexo y cerrado de O en E. Por el teorema anterior y el lema de Zorn existe una 
partición contable TCQ = {A)iei en 2 de Q tal que 

cô{g(Ad)-cd{g{A,))cz U/2 (iel) 

si ^ - G I ^ . 

Entonces, para teAieH^ se tiene 

Áo(0 - git)ecox^(Ai) - g{Ad c= cô(éf(A)) ~ôô(g(A,)) c C//2 

Ut)-9Ít) = 0EUI2 

cuando /Z(^Í) = O y Í e ^ , . 
Supongamos que n ^ lio, n = {Bjjj^j e 11 y 

/ ; != Z yjXBj+ Z dXSj 

Si ByGZ"^, existe ,̂- tal que Bj a Ai. Como 

yjE corf(Bj) c cor^(.4¿) 

se tiene 

Ut)-Ut) = yj-XieUI2 

Si fi{Bj) = 0 y Bjcz AieZ^, entonces 

Mt)-f4t) = git)-fnM)eui2 

Por último, si Bj a A^ y n{Ai) = O, se tiene 

/ 4 0 - Á ( 0 = 06 t / / 2 

Luego, para n ^ TCQ, se verifica 

^(0 -fát) = ófW - / 4 0 + / 4 0 -Á(Oe 1//2 + 1//2 = L/ 

para todo teü.. Por tanto, f̂ es el límite uniforme de la red {fT^neU-
Las condiciones son suficientes. Sea g = lím/^ • g es /I-medible por ser límite 

n 

uniforme de una red de funciones /¿-medibles. Vamos a probar que /es débilmente 
equivalente a g. Si estas funciones no fuesen débilmente equivalentes, existiría un 
x' eE' y un conjunto ^ G Z ^ tales que 

x'f(t) > x'g(t) 
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para todo te A. Sustituyendo, si fuese necesario, A por un subconjunto de medida 
positiva se puede suponer 

inîx'fiA) > supx'^(^) + 8 

para un cierto e > 0. 
sp 

Por ser x' continua, existe una seminorma continua p de £ tal que |x'| ^ —. Sea 

Jn — ¿^ ^ÍXAÍ 
iel 

en casi todo punto tal que 

Pifn - of) ^ 1 

y 

corf(Ai) — corf{Ai) cz U (i ^ I) 

para todo yá^eZ"^, siendo U = {xeE:p{x) ^ 1}. 
Es obvio que existe Ai tal que A n Ai el^'^. Sea teAnAiyxe cor/(A n Ai). 

Entonces 

P{x - /TTW) = PÍX - X-) < 1 

y 

p{x - g{t)) < 2 

<x, x'> ^ x' ° g{t) + £ 

x' ° of(í) < sup x' ° ^(yl) 

y, por tanto. 

Como, por otra parte. 

<x, x'> > infx' °f{A) 

ya que x e co {f{A)), resulta el absurdo 

inf x' °/(v4) ^ sup x' ° ofí^) + e < inf x' °/(>l) 

13. Observación. Cuando E es un espacio de Banach (o un espacio de Fréchet) 
se puede suprimir la condición 12.2. Véase Geitz [2], teorema 2.8. 
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