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El concepto de informacién esperada definido por Lindley (1956)
-puede generalizarse a experimentos mas complejos que el conside-
tado por dicho autor. Dentro de esta linea estd la generalizacion
«(Bernardo, 1978) que define la informacién esperada util como aque-
lla que un experimento simple proporciona sobre una nueva cantidad
-de interés transformada de la primitiva. En el presente trabajo ge-
neralizamos la definicién de Shannon-Lindley a experimentos aso-
ciados a disefios estratificados.

La posible importancia de las generalizaciones de este tipo reside
en que las medidas de informacién pueden utilizarse en Inferencia
Estadistica, en cuanto que ésta se ocupa, precisamente, de cuanti-
tativizar la informacién que se posee. En efecto, dicha rama de las
matemdticas puede concebirse como cierto problema de decisién en
-el que el espacio de decisiones es el conjunto de posibles distribucio-
nes finales que describen el comportamiento de la magnitud sobre
‘la que se desea efectuar inferencia, y en el que la funcién de utilidad
viene definida en términos de la informacién esperada conseguida.
En consecuencia, al maximizar estas funciones de la informacién es-
-perada a fin de disefiar un experimento 6ptimo se estd aplicando el
-principio Bayesiano general de maximizacién de la utilidad esperada.
Ademés, éste parece ser el finico procedimiento razonable si el ob-
jetivo pretendido con la experimentacién es exclusivamente el de
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aumentar nuestros conocimientos sobre la cantidad de interés (Ber-
nardo, 1976).

1. Introduccién y notacién. Informacién esperada global

Supondremos, primeramente, que el objetivo pretendido por cier--
ta investigacion es el de mejorar nuestro conocimiento sobre el valor
de cierta cantidad o parimetro de interés. Para ello el cientifico di--
seflard un experimento de forma que la distribucién de sus resultados.
dependeri de la cantidad de interés de una manera conocida, de ma-
nera que la observacién de tales resultados proporcionari cierta can--
tidad de informacion.

El modelo matematico apropiado para describir un experimento
que supone la existencia de un disefio de estratificacién contiene un:
espacio muestral X en el que se ha establecido una particién en L.
subconjuntos o estratos:

L
X=UX;; X;NXj= ¢ paratodo izJ

i=1

Cada uno de estos subespacios estd dotado de una apropiada c-alge--
bra sobre la que se define sendas familias de medidas de probabili-
dad. Las densidades de cada una de ellas se individualizan mediante-
un parimetro 6; que toma valores en su respectivo espacio paramé--
trico ©,.

Para cada estrato se supone definido el experimento
E; = |X,, 0,2 (x;/0:)}

que consiste en una observacién de la variable aleatoria ;€ X; que
se distribuye, para algtin 6,€ ©; dado, de acuerdo con la densidad’
p (#:/6,). En estas condiciones definiremos el experimento compues--
to E* (n) como aquel que estd formado por los L. experimentos comi--
ponentes E (n,):

Es(n) = |E (n){;_,

y donde E (%) es el experimento que consiste en #; repeticiones in--
dependientes (dado 9;) del experimento E, Con mn = (1, n,, ..., f1,)
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denotaremos al vector cuyas componentes son los respectivos tama-
fios muestrales de las muestras extraidas en sus estratos respectivos
¥y que llamaremos el vector tamafio muestral.

La densidad de probabilidad que describe el comportamiento de
Ta muestra

Zi = (Xiy, Xigy + s oy Xin})

resultado de la realizacion de E (n;) viene dada a través del pro-
-ductorio

2 (2:/0) = H 2 (xii/03)
j=1

La muestra total obtenida tras la realizacién del experimento
global E*(n) estd formada por el conjunto de muestras parciales
-obtenidas de sendos estratos. La denotaremos por 2z = (2,, 2,, ..., 2)-
‘Dado que las realizaciones de los experimentos E (n;) en sus res-
pectivos estratos son independientes entre si, la densidad de proba-
‘bilidad que describe el comportamiento de la muestra global & en
funcién de todas las cantidades 9; viene dada a través del doble pro-
-ductorio

L L
p /o) = [T eoa =TT T # st

i=1 i=1j=1

'y en donde con @ denotamos el vector cuyas componentes son las
‘respectivas cantidades de interés 6, esto es, # = (8, 9,, ..., 8.). Di-
cho vector recibird el nombre de vector cantidad de interés o vector
paramétrico y tomari valores en el espacio paramétrico L-dimen-
'sional

2] =fIG,

f=1

Al fin de terminar de describir los elementos del problema, el ar-
gumento Bayesiano extiende este modelo béisico y supone que 9 es
soporte de una c-dlgebra, de forma que las opiniones iniciales del
investigador antes de realizar E* (n) se describen a través de la den-
sidad de probabilidad inicial p (8) (DeFinetti, 1937). Dicha densidad
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pone de manifiesto la posible relaciéon de dependencia y correlaciom
entre las distintas componentes del vector paramétrico.

Una forma alternativa para efectuar la descripcién sobre 6 puede
venir expresada a través de cierta familia de densidades iniciales
? (8;/9) G =1, 2, ..., L), cuyas componentes individuales describen el
comportamiento de cada pardmetro §; por separado y en funcién de
un tinico y nuevo parametro ¢. La densidad inicial sobre ¢ terminaria.
de describir el problema, al verificarse que

L
b0 = fﬁ @ [[20d0 - ae

=1

Siendo p (8) la densidad inicial de 8, la densidad predictiva de los
resultados experimentales proporcionados por Ef (n) se define como

l’(z)=f15(2/0)‘l>(‘wﬂ)‘d0

de forma que realizado E°(n) y obtenido 2, las opiniones sobre @
del cientifico deberin describirse por la densidad posterior de 6 dada
por el Teorema de Bayes, esto es,

? (0/2) = p (2/9) - ¢ (0)/p (2)

Supondremos que, salvo indicacién contraria, las integrales que
aparecen en este trabajo estan extendidas a todos los respectivos
recintos de definicién, asi como su convergencia en todos los casos.
Con todos estos elementos estamos ya en condiciones de definir una
medida de la informacién esperada que sobre 6 proporciona el expe-
rimento global E* (n).

DEFINicION.—La informacién esperada sobre # proporcionada por
el experimento E° (n), cuando la densidad inicial es p (#), se define
a través de la doble integral

0 » 0/2)
em, st = [[s@r05 108 Y2 L 444
ff P

La anterior informacién recibird el nombre de informacién espe-
rada global y es la correspondiente generalizacién de la informacién
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esperada definida por Lindley (1956), siguiendo el trabajo de Shan-
non (1948). Respecto a la base de los logaritmos utilizados en la.
definicién y por comodidad matematica, serd la base e de los loga-
ritmos neperianos. Notemos que la informaciéon definida es una do-
ble esperanza del logaritmo.

log (# (0/2)/p ()

que expresa, a su vez, una medida de la informacién que sobre ¢
proporciona un resultado concreto z.

Un caso particular de todo el desarrollo anterior y de gran im-
portancia es aquel que establece como hipétesis adicional la de la
independencia entre las componentes del vector de interés. Bajo esta:
hipotesis, la densidad de probabilidad que describe a las opiniones-
iniciales del investigador vendrd dada por un producto de densida-
des de probabilidad que describen dichas opiniones sobre cada com--
ponente 6; por separado, esto es,

L
P @) = pr;)
i=1

Supuesta esta independencia y dado que las realizaciones de los ex—
perimentos componentes del experimento global son independientes,.
la muestra 2; resultado del experimento E (#;) componente i-ésimo-
de E* (n) no contendrd informacién sobre aquellas cantidades 6; dis--
tintas de 6,. Esto implica, a su vez, la existencia de una aditividad'
perfecta entre la informacién esperada global y el conjunto de in-
tormaciones esperadas proporcionadas por los experimentos com-
ponentes. Este resultado es el contenido en el siguiente:

TeoREMA 1.—Para un experimento E°®(n) y una densidad inicial
p(0) =p(6) - 28, ...2(0)

la informacién esperada global es suma de las informaciones espe-
radas que sobre cada ¢; por separado proporcionan los respectivos
experimentos componentes del experimento global.
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DeMosTRACION.—Bajo la hipétesis de independencia

HP(,/O,) ? ()

1’( )
«con
1’(‘)— p(z/8) 0 (6,) d6, = 2 (2
z—lf ;I;I;
‘De donde
L
P 0/2) = p (8,/2)

Asi pues,

P05 & p (0,/2)
lo
T w Z Y

Finalmente, por la misma definicién de informacién esperada global,

L
! {Es(n), ()} = ff H p ) p(2/0) -

i=1

L
%2 M§ s - as= 2 [[ 16
i=1

p (0/2) &
¢ log _—W 'dei' dz,' = Z 18; '{E(n,):ﬁ('el)}

i=1

{c. q. d.).

Este teorema relaciona, bajo la hipdtesis adicional de indepen-
-dencia de las componentes del vector cantidad de interés, una infor-
formacién esperada global con un conjunto de informaciones espe-
radas definidas por Lindley (1956). Bajo condiciones generales de
no independencia no existe esta aditividad, tal como se pondrd de
-manifiesto en la seccién tercera de este trabajo.
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2. Propiedades matematicas de la informacién esperada global

Vamos a comprobar que las cuatro propiedades fundamentales
satisfechas por la informacién esperada siguen verificandose por la
informacién esperada global, mediante una generalizacion de los
métodos utilizados por Lindley (1956).

TeoREMA 2.—Para un experimento Ef (n) y densidad inicial p (8),

1 fEm), r@ixo0

con igualdad si y sélo si p (8/2) es independiente del resultado mues-

tral & excepto, a lo sumo, en un conjunto de valores de 8 de medi-
da nula.

DemosTrACION.—La informacién esperada global puede escribir-
se como

10 {Es(n),p (0) { = ffg(z,e) ~log g(2,8) - p(2)- 2(0) - dz- d(®)

donde
g(2,0) = p@/2) [ p(0)

Pero al ser x - log # una funcién convexa y al tomar esperanzas res-
pecto z y 9, resulta:

ffg(z,ﬂ) -log £(2,0) - £(8) -2 (0) - dz-do >
éffg(%ﬂ) < p) -0 @) -dz-do - logffg(z,o) cp@-p@-dz-dp
con igualdad si y sélo si g (2, 9) es una constante salvo un conjun-

to de medida nula, esto es, cuando p (¢/2) = p (8) salvo en dicho
conjunto. Ademas:

[[eeor-s@-2@-as-a0=[[scom-s0)-az-a0=1

de forma que el segundo miembro de la desigualdad anterior se
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anula al tomar logaritmos en la doble integral. Esto completa la
demostracién (c. q. d.).

El teorema indica que, bajo condicién de que la densidad poste-
rior de 0 varie con 2, el experimento E° (n) resulta, por término me-
dio, informativo. Para ello, basta que la muestra de un solo estrato
modifique las opiniones iniciales. Inversamente, si realizado Ef (n)
la informacién contenida en su resultado 2 no modifica las opinio-
nes iniciales representadas a través de p (8), entonces no existe ga-
nancia de informaciéon por el hecho de realizar la experimentacion.

Supongamos ahora los experimentos
EEm)=}E#)}i=1,2..... y BEm4+1)=}E@#41){i1,2...,1
Definimos el experimento
Esjm4-Dfzm)t=}E(m+1)/zli=1,...1
cuyos experimentos componentes
E (mit+1)e [z =1X;0:, p (Xiu;41 ] 0iy 29}
consisten en la obtencién de la (n; + 1)-€sima observacidén supues-
tamente conocido el resultado de E (#;). Consideremos la informa-
cién que el experimento
Esim4-1)2/z(m)}

proporciona sobre 0 una vez realizado E°(n) y obtenido el resulta-
do concreto 2 (n). A su valor esperado

1 B (1) /B ), 5000

respecto las posibles muestras estratificadas 2z (n) se le llamari la
informacion esperada sobre 0 proporcionada por E* (n + 1)* una vez
que se ha realizado E° (n). Una demostracién en linea a las del Teo-
rema 2 establece que

1 fEs (4 1)e/E (), 5 (0)]
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es no negativa. En lo que sigue emplearemos la notacién siguiente:
2 (n) expresari la muestra estratificada

(zl ("l)v Zg (”:)v"'vzl(”!-))x

donde
zi (i) = (i, Xig, .oy Fing)

mientras que con g, representaremos al conjunto de L unidades
muestrales extraidas en sendos estratos: 4. ¥an,s ... Fing -

TeorREMA 3.—Siendo p (8) la densidad inicial y para los experi-
mentos E*(n) y E*(n + 1), se verifica que

e 1,0 0 =122 @y, 2 ) +1° 18 (0 1e/Ee ), p 04

DEMOSTRACION.—De sus definiciones respectivas:

IO(Es(n),p(o);zf () - p(z(n)/o) - logM cdf-dz(n)=
? ()
_ffP(O) - pl(n41)/0) - P(O/ (nﬂ . dg-dzm+1)

1 (Ee (n - 1o/Es (), 5 (0] =

p(o/z,,“,z(n))
= | p(z(n)) p(0)/2(n)) - p(2a44/2(11), 0) « log ——— " - d9.
f | f f ’ ? (0/2,(n))
) 1
c dZn4y - dz(n):ffp (0) - 2(z(n+1)/0) - logwu «d@-dz(nt)
?(0/z(n))

Sumando ambas informaciones esperadas resulta finalmente

1
f 2 (@) - p(=m+1)/0) -log”_(i/z_;(")+_)) cdg-dzm+1) =
0

— 1Y Ecm 1), 5 ()

(c. q. d).
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Obviamente este resultado puede generalizarse a un ntmero fini-
to de experimentos con espacio paramétrico comin @. Resultaria
como expresiéon generalizada:

e (a4 K), 5 (0) =1° B+ (), 2 (0)]

k
+ D21 e /B 41— 1, 2 (0

i=1
proporcionando asi una regla necesaria para la adicién de grupos de
intformacién provenientes de diferentes caminos. Como importante
¢ inmediata consecuencia es el siguiente:
CororarIO.—Siendo 2 (n) suficiente para
2 (0 1) = (2uy,, 2 (0))
con respecto a 9, en el sentido de que
# (0/z.(n +-1)) = p (/2 (m)),
entonces

1 e m 41,2 0 =1° (B @), 5 @}

DeMosTRACION.—Por misma definicién de

1 (B a4 1R ) p 1, i B 0/5 @ )= (0/z (n),

dicha informacién es nula por el Teorema 2. El resultado, pues, se
sigue de forma inmediata del Teorema 3 (c. q. d).

Este corolario establece que no existe pérdida de informacion
si ésta se cifie a la observacién de un estadistico suficiente con res-
pecto a la cantidad de interés. E inversamente, ante un estadistico
insuficiente en el sentido descrito existe pérdida de informacién al ser

1 1B (n 4 12/ (), (00

estrictamente positiva.
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El comportamiento de la informacién esperada global como fun-
cién del vector tamafio muestral es analogo al seguido por la infor-
macién esperada de Shannon-Lindley. Y asi, el crecimiento y con-
cavidad como funcién de n satisfechos por

i JEs (n),  (0)}

no hace sino confirmar el conocido principio de la utilidad marginal
decreciente de sucesivas observaciones independientes y equidistri-
buidas.

TeorREMA 4.—Para un experimento E®(n) y densidad inicial
p (), la informacién esperada global es una funcidon creciente y cén-
cava del vector tamafio muestral.

DeMosTRACION.—Por el Teorema 3 es conocido ya que

0 F
1 15+ 0, p @1 —1° jE ), p @1 =10 1B+ DR @), p @1 =0
lo que asegura el crecimiento de la informacién esperada global

como funcién del vector n. Para probar su concavidad es suficiente
demostrar que la expresion

a=2.1" 1eem), p @f —1° Erm 41,5 @} —1° Erm— 1), 5 @]

es positiva. Utilizando nuevamente las expresiones desarrolladas en
el Teorema 3 resulta:

8 =1" 1B p/Es (n — 1), p (0)1— 1° 1B+ (0 + 1B+ (), 5 (0)} =

=ffi’(0) «p(s(m+41)/9) - log f(0,z2(n+1)) - d§-dz(n41)

donde
f@,2(n+1) = P Wz w)” =
? (0/z (m —1)) - p(0/z(n41)
2 (z (n)/0)* p(z(n—1)- p(z(n41)

? (2 (n—1)/0) - # (2 (n + 1)/9) 2 (z(m)®
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L P (%inl0:) p(z(n—1) 2 (Znyy, 2 (D))

= H P (%ing41/03) p (8, 2 (M — 1)) p(z (),

xtn,/o . P (Z'H—l/z (n))
H 3 i) Plonfz @ —1)

y en donde las cantidades aleatorias #i,, y #i.,4, estan equidistri-
buidas. Asi pues:

b (510 /60
A = 1 .dg-d 1
.Z_: ffp(o) # (& (n + 1)/p) - log o 0 dz(n+1)+
? (2,,,/2 ()
o) - . - m . . 1) =
[ [ 1@ G m+ v tog s d - da )
(@,,/ ()
= f f P ) - p(z,, /2 @) - log o) dz,,, -dz(n)
? (z,,/2 (m—1)) :

expresion que puede interpretarse como la informacién esperada que
sobre z,,, proporciona z, y que, por el Teorema 2, es positiva
(c. q. d.).

El comportamiento de la informacion esperada global como fun-
cional de la densidad inicial queda recogido en el siguiente:

TeorEMA 5.—I0 {E* (n), p ()} es una funcional céncava de la
densidad inicial p (0).

Demostracién.—Sean p, (0) y p, (0) dos densidades de probabili-
dad iniciales para 0, y X € [0, 1]. Denotamos por p (0) a la densidad
combinacién lineal

PO =N p, @ +1—2 5,0

Se verifica que

3‘3 (m). I'(O)f—kl }E<(n), p, (0)(—(1—)01 JEs (n), 7, (0) =

pzm)/0)
=ff/’(z(m/0)-(lf.(0)+(1—l>pz(0)-log————-do-dz(m_
2 (z(n))
2(z(n)/9)
— . . _— . —
fff(Z(n)/o) 2,(0) - log 71 (s @) dg- dz(n)
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—<1—x>ff C®10)- 7200) - g 2oy g =
? 2 & ) =
kf @) - tos 22wt x)f (= ()
= 2 . — . 2z — 2 .
7 & S em) ?s
| 23 (z(n)) 4z )
0, —_— . b4
. pem)
donde .
pi(z(n))= fp(z(n)/o)-p,.(m-do i=1,2

#(Em)=1hp(z(m) 4 (1 —1) 25 (= (n))

El resultado del teorema se sigue sin mas que considerar que las dos
Giltimas integrales son no negativas, empleando un razonamiento ana-
logo al de la demostracién del Teorema 2 (c. q. d.).

Del conjunto de teoremas anterior queda establecida la coinci-
dencia entre las propiedades satisfechas por la informacién esperada
proporcionada por un experimento simple E () y las satisfechas por
la informacién esperada global.

3. Informacién esperada proporcionada por E° (n) sobre un
parametro global y sobre una componente concreta del vec-
tor de interés

En las invesigaciones practicas se suele estar interesado en el co-
nocimiento de cierto pardmetro global ¢ que responde a cierta carac-
teristica valida para todos los elementos del espacio muestral. Asi
pues, supongamos que al investigador le interesa adquirir conoci-
miento sobre ¢ y, para ello, idea un experimento de la forma E* (n),
esto es, asociado a la obtencién de una muestra estratificada. Plan-
teado asi el problema, la estratificacién va a afectar doblemente,
por una parte al espacio muestral en el que se establece una parti-
cién en estratos; por otra, va a afectar intimamente a la naturaleza
y descripcién del pardmetro 9. En efecto, en cada uno de los estra-
tos el pardmetro 9; asociado al experimento componente E (n,) tiene
ahora la misma interpretacién conceptual que el pardmetro global o,
pero con el 4mbito de aplicacién restringido a su estrato respectivo.
Por ejemplo, siendo ¢ el nivel de paro como cantidad de interés a
inferir y ante una posible estratificacién regional, 9; representaria
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dicha proporcién de parados pero referida a la regién i-ésima. De-
ducimos con esto dos importantes consecuencias. En primer lugar
y a pesar de la coincidencia conceptual en su definicidén, las canti-
dades 9 y 6; (. =1, 2, ..., L) son todas distintas entre si, pudiendo
incluso (no seria, evidentemente, el caso mis comun) tomar valores
excluyentes; en segundo lugar, el conocimiento de todas las com-
ponentes #; del vector ® permite, a su vez, conocer al parametro
global 9. Esto es, supondremos la existencia de una cierta relacién
funcional ¢ = f (8) que liga al parimetro global ¢ con el vector pa-
ramétrico 9 cuyas componentes 9; admiten, como hemos dicho, pre-
cisamente la misma interpretacion conceptual que ¢ pero con ambito
de aplicacién en su estrato respectivo. Por regla general las carac-
teristicas que son objeto de estudio en las investigaciones estadis-
ticas vienen representadas por un total, un valor medio o una pro-
porcién. En estos casos, la relacién funcional que liga a las canti-
dades 8; (.. = 1,2, ..., L) con el pardmetro global ¢ es lineal, si bien
en el presente trabajo se supondri, y salvo especificacién contraria,
una relacién cualquiera a fin de conseguir una mayor generalidad.
Finalmente, al estar interesado en inferir el valor de o, el investi-
gador deberd cuantificar la infromaciéon esperada que sobre dicho
parimetro proporciona el experimento global E* (n).

Notemos que tal como ha quedado establecida esta nueva situa-
cion la cuantificacion de la informacién que sobre ¢ proporciona
E* (n) y que denotaremos por I° {E* (n), p (v)}, no se trata sino de
la aplicacién para el experimento global del concepto de informa-
cién esperada dtil definido por Bernardo (1978). Dicha informacion
esperada sobre ¢ vendria dada por la doble integral

 (o/2)
? (o)

I"{E“(n),i’('é)}=f ? () - p (¢/2) - log cde-dz

donde:

2 es el resultado del experimento global Ef (n);

? (0) es la densidad inicial deducida de p (#) por la transforma-
cién ¢ = f(0)7 y '

p (9/2) es la densidad posterior deducida de p (8/z) por la trans-
formacion ¢ = f (0),
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y que llamaremos informacién esperada global 4til sobre ¢ frente a
18 42 (), (01

que seria la informacién esperada global total.

La situacién planteada por la cuantificaciéon de la informacion
esperada que el experimento global proporciona sobre una determi-
nada cantidad de interés 6,, componente i-ésima del vector de inte-
rés €, es un caso particular de informacién esperada global util,
donde la transformacién entre paridmetros es la correspondiente fun-
cién marginal i-ésima. La expresién de esta informacién esperada
—que denotaremos por

10 AEs (n), p (Ot —

vendra dada por la doble integral

P (0:/2)
?(0)

- d@; - dz

10" }Es (m), p (0)} ——-ffp(z) - p(0;/2) - log

donde

2 es el resultado del experimento global E* (n);

p (8;) es la correspondiente densidad marginal i-ésima de la ini-
cial p (0), y

p (0/2) es la correspondiente densidad marginal i-ésima de la pos-
terior p (8/2).

Siendo

17 1B (n), 5 @) ¢1° *{E* (n), # (O)}

dos informaciones esperadas globales y ttiles y empleando idénticas
técnicas de demostracién que las contenidas en Bernardo (1978), pue-
de demostrarse que ambas verifican las tres primeras propiedades de
la informacién esperada global. En particular, ambas son no negati-
vas y solamente se anulan cuando la muestra z no modifica las opi-
niones iniciales que sobre ¢ 6 9; respectivamente, posee el investi-
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gador ; verifican idénticos criterios de aditividad, al ser

1% 4E5 (n + 1,0 @)} =17 {Es(m), » (@)} + 17 1Es (1 4 1)a/E+ (n), p (0)}
9; 0: 9;
1B (n4-1), p (0)f =17 |Es(m), p (0)] 41" §E5 (n - 1)a/Es (m),  (8)]

de forma que no existe pérdida de informacion cuando la muestra 2
s¢ sustituye por la observacion de estadisticos suficientes respecto ¢
o 0,; finalmente, consideradas como funciones del vector tamafio
muestral, ambas son crecientes y cdéncavas. Pero ademads, y por su
misma definicién en términos de marginales i-ésimas,

0;
17 {Es(n), p (0)§

es una funcional céncava de la densidad inicial p (9), propiedad ésta
no satisfecha por cualquier informaciéon esperada dtil.

TeorREMA 6.—I% {E® (n),  (8)} es una funcional céncava de la
densidad inicial p (0).

DemosTRACION.—Basta aplicar el razonamiento seguido en el Teo-
rema 5 sin mis que considerar que la igualdad

P @ =hp, (0) + (1 —2)p, (0
conduce a
P(9;)=f1)(‘0) dy = Afﬁl () 'dt)-’-l—(l—k)fﬁz(o) cdy =
=Apy(8) + (1 — 1) 2, (6:)
donde las integrales anteriores estin extendidas al conjunto

3'=]f[3,'

j*i

d¢ = ]__[Idﬂj

JFi

(c. q. d.).
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Siendo ¥ = ¢ (8) una transformacion cualquiera del vector can-
tidad de interés, una forma alternativa para definir la informacién
esperada global 1til viene dada por la doble integral:

? (Y (0)/2)
? (& )

\
e, s @t =[ [ 20 p @ - 108 dg-ds

que sirve para poner de manifiesto el hecho de que la informacién
esperada global 1til es invariante ante transformaciones biyectivas
del vector de interés. En efecto:

TeorREMA T7.—Siendo ¢ = ¢ (6) una transformacién biyectiva, las
informaciones esperadas globales que el experimento E°(n) propor-
ciona sobre i y sobre 6 son iguales.

DEMOSTRACION.—Siendo ¢ = ¢ (8) biyectiva

P(¢)={P(ﬂ)}0: <13y P(\I;/Z)={P(0/z)}0= <13

v ¢
donde
26, a6,
20 ALY
13| = gl Al ERECEERRERLERS
: 20, 30,
odL odL
Definiendo
0 (0/2)
1 {zyl’(ﬂ)}=f1>(0/~”)-108—p——1—-do
p (0)

resulta ser

p(0/2) |11 do
p @) - 17|

! {S,Pﬁo)}=f # (0/2) - log

p (/=)

dg = 19920 W)}
@ U {20 (

= f P (U/2) - log
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De ahi que trivialmente

N OIE PICRR R VIR
= [re- 1 s pwy - s =18 Em 04

(c. q. d.).

Como era de esperar, la informacion esperada global 1til no pue-
de ser mayor que la informacidn esperada global total. Para demos-
trar esta afirmacién, sigamos la misma técnica empleada por Ber-
nardo (1978).

TeEOREMA 8.—Para un experimento E®(n), densidad inicial p (8) y
transformacion ¢ = ¢ (6)

1Y je ), p 01 <1° 1B ), 2 004

DEMOSTRACION.—Sea m = {¢, ©} una transformacion biyectiva del
vector paramétrico 9. En virtud del Teorema 7:

1 (B @) =1" (B ), p ()}
de donde |
P @ =1 (B @) =1" (B w s} —
— @y == [ pw togp ) dn +
+[[ro pemtog pm-an-as+ [ r@ togr iy —
~[fr@ s togrm-ay-as

Por otra parte es evidente que

[ rw togsdn=[r@-losrw-dy +

+ffP(lI;)'P(m)/ll:)‘10g P /) do-dy



INFORMACION POR UN EXPERIMENTO ASOCIADO A UN DISENO ESTRATIFICADO 587

de forma que sustituyendo

P rare; =1 (@@ =

4 ('(l)/’lk: 2)

= [r@ [[ 2@ -» o) -10e g derdedy

que es la informacién esperada sobre o proporcionada por Ef (n)
una vez que ¥ es conocido. Y dicha informacién es positiva por un
argumento similar al usado para demostrar el Teorema 2 (c. q. d.).

La comparacién entre las informaciones esperadas que sobre 0;
proporcionan los experimentos Ef(n) y E (#;) pone de manifiesto
el también resultado 16gico de que la muestra estratificada 2z contie-
ne mas informacién, por término medio, sobre 6; que la respectiva
submuestra z;.

TEOREMA 9.

05 0; .
17 {Es(m), p(O){>1 }E(n) p(8:)¢
DEMOSTRACION.—De sus mismas definiciones

0; 0,'
A=1"}Esm), p ()} —1"}E(n), p (8:) )=

fff}, ®:, 7, %) - log 2 (0:] %, %) 20 dee e
= iy %y %) . ————— . dl;-dz; - ds
2 (0;/2) *

donde

’
2 ==(2), Bgyeenr BinyBipgy .oy SL)

Llamando

? (0:/2;, %)

8002 XY= W)~

resulta finalmente

A =fft 0;,2,,2") - logg(0;,2i,5) - p(2) - p(0:f2) - db; - d=
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expresién que es no negativa por idéntica razén a la utilizada en la
demostraciéon del Teorema 2 (c. q. d.).

La hipétesis adicional de independencia de las componentes del
vector de interés @ se traduce en el resultado esperado de que la in-
formacion sobre 6; viene canalizada exclusivamente a través del
resultado muestral z;. '

TeorEMA 10.—Siendo la densidad inicial p (8) un producto de
densidades definidas sobre cada una de sus componentes, entonces

0; 0;
' {E®),p0)}=1 {Es(n),p(0)}

DemosTRACION.—Bajo la hipdtesis de independencia

L
p0/2) = p(0/2) v plo)= Hp (%)
t=1

de donde

2 (8:/2)
2 (8)

0;
e 0= [[16 /0 10 Cdb dr—

0:/2) F
= [[ o p 6/ 108 ZTEE - a0 asi=t" (B0, 0 0))
(c. q. d.). ) '

De los resultados de los Teoremas 1 y 10 deducimos finalmente
que ante la independencia de las componentes del vector 0 se veri-
fica que

o 0; o O: 0
Z‘ znoz.-),p(e,-)s:Z‘l {E*(n),p @)} =1 {E(m), 7 (0}

=1 Fom ]

4. El modelo normal

La extensién del modelo normal a un experimento de la forma
E® (n) supone considerar un conjunto de L estratos o subpoblacio-
nes sobre las que se definen sendas densidades normales y depen-
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dientes de cada componente 6; del vector de interés 6, N (8, ;)
i=1,2,..,L, y en donde todas las desviaciones s; se suponen co-
nocidas. Debido a la independencia de las muestras parciales, la den-
sidad conjunta que describe el comportamiento de la muestra global
2 viene dada por

L% 1 1 Zy—0; \2
o= T T v oo(- + (5

i=1j=1

La densidad inicial p (#) termina de especificar completamente
al modelo. En general supondremos que p (8) es también una mul-
tinormal de vector media 6, y matriz de momentos H,, de compo-
nentes ¢%;. Asi pues,

1 1
= —_— —0 ) ~1 — 0"
1’ (0) (V'——z ‘E)L I Ho |1/2 exp ( 2 (0 00) HO (0 00))

Esta hipétesis sobre la distribucién de ¢ abarca también una serie
de casos en los que el investigador prefiere describir sus opiniones
iniciales sobre cada componente 6; por separado a través de un con-
junto de L densidades p (9,/9), donde ¢ es un nuevo parametro que
expresa la dependencia entre los 6, En efecto, siendo las densidades
? (8./9) normales de media ¢ y varianza conocida s? y distribuyén-
dose ¢ segtin una N (g, 5,), la distribucién conjunta de las canti-
dades 6; es (Veres, 1981) multinormal L-dimensional N* (¢,, S1),
donde §, es el vector de componentes iguales a ¢, y S es la matriz
de elementos s,, '

itp
L L L
Spg = — 512/2 of £g¢=12...,L pFyg
i f=0 5+ 1
it gy

En definitiva, consideraremos como hipétesis basicas del modelo
normal asociado al experimento E’(n) las dos siguientes:
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I p(#/8) es N (6, 0), 1 =1,2, ..., L.
II. p (8) es multinormal N (8,, H,).

De esta forma el experimento E°(n) se definird a partir de la
familia de L experimentos E (n;), donde

E; =X, 6;, N(b;,0){i=1,2,...,L
Denotemos por H a la matriz diagonal L. x L cuyos elementos son
las varianzas ¢;>. Consideremos las respectivas matrices de precision
R y T (de elementos 7, y t,, respectivamente) de las matrices de mo-

mentos H y H,. Sea N la matriz diagonal L . x L de elementos los
tamafios muestrales de las submuestras parciales extraidas de sen-

dos estratos. Finalmente, denotemos por x el vector columna L. x 1
cuyas componentes son las medias muestrales de las submuestras
parciales. Bajo estas condiciones demostremos el siguiente:

Lema.—Bajo las hipétesis del modelo normal,
 (0/2) = N™ (6%, (T + NR)™")
con
0* = (T + NR)™ (T@, + NRx)

DeMOSTRACION.—La funcién de verosimilitud satisface la siguien
te relacion:

L

” . \2
p(z/())wexp(-—-—-;—— Z’(x'/—lo') )a.
)

i
i=1j=1

= ﬁexp (—% nZ‘ i (x5 — 6‘.):)
=1 j=1

Pero al ser

‘Zi‘ (g —0)* = n, (6, — %)* + ”Zi(xij__;‘_)z con %, = Zﬂ

Jo=1 j=1 Je=1
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resulta finalmente

L

L
b (2/9) II exp( — % n, 7, (0, — j'i)z‘) = exp ( — % Z n, 7, (6, — 5{)2) =

i=1 fe=]
1 — -
=exp(—?(o —x)’NR(ﬂ—X))
Dado que

1
b () ® exp(——7(0--—00)"r(0*-00))

1a tesis del lema se alcanza sin mis que seguir idéntica técnica de
demostracién que la utilizada por DeGroot (1970), pag. 176 (c. q. d.).

TeEOREMA 11.—En el modelo normal,

0
1 (8 (n), N (9, H)) | = L tog 1HNFHI
2 | H|

DemosTrRACION.—Aplicando la definicién de informaciéon espera-
da global sobre le cociente

1
log — 5 O— 0 (T+NR) (0 — 0*) +

NE (9%, (T + NR)™) | T NR |
NL@, H) | Hy |

1
+ 5 0—0) Hyt (00,

resulta :

0 1
1" JEs(n), Nt (g, H) | = — log

1
—5 [20 [spe—eymiNno—e ag a5t
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1
+ —2—f PO ©—0) Ho' (0—0,) - d0=

1 [T+ NR |

L
- —dog ——
2 T, g T

L
2
El resultado se sigue de forma inmediata sin mas que considerar que

| T4 NR | | Hy~t + NH1 | |H4HyN |
| Hy | | Hy | | H|

(c. q. d.).

Notemos que bajo la hipétesis de independencia de las compo-
nentes del vector de interés, la matriz de momentos H, es diagonal.
Asi pues, H + H; N seria la matriz diagonal de elementos s +
+ ¢°% m;. De ahi que la informacién esperada global en este caso de
independencia tomaria el valor

(o + o5 m)

0 ' . !
1 i Es (nm), NL (00, Ho = diagonal) f = —2— log ;E]; -—6”—‘—‘ =

|

esto es, una suma de informaciones esperadas que sobre cada 6; pro-
porciona el respectivo experimento E (n;). Este resultado no es sino
confirmacién del Teorema 1.

o 1 ot
= Z Yy log (1+n; o

1=1

Consideremos ahora un parametro global ¢, relacionado con el
vector 0 a través de una funcién lineal de sus componentes:

¢=1J"0 con J=(hy, ky,..., )

Bajo las hipétesis del modelo normal resultaran las siguientes den-
sidades inicial y posterior para ¢:

p(@)=N (J’ 0,3 HyJ)
p (/5 =N (' (Hy™ + NH")=1 (Hy™} g+ NH-1X), I (Hy™! 4 NH-1)"1J)
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TeoREMA 12.—En el modelo normal, siendo ¢ = J'9, resulta ser
la informacién esperada global til igual a

0 1 J'HyJ
7B (), Nt (0, Ho)f = =5~ log 5 o N 110

DEMOSTRACION.—Aplicando la definicién de informacién espera-
da global til sobre el logaritmo

N (J’ 6%, 1’ (Hy™! 4 NH™1)=1 J) 3" HyJ
log = log

N (J’ 0,3 Hy J) J (Hy '+ NH-1)=1]

1
— 5 [20 [ 267000 @ 4N o — v e -

1
“do-dit — f}’(‘p)(q»—l' 00 0" Ho D) (o — 7' 0g) - dp =

1 J'HyJ 1 1

.—.‘ —_— — —
2 8 I (HS1 4 NH-1)-17 2 T3

(c. q. d.).
Notemos que bajo la hipétesis de independencia con H, diagonal

L
J"HyJ= Z A2 o%;

i=1

ot o%;

ot +niad%;

L
J(Hy '+ NH-1)-1) = 2 At

o]

de donde

L

14 =
1" {Es(n),NL (9 , H = diagonal){=—10 =1
JE¢ (m) o Hg gonal){ = —~log — P

Z‘ At ——
0% -+ n; 0%

f=1
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Finalmente, como caso particular con J' = (0, ..., 0,1,0, ..., 0)
resulta :

Corovrario.—La informacién esperada global 1til sobre 6;, com-
ponente ¢-ésima del vector de interés 0, es

0; 1 o%; « | Hoo' 4+ NH™1 |
L {Es (), NE (8, H)t = —- log | Adj mis |

DEMOSTRACION.—Basta sustituir el valor particular de J en el
Teorema anterior. Resulta ser:

| Adj mi; |

JVHOJ = o0, JHA1LNH Y1) = —
0% y (0 + ) IHo_l—l—NH_lI

con my; el elemento (4, 1) de la matriz H,~* + N H? (c. q. d.).

Nuevamente, bajo la hipétesis de independencia entre - las 9,
resulta:

o2 %

Y He +NH ) = —————
(He™' 4+ ) o + 7,0,

de donde

o0

§ 1 b
Ie {5 (m), NL ( 4, Hy == diagonal){ = -2— log (1 + n; ) =1 }E(n), N (6;,0)}

o2

resultado que no es sino confirmacién del contenido en el Teorema 10.
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