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In this work it’s studied the integration of functions valued in a locally convex
space with respect to infinite measures. In [5] we have studied this case for
finite measures, in relation with Radon-Nikodym theorem and property.

The work has four parts. In the first one [8] we treat y,-measurable and
fi-measurable functions, in the second part w-integrable functions are studied.
The third part treats about the [i-integrable and the absolutely integrable func-
tions. And finally, here in the fourth part we treat about the p-equivalence
classes and the essential range.

En este trabajo se estudia la integraciéon de funciones con valo-
res en un espacio localmente convexo respecto de medidas infinitas.
El caso de medidas finitas lo hemos estudiado en [5] en relacion
con el teorema y la propiedad de Radon-Nikodym. '

El trabajo consta de cuatro partes. En la primera parte \[8] tra-
tamos de las funciones p-medibles y p-medibles. En la segunda [9]
de las funciones p-integrables. En la tercera de las funciones p-inte-
grables y de las funciones absolutamente integrables. Finalmente,
aqui en la cuarta parte, tratamos de las clases de p-equivalencia y
del rango esencial. ‘ '

1. Clases de u-equivalencia

Utilizaremos las notaciones empleadas anteriormente. En particu-
lar, supondremos que E es un e. 1. c. s. polar semi-reflexivo y que
¢ es una medida esencial sobre una s-dlgebra £ de subconjuntos de
un conjunto Q. Ademas supondremos que p es una medida completa.
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1. DerFiNiciON.—Dos funciones f y g: Q@ — E se dicen p-
equivalentes y se escribe f=~ g si

v

RO2€Q: pf(#)—g (#))F0{)=0

para toda seminorma continua p sobre E. En particular, si E es me-
trizable para una topologia vectorial menos fina que la original, exis-
te una sucesion (U,);y de entornos de 0 tal que

() v.=10;
1

y, equivalentemente, una sucesién (p,); de seminormas continuas

sobre E tal que
}1*x€EE i ps(x)=0 VYneN{=0
y, por tanto, f= g si y s6lo si f = g en casi todo Q.

2. ProrosiciON.—Para funciones Q —> E ‘cualesquiera se ve-
rifica:

21. & f,=f, vy g, =g, se tiene af, + bg,=af, + bg,

2.2. Si fo=g, para todo n€N, lim f, =f y im g, = g, se
tiene f~g. ’ ’

23. Sify g son p-integrables y f = g, se tiene

ffdp.= fgdp.

A A

para todo A€ X. Mds aun, si f es f-integrable (resp. w-integrable)
y f>g, g es p-integrable (resp. p-integrable).

DeMosTRACION.—Inmediata.

3. ProrosicioN.—Sea (Q, T, ) un espacio estrictamente locali-
zable. Entonces existe un lifting sobre el dlgebra de las funciones
reales o complejas Z-medibles acotadas (véase A. y C. Iomescu
Tulcea [4], 45-53). Para este lifting o existe otro lifting sobre
S = S (5, E), que denotaremos también por o, con las propiedades:
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3.1. Si f€S, se tiene o (f)€S.

3.2. p(f)xf.

33. f=g siy sdlo si p(f) = (g).

34, p(af+bg)=ap(f) + bo(g).

35. p(ef)=p(9) o () para toda funcién real o compleja =-
medible y acotada ¢.

86. hep(f) =p (hof) para toda funcion real o compleja con-
tinua h sobre E. En particular, para h = x’€ E' y cuando h es una
seminorma continue p sobre E.

DEMOSTRACION.—Sea f una funciéon débilmente medible tal que
1 (Q) es precompacto (o relativamente compacto). Evidentemente,
existe un p (f) (¢) '€ E* que verifica

<p (), >=p ([, &>)(?) (£€R)
para todo 2 € E’. Ademas
p(f)(#) €S (R)CE,

puesto que f(Q) es precompacto y E polar semi-reflexivo, siendo
1 (Q)* la bipolar de f(Q) en E’*,

3.4 y 3.5. Resultan inmediatamente de la definicion de ¢ (f).

3.1. Es claro que p(f)'€ S, si f€S,. Ademas, si (f)ic: €s una
red de funciones f;'€ S, que converge uniformemente a f€ S, se
tiene que (p (f))ie: converge uniformemente a o (f) puesto que, si
U es un entorno absolutamente convexo y cerrado de 0 en E, existe
un i, €I tal que f, ({) —f (t)'€ U para todo t€ Q y todo i >4, y,
por tanto,

p(fi)()—p (f) (1) E(i—=/) ()0 U

para todo t € Q y todo 7 > i,.
3.6. Sea A el 4lgebra engendrada por las funciones

r(Q)% — K
x1—> Re<<x, '> (& €ER')

y las funciones constantes sobre el subconjunto compacto Ki= f(Q)*°
de E. Se ve inmediatamente que A satisface las condiciones reque-
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ridas para poder aplicar el teorema de Stone-Weierstrass. Por tanto,
A es densa en C (K). _

Como evidentemente p(hof) = hop(f) para toda funcién h€HA
y, para toda red (4;); <1 en A convergente uniformemente a i€ C (E)
sobre E, se tiene que (p (ko f))ic: converge uniformemente a
p (h o f) sobre Q, resulta 3.6.

3.2. De

“op(p(f))=p(p (& eof))=p(«cf)=x"0p(f)

para todo 2" € E’, resulta o (p (f)) = ¢ (f) y, por tanto, 3.2 pues-
to que

p(2o(e ()= N=2c(p(p(f))—p(f))=0

para toda seminorma continua p sobre E.
3.3. De

p(p(f)—p(&))=p(2(f—¢))

resulta inmediatamente 3.3.

4. ProprosSICION.—Si f: Q —> E es una funcidn p-medible y h
es una funcidn real o compleja continua sobre E, se tiene que h o f
es w-medible. Por tanto, f es una funcién de Baire, esto es, si F es
el conjunto de los ceros de una funcidn real continua h sobre E, se
tiene = (F) € =. De manera andloga, si f: Q —s E es p-medible
Yy h es una funcién real o compleja uniformemente continua sobre E,
h o f es p-medible.

DeMOSTRACION.—De la demostracién de la proposicién anterior
se deduce que % o f es simple cuando f es simple. Sea f p-medible
y A€ X, entonces existe una sucesiéon de conjuntos disjuntos
K, € =, (f) tales que

p(A—O Kn)=0

1

y, por tanto,

hof= Z[/to(fxxn)]xx,,
1
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en casi todo A, de donde resulta que % - f es p-medible puesto que
cada funcién f yx, es simple. La dltima parte de la proposicion es
inmediata.

5. PRrOPOSICION.—Sea h una funcidn real o compleja uniforme-
mente continua sobre E. Si f: Q —» E es una funcidn totalmente
w-medible, se tiene que h o f es totalmente w-medible. Si f: Q —» E
es totalmente f-medible, h - f es totalmente p-medible.

DEeMOSTRACION.—Inmediata.
6. DEFINICION.—Sea (Q, X, p) un espacio de medida estricta-
mente localizable y ¢ un lifting sobre S = S (T, E). Si f es una fun-

cién p-medible, se escribe o [f] = f para denotar que, para todo

A €%, existe una sucesién (K,)f de conjuntos disjuntos K, < A
de medida finita tales que fyx € S para todo n €N,

MA-QK,.):O

f=29(fxx,,)
1

en casi todo A.
7. ProrosiciON.—op [f]'=f si y sdlo si existe una familia (K;); ¢+

de conjuntos disjuntos de wmedida finita tales que fyx, € S pare
todo 1€1,

y, para todo A € X, existe una subfamilia contable J < I tal que

w(a-Ux) =0,

ied
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f= D) p (1Y)

iel
en cast todo Q.

DeMOSTRACION.—En efecto, por ser (Q, X, p) estrictamente loca-
lizable, existe una familia (H,);.; de conjuntos disjuntos de medida
finita tales que

e=J m

i€l

y, para todo A € £, hay una subfamilia contable J < I tal que

v (2= U 1) —o.

ied

Entonces, por la definicién 6, para cada i€ I, existe una sucesion
(Ki){ de conjuntos medibles disjuntos, tales que K\, < H; y
fxxi €S para todo # €N,

w(m— Dxf,,) =0

n=1

f=i‘ o (f Ti,)

n=1
en casi todo H;. Es ficil probar ahora que la familia (K%) mye1x N

verifica las condiciones requeridas y, en particular,

f= D e (fN,)

i€, nEN

en casi todo Q.

Reciprocamente, sea (K);o: una familia de conjuntos disjuntos
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de medida finita en las condiciones indicadas anteriormente. Sea
A€ X, entonces existe una subfamilia contable J < I tal que

e (a=U x) =0

ied

y, por tanto,
v (an Uw) =0
i¢Jd

de donde resulta

f=Zp(fXAnK,.)

ied
en casi todo A.
8. PRoOPOSICION.—Sea (Q, =, pn) un espacio estrictamente locali-
zable y ¢ un lifting sobre S (T, E). Sio[f] =1f, p[g]l =gy fx=g,

entonces f = g en casi todo Q.

DEMOSTRACION.—Por ser Q estrictamente localizable, existe una
familia (H,);; de conjuntos disjuntos de medida finita tales que

Q=UH;

fiel

y, para todo A€ £,, hay una subfamilia contable J < I tal que

e (a—Uw)=o.

ted
Por ser o[f] =f y H;€ZX, existe una sucesion (K'),.n de

conjuntos medibles disjuntos K!, < H; tales que fyx/€S para
todo n€ N,

. (H,-—“(:)l Kin ) =0
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f = Zp (f %&,)
n=-1
en casi todo H,.
Por ser p[g]l =g vy H, €5, existe una sucesion (L%),n de

conjuntos medibles disjuntos L', < H; tales que gyx.! €S para
todo m € N,

g= i' p (& 1f,)
m=1

en casi todo H,.

Consideremos la familia (K'Y, N L) mexn- Para todo (n, m) €
€ N x N se tiene

S = g Ay oL

Flinti gl avi €S.
Por tanto,
p (F Vi nti ) =p (g Nf,nLi, ).
Por otra parte, para cada n€ N,
o (F )= > p (F Tk, Wiy = D p (F ) p (Meiy) =

=2 0 (f 0 is,)
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en casi todo Hj, y

S lu; = Z p (f %&f,)

n=1

en casi todo Q. Por tanto,
S = 20 p (f Tadyend,)
n,m

en casi todo H;. Analogamente,

g*ﬂ;=2 p (g Xnri,)

”,m

en casi todo H;. Luego
f 7."‘. =g lﬂi
en casi todo Q para cada i€ I, de donde resulta f = g en casi todo Q.

9. ProprosiCiON.—Sea (Q, T, 1) un espacio estrictamente locali-
zable y o un lifting sobre S = S (L, E). Sea f: Q@ —> E una funcion
p-integrable y F un subconjunto cerrado de E tal que 0€ F vy

1
Ty [ raner
A

parae todo A€t = (A €2 :0<p(A) <oo}. Entonces:

9.1. Euxiste una funcién p-medible g=1{ tal que o[g]l =g ¥y
g (t) € F para todo t € Q.

9.2. Para todo entorno U de 0 en E se tiene f (t) € F + U para
casi todo t € Q.

DEMOSTRACION.—Por ser Q estrictamente localizable existe una
familia (H,); o, de conjuntos disjuntos de medida finita tales que

o= u

{€l
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y, para todo A €ZX, existe una subfamilia contable J €I tal que

e (4= Ju)=0.

ied

9.1. Supongamos primero que f es una funcién simple p-inte-
grable y sea (f;); ¢ una red de funciones simples de clase cero, que
converge uniformemente a f sobre Q. Entonces, para todo entorno
absolutamente convexo y cerrado U de 0 en E, existe un j, € ]
tal que

fi(H)—r(¢)€(1/2)U

para todo 7 > j, y t'€ Q. De esto se deduce que

1 1 1
r (A) !fde: v (A) Aff“'%""T(A—)'[(fi—f)dv
€F4(1/2)U

para j>j, y A€X,* .
Como #; es simple de clase cero y p es esencial,

p(f7)(#)€F+(1/2)U

para todo j > 7, y t €Q. Por tanto,

(/) (#)EF+(1/2)UCF+U

para ¢ € Q. Luego ¢ (f) (t) € F para todo ¢t € Q. Asi queda probado
9.1 para toda funcién simple p-integrable f si se toma g = o (f).

Supongamos ahora sélo f p-integrable. Podemos suponer
que ¢ (H,) = H; para todo i€1I, donde ¢ (A) estd definido por
e (xa) = Yoy, Y2 que en caso contrario se puede sustituir (Hi);cr
por (p (H));c:. Por ser f p-medible y p (H;) < oo, existe una su-
cesion de conjuntos medibles disjuntos K, tales que K, < H, y
frxi €S para todo n€N, y -

o (- Ura) =0,

n=1
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Sea

&= Z p (S %),

n =1

Esta funcién g; es p-medible ya que la serie converge casi unifor-
memente por ser

e (fzKiu)=P(foin)XP K‘.n) (€5)

y los conjuntos p (K%,) disjuntos.
g:=f sobre H; por ser

p (f X&) =/ Y,

©
Z,‘:H,'—- U K"n
n=1

de medida nula.
p[gi] = g sobre H; ya que si H' = p (K¥) se tiene

gi ', =p (f %) €S,

los conjuntos HY, son disjuntos y

® (H,'—- U! H",.)=0,
y ademas

p(g: Mwi,)=0p (f %)

n=1

8i = Z‘, 4 (‘l‘ x""n)

en casi todo Q.
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g (H) c F puesto que
g (Hi)=p (f Ii,) (Hy) CF
si se aplica la primera parte a la funcién simple f| H', y se tiene

&=0¢F
sobre
@
H; — U H¢, .
n=1

Consideremos ahora

g-=Zg,~.

fel

Se tiene g (t) € F para todo

te Um v sm=oer
i€l

para todo

te( H.-)‘-'

fi€l

Por otra parte, como para todo i€ I,

gi= 2 b (8 W)

”

en casi todo Q, donde los conjuntos Hf, son disjuntos,

H"n C Hl'y & XH‘." G S

® (H;—"Q H"~) =0,
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resulta

£ =Z p (& )

en casi todo Q, y se deduce que g es p-medible, p[g] = g, f=g
y £(Q)cF.

9.2. "Es facil ver que f=~ g es equivalente a que, para todo en-
torno U de 0 en E, se verifique

s(t)—g(2)€eU

para casi todo ¢ € Q. Por tanto,

f(t)€eg(Q)+UCF+U

para casi todo ¢'€ Q.

10. OBSERvVACION.—En la demostraciéon de la proposicién 9 se
prueba que, siempre que (Q, I, ) sea un espacio estrictamente loca-
lizable, si f es una funcién p-medible, existe una funciéon p-medible

g, tal que g=f, o[g] = g y, para todo entorno U de 0 en E, se
tiene

S(2)eg(Q)+U

para casi todo ¢ € Q.

11. PropoSICION.—Sea (Q, T, u) un espacio estrictamente loca-
lizable. Si f y g son funciones p-medibles y para cade x' € E’ se
tiene

<f(t), x'>=<g(t), x>

para casi todo t€ Q. Entonces f=g.

DEMOSTRACION. — Sea h = f— g€ M (I, p, E). Por hipétesis
(h, #”) = 0 en casi todo Q.

Por ser (Q, 3, 1) estrictamente localizable existe una familia
(H))i 1 de conjuntos disjuntos de medida finita tales que

Q= U H;
{€l
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y, para todo A €X,, existe una subfamilia contable J = I tal que

p(a-Un)=o0

ied

Para todo €1, por ser p (H)) <oc y ser h una funcién p-
medible, existe una sucesiéon (K%)7 de conjuntos medibles disjun-
tos tales que, para todo #‘€ N, se tiene

KwcH;, #ti, €5 y (8 -] K.)=0.
a=1
Sea ki, = h XKi € S. Entonces, si 4" € E’, se verifica

1 . 1
< (A f"'~d**'x’>= (A f <hE>dp=0
J .

AnK?®
L]

para todo A € X,*, luego

1 f )
—— | Hudp=0
p(A) :

para todo A € X,;+*. Por la proposicién 9.2 resulta entonces h', =0
para todo # € N y todo i €1,

o
D Ka=0 y k=0

3
"
w

puesto que

Luego h 0.

2. El rango esencial

12. DEeFiNicION.—Sea f: Q —> E y A€ X. El rango esencial
de f sobre A se define por

era (f)=1x€E:p(Jt€EA:p(f(#)—%)<1)F0 VpEPY
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siendo P el conjunto de las seminormas continuas sobre E e inter-
pretando la expresién en el sentido de que la medida considerada
puede no estar definida.

Si el espacio (Q, X, 1) es estrictamente localizable y ¢ es un lifting
sobre S (%, E), para toda funciéon f€S y A€ X se verifica

ety (f)=era(p(f))=p(f)(A)CTf(A)

si p (A) D A y, por tanto,

era (f) =p () (p(A))

cualquiera que sea A € X.

En primer lugar observemos que si f= g se tiene er, (f) = er, (g)
ya que entonces

pUF€EQ: 2 (S (2)—g (£))F0{)=0
para toda p € P y, por tanto,
fteA: p(f(t)—x)<li=}sr € A: p(g(t)—x)<1}

para toda p€ P, donde se escribe A = B para denotar que ya =ys
en casi todo Q. Luego

ery (f)=cers(g)

y, en particular,

ery (f) =era (p (f)).

era (f) © f (A) ya que si x ¢ f(A) existe p € P tal que
p(f—=x)>1
en A y, por tanto,

ftEA:2p(f(t)—x)<1i=0
y x €ers ().
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era (f) = ¢ (f) (A) si p (A) D A. En efecto, si x ¢ ery (f), existe
p€P tal que

12€A; p(f(t)—x)<£1{=0.

Por tanto, p (f —#) > 1 en casi todo A y

P(f—x)2 14

en casi todo Q. Entonces

P o (f)—x)=p (2 (f—%))>p (M) =1, >

2(p(f)—=x)x1

en A, luego # € o (f) (A). Por consiguiente,

p(f)(A)Cer, (f)=ery (p(f))Tp (f)(A)

y queda probado que

era (f)=era (p (f))=p (/) (A) = F(A)
si p (A) D A.

13. ProrosicioN.—Sea f: Q —> E y A€ X, entonces:
13.1. era (f) es cerrado.

13.2. er, (f) C f (A).

13.3. Si A C B €%, se tiene ery (f) < erg (f).

134. Si f=g se tiene era (f) = ery (g).

DeMoSTRACION.—13.2 y 13.4 han quedado demostradas anterior-
mente.

13.1. En el caso de que el espacio (Q, E, p) sea estrictamente
localizable resulta de

era(f)=p (f)(p(A)).
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En el caso general procederemos como sigue: Sea x ¢ er, (f), en-
tonces existe una seminorma p € P tal que

p(J2€EA: p(F(t)—x)<1{)=0.

Consideremos la seminorma ¢ = 2p€P y sea

U=}y€E: g(x—yp)c1{.

Si y€ U se verifica

A=1t€A: g(f(H)—p)21iCit€A: p(f(#)—w) <1}

Ppuesto que

g(f () —x)Lg (F(#)—y)+g(y—x)<L2

p(f(t)—x)<1

para t'€ A,. Entonces U (ers (f))° y se deduce que ers (f) es ce-
rrado.

13.3. Inmediata.

14. PROPOSICION. — Sea f{ p-medible. Entonces, para todo
A€EZF gy todo ¢ >0, existe un conjunto K€ X;*, K < A tal que
2 (A—K) <<e y erg (f) es compacto.

DemosTtrACION.—Dado A€ £+ por ser f p-medible, para todo
e>0, existe Ke€zst+ Kc A tal que p(A—K)<e y fyx€S.
Por 183.1 y 13.2, erx (f) es cerrado y erg (f) < f (K). Por ser

1 yx simple, f (K) es precompacto y, por tanto, relativamente com-
pacto ya que E es polar semi-reflexivo, luego erx (f) es compacto.

15. PropoSICION.—Sea (Q, T, 1) un espacio estrictamente loca-
lizable, o un lifting sobre S (%, E) v { una funcién p-medible. En-
tonces existe otra fumcidn p-medible g tal que f~g, o[g]l =g
Y para cada A€ It se tiene

g(t)€Eery (f)=er, (8)
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en casi todo A, ¥
g(4)Cera(g) U0y

st p(A) DA.

DEeEMOSTRACION.—Sea g = X g; la funcién de la proposicién 9,.
tel

donde para todo €]

gi= S e (f 1k%,).

n=1

Entonces g es una funcién p-medible tal que g=f y o [g] = 2.
Dado A€ Z,+ tal que p (A) D A, existe una familia contable J < I,.
que podemos identificar con N, que verifica

N (A—’Q H;) =0.

Entonces, si HY, = p (K,), se tiene

g (ANHW=p (fxs,) (ANHa) Ceranms, (f M,)=

= ef\nﬁjn(f)c ery (f)

Luego, si p (A) DA,

g(ty€ery (f)=cery(g)

para casi todo £ €A, y

g(A)cers (g)U 0]

ya que



INTEGRACION DE FUNCIONES EN UN ESPACIO LOCALMENTE CONVEXO. IV 561

Por tanto, para todo A€ X,*, se tiene
& (t)cerpm)‘(f):erA(f)

para casi todo ¢ € p (A) y para casi todo ¢€ A.
De esta proposicién resulta, en particular, er, (f) 54 @ para toda
funcién p-medible f y todo A € =,*.

16. PRroOPOSICION.—Sea f: Q —» E uma funcidn tal que:

16.1. ery (f) 52 & para todo A €Tt

16.2. po (f —x) es p-medible para toda seminorma continua p
sobre E y todo x€ E.

Entonces f es p-medible.

DeMOSTRACION.—Sea A € T+, p una seminorma continua sobre
E y @ el conjunto de todas las familias (B;);.: de conjuntos dis-
juntos B; € T+, B, < A, para los que existe y;€ E tal que

PS(t)—9:)£1

para todo ¢t € B,.
® % D ya que er, ()£ por ser A€ X%, y existe x € ery (f)
y, por 16.2, ‘

B=)2€h: p(f(t)—x)<1]€X]

y, por tanto, {B} '€ ®.

Ordenado @ por inclusidn, es facil ver que ® es un conjunto 1n-
ductivo. Entonces aplicando el axioma de Zora se deduce que &
admite un elemento maximal, que serd una familia (A;); ., de con-
juntos disjuntos A;€ T,*, A; < A, para los que existe y;€ E con
la propiedad de que

2(S(2)—9)£1

para todo t€ A, Esta familia es, evidentemente, contable pues-
to que

DALy (A)<w

ieT
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y © (A) >0 para cada 7€ 1. Sea

z=a—Jaes.

iel

Vamos a probar que p (Z) = 0. Supongamos p (Z) > 0, entonces
por 16.1 existe y € erz (f) y por 16.2 el conjunto

B=}r€Z: p(f(t)—y)<1|€%g

y esto estd en contradiccién con la maximalidad de (A))ic1.
Sea ahora

So= 2 yita+ Stz
iel
Entonces f, es una funcién p-medible tal que

P(fp(2)—f(2)) <1

para todo ¢€ A. Luego f es limite uniforme sobre A de la red (f,),
de funciones p-medibles y se deduce que f es una funcién fi-medible.

17. ProprosicioN.—Como en la proposicion 4 de [10], sea E el
espacio de las funciones reales o complejas acotadas sobre [0, 1)
con la topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos
compactos contables K de [0,1). Sea (Q, =, u) el espacio de medi-
da de Lebesgue sobre Q = [0,1). Definimos f: Q—>E por
f(t) = Yro,s1.- Entonces f es una funcién p-medible (v p-integrable)
tal que erq (f) = .

DemosTRACION.—En primer lugar, vamos a probar que f(Q) =

=} (Q) es un conjunto aislado. En efecto, si x € f (Q) existe una
red (8)ic: en Q tal que lim f (¢) = #. Por tanto, se puede extraer

una subred de (%);.: convergente a un punto i,€ [0, 1] que pode-
mos suponer es la misma. Vamos a ver ahora que t; =%, para
i > 1, y cierto 4,'€ I. Supongamos t,'€ (0, 1). Entonces existen dos
sucesiones monétonas (¢,)7 v (t”.)1 , la primera creciente y la se-
gunda decreciente, con limite ¢,. Si

K={#n{? U 17 U2l
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existe un 3, € I tal que
(1) =7 (5))<1

para i, j > 4, donde como en la proposicién 4 de [10] px es la se-
minorma asociada al compacto contable K. Si {f: i > i} o2& {,}
existe un #; 5% ¢, con ¢ > i, pero entonces si se toma 7 > 7 suficien-
temente grande para que haya un punto de K entre # y ¢; resultaria

P (f(ti)—f(4))=1,

que estd en contradiccién con lo anterior. Luego {t;:i>1,} = {£,}.
Del mismo modo, si ¢, =0 o #, =1, se puede probar que
{tiii > i} = {¢,} para cierto 7,€ I.
De todo esto se deduce que £,'€ Q y que

w=1lim f (t;) = f (4) € /(Q)

es un punto aislado de f (Q).
Por tanto, siendo
it 2 (F()—F o N<Ui=plt:p (o)<l o 2 (K, a)<1{==

=p({%Hl1)=0,

resulta que & = f (¢,) ¢ erg (f), lo cual estd en contradiccién con

erg (f) </ (Q)==/(Q)
segun 13.2.

18. DEerINicION.—Una funcién p-medible f se dice regular si
ery (f) = & para todo A € Z*.

Entonces toda funcién p-medible es regular.

Sea m: T —> E una medida vectorial sobre la ¢-dlgebra £ y

m (A)

A = M
u(m) v (A)

HoAgZt

para H € =+,
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19. PRroPoSICION.—Si  es una funcion p-integrable regular se
tiene

ery (f) C A4n (mf)CW_["‘H ()]

para todo H € =+,

DEMOSTRACION.—Veamos primero la demostraciéon para el caso
que H € £ *. Para toda seminorma continua p sobre E, tomemos Ia
funcién

I = 25’: Ia;+ f ¥z
1

de la proposicién 16 con y; € ery (f). Entonces, si A€3*, AcHy
S, = fJ A,;, se tiene
1

1 7 p (AN A;
- dy —
P(p.(AﬂS,.) f S an Zy' p.(AﬂS,.))

AnNng

i 1 .
atd wrerae dp— ———— dp ) =
p( n (AN Sk) Afns S w (A Sa) ] ¢ ") =

Ans”

zZ — —_ dy <L
< (AN S») ne f(f f}s) =

para » suficientemente grande de modo que p (ANS,)>0. Por
tanto, como

1 1
lim ——— dp= dy,
o B(ANS) [ ran v (A) Aff b

Ang,

para cada seminorma continua p sobre E, existe un

yp € co [eru ( /)]

tal que

oy [ rav-n) 22 wem,
v (A) =
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y se deduce que

1
p(A) I

Sy
€s adherente a co [ery (f)] y que

An {my) C co [er, (f)].

Sea x € ery (f). Entonces, si
A=)t €eH: p(f(t)—x)<£1}

se tiene A € =* y, por tanto, co f (A) estd contenido en la p-bola de
centro w y radio 1. Como ademais

mr (A)

S RS

resulta

(v - 220 2
x = )
? w(A) |

de donde se deduce que
er, (f) C Ay (mf).

Veamos ahora el caso general. Por ser f p-integrable, existe un
subconjunto medible Q, de Q, fuera del cual f se anula, que es un
espacio estrictamente localizable, es decir, existe una familia (K))i 1
de conjuntos disjuntos de medida finita tales que

%= x

y, para todo A€X, A cQ, hay una subfamilia contable J< 1
tal que

w(a- x)=o0.

ie€T
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Sea H € T* cualquiera, y sea A\« H, A€ X+, Para todo i €1,
aplicando la conclusién precedente resulta
s (AN Ki)

v (A NK:) € ;[er‘“"xi(f)]c co [ery (/)]

cuando g (A N K,) #0.
Por ser p (A) <to hay una subfamilia contable J< I tal que

v(ane—U k) =o.

ied
Por tanto,
mr (A) PANK) mANKD)
— co | er .
p(A) & w(8) p(ANK) w (7)]

Luego
An (mf) Ccofer, ()] -

Sea ahora x € ery (f). Por ser p esencial y ser f una funcién {i-
integrable regular, existe un conjunto A € £;* tal que

ACit€e€H: p(f(t)—x)<L1]

y, por tanto, co f (A) estd contenido en la p-bola de centro # y ra-
dio 1. Como ademas

my (A)

TSR

resulta

( mr (A)
o —
? p(A)

de donde se deduce

er“(f)CAH (mr) .

Es claro que la proposicién anterior cae en defecto cuando f no
es regular y 54 0.
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