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In this work it's studied the integration of functions valued in a locally convex 
space with respect to infinite measures. In [5] we have studied this case for 
finite measures, in relation with Radon-Nikodym theorem and property. 

The work has four parts. In the first one [8] we treat jjt-measurable and 
M.-measurable functions, in the second part M-integrable functions are studied. 
The third part treats about the ñ.-integrable and the absolutely integrable func­
tions. And finally, here in the fourth part we treat about the n.-equivalence 
classes and the essential range. 

En este trabajo se estudia la integración de funciones con valo­
res en un espacio localmente convexo respecto de medidas infinitas. 
El caso de medidas finitas lo hemos estudiado en [5] en relación 
con el teorema y la propiedad de Radon-Nikodym. 

El trabajo consta de cuatro partes. En la primera parte i[8] tra­
tamos de las funciones [ji-medibles y p.-medibles. En la segunda [^] 
de las funciones |JL-integrables. En la tercera de las funciones ¡i-inte­
grables y de las funciones absolutamente integrables. Finalmente, 
aquí en la cuarta parte, tratamos de las clases de ^-equivalencia y 
del rango esencial. 

1. Clases de ^-equivalencia 

Utilizaremos las notaciones empleadas anteriormente. En particu­
lar, supondremos que E es un e. 1. c. s. polar semi-reflexivo y que 
¡í es una medida esencial sobre una d-álgebra E de subconjuntos de 
un conjunto O. Además supondremos que [x es una medida completa. 
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1. DEFINICIÓN.—Dos funciones f y g: Q —> E se dicen ¡L-
equivalentes y se escribe / ^ ^ si 

V^n/CS: / ( / ( / ) - - ^ ( / ) ) i t i O Í ) = 0 

para toda seminorma continua p sobre E. En particular, si E es me-
trizable para una topología vectorial menos fina que la original, exis­
te una sucesión (U„)f de entornos de O tal que 

n u«=ioi 

y, equivalentemente, una sucesión {pn)T de seminormas continuas 
sobre E tal que 

y, por tanto, f^ g si y sólo si / = ^ en casi todo O. 

2. PROPOSICIÓN.—Para funciones Q —> E cualesquiera se ve­
rifica: 

2.1. Si f 1 = fa y gi = ga, ^e tiene a fi + b ĝ  ^ a f̂  + b g^. 
2.2. Si fu = gn para todo n € N, Um fa = íy lim gn = g, se 

n n 

tiene f = g. 
2.3. Si t y g son ^-integrables y f = g, se tiene 

ff^,= ¡ g d jt 

para todo A >€ E. Más aún, si í es ^-integrable (resp, ^-integrable) 
y í^ g, g es ^-integrable (resp. \i4ntegrable). 

DEMOSTRACIÓN.—^^Inmediata. 

3. PROPOSICIÓN.—Sea (O, 2, \i) un espacio estrictamente locali-
jsable. Entonces existe un lifting sobre el álgebra de las funciones 
reales o complejas H-medibles acotadas (véase A. y C. lonescu 
Tulcea [4], 45-53). Para este lifting p existe otro lifting sobre 
S = 6* (S, J5), que denotaremos también por p, con las propiedades: 

file:///i4ntegrable
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3.1. Si Í € 6", se tiene g (f) € 6'. 
3.2. .p ( f )^ f . 
3.3. i^ g si y sólo si g (f) = p (g). 
3.4. | ) ( a f + b g ) = a p ( f ) + b p (g). 
3.5. sp (9 f) 1= p (ç) p (f) para ¿oáa función real o compleja 2-

medible y acotada 9. 
3.6. h o p (f) = p (h o f) para toda función real o compleja con­

tinua h sobre E. En particular, para h = x' € £ ' 3; cuando h es una 
seminorma continua p sobre E. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea / una función débilmente medible tal que 
/ (O) es precompacto (o relativamente compacto). Evidentemente, 
existe un p (/) (t) € E'^ que verifica 

< P ( / ) (O. x> = p ( < / , X'» (t) (t c Q) 

para todo x' € E^ Además 

P ( / ) ( O € / ( S ) 0 « c E , 

puesto que / (ü) es precompacto y E polar semi-reflexivo, siendo 
/ (Û)«° la bipolar de / (O) en E'^. 

3.4 y 3.5. Resultan inmediatamente de la definición de p (/). 
3.1. Es claro que p (/)'€ SQ si / ' C S Q . Además, si (/Oíei es una 

red de funciones fi € SQ que converge uniformemente a / € S, se 
tiene que (p {}¡))i g i converge uniformemente a p (/) puesto que, si 
U es un entorno absolutamente convexo y cerrado de O en E, existe 
un ÍQ •€ I tal que /, {t) — / {t) «€ U para todo ¿ '€ O y todo i > ÍQ y, 
por tanto, 

P ( / . • ) ( 0 - p ( / ) (O € ( / ; • - / ) (0)Wc:U 

para todo ¿ € O y todo i > ÍQ. 
3.6. Sea ffL el álgebra engendrada por las funciones 

/• ( Q )00 ^ K 

X I >. ^e<Cx, x' :> (x' £ ^') 

y las funciones constantes sobre el subconjunto compacto Ki=/(Q)°° 
de E. Se ve inmediatamente que S€ satisface las condiciones reque-
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ridas para poder aplicar el teorema de Stone-Weierstrass. Por tanto, 
SÏ es densa en C (K). 

Como evidentemente g{h <> f) = h^ ç>(f) para toda función h€M 
y, para toda red (/^Oigí en SÏ convergente uniformemente a h^^C(E) 
sobre E, se tiene que (p (hi ° f))i ^ i converge uniformemente a 
9 (h o f) sobre ü, resulta 3.6. 

3.2. De 

^' o p (p (/)) = p (p {x' o/)) = p (x' o/) = x' o p ( / ) 

para todo :^' '€ E', resulta p (p (/)) = p (/) y, por tanto, 3.2 pues­
to que 

P ( / o ( p ( / ) - / ) ) = / o ( p ( p ( / ) ) - p ( / ) ) = 0 

para toda seminorma continua p sobre E. 
3.3. De 

Pip ( / ) - p (5^)) = p ( / ( / - ^ ) ) 

resulta inmediatamente 3.3. 

4. PROPOSICIÓN.—Si í : O —> £ e^ tíiía función \i-medible y h 
e^ una función real o compleja continua sobre E, se tiene que h «» f 
es iL-medible. Por tanto, f es una función de Baire, esto es, si F es 
el conjunto de los ceros de una función real continua h sobre E, se 
tiene f"̂  (F) '€ S. De manera análoga, si í: Û —> E es ^-medible 
3; h .̂y una función real o compleja uniformemente continua sobre E, 
h o f ^^ ^-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—De la demostración de la proposición anterior 
se deduce que h ° f es simple cuando / es simple. Sea / ^-medible 
y A '€ 2^, entonces existe una sucesión de conjuntos disjuntos 
Kn € SA (/) tales que 

y, por tanto, 

( A - U ^ « ) = ^ 

à of= ^ [à o ( / X K J J X K 

file:///i-medible
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en casi todo A, de donde resulta que h <> f es [x-medible puesto que 
cada función / XK es simple. La última parte de la proposición es 
inmediata. 

5. PROPOSICIÓN.—Sea h una función real o compleja uniforme­
mente continua sobre E. Si i: Q — > E es una función totalmente 
{L-medible, se tiene que h o í es totalmente ¡i-medible. Si f : O —> E 
es totalmrente ^-medible, h o f ^^ totalmente \i-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—Inmediata. 

6. DEFINICIÓN.—Sea (ü, S, (x) un espacio de medida estricta­
mente localizable y p un lifting sobre S = S (S, E). Si / es una fun­
ción (jL-medible, se escribe p i[/] = / para denotar que, para todo 
A € SQ, existe una sucesión (K„)* de conjuntos dis juntos K^ c: A 
de medida finita tales que / XK '̂  S para todo n € N, 

/ = 2 P < / ^ « - ) 

en casi todo A. 

7. PROPOSICIÓN.—'p [ í ] '= f si y sólo si existe una familia (KJi ^ i 

de conjuntos dis juntos de medida finita tales que ÍXK-^C: S para 

todo i € I, 

í ^ ( í 2 - U ^ i ) = 0 
161 

y, para todo A € SQ, existe una subfamilia contable J cz I tal que 

i € J 

file:///i-medible
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f = 2 P(f^Ki) 

en casi todo €l. 

DEMOSTRACIÓN.—En efecto, por ser (O, S, ,[x) estrictamente loca-
lizable, existe una familia (Hf)^ ^ i de conjuntos disjuntos de medida 
finita tales que 

y, para todo A € S^, hay una subfamilia contable J cz I tal que 

IX ( A - U H , ) = 0 . 
<€ J 

Entonces, por la definición 6, para cada i € I, existe una sucesión 
(K'„) f de conjuntos medibles disjuntos, tales que Yi\ cz Hi y 
/ XK' "̂  S para todo n € N, 

00 

V . ( H , - U K ' - ) = O 

/=2 p(/^K'-) 
n = 1 

en casi todo H^. Es fácil probar ahora que la familia (Ky(¿^ n) e i x N 
verifica las condiciones requeridas y, en particular, 

/= 2 ^if^O 
I 6 I, n e N 

en casi todo Q. 

Recíprocamente, sea (KÍ)Í ^ i una familia de conjuntos disjuntos 
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de medida finita en las condiciones indicadas anteriormente. Sea 
A € SQ, entonces existe una subfamilia contable J c: I tal que 

y, por tanto. 

de donde resulta 

( A - (J K, )«O 

i í J 

^"^ ^ P ( / ^ A H K , . ) 

en casi todo A. 

8. PROPOSICIÓN.—Sea (û, 2, |JL) un espacio estrictamente locali­
sable y p un lifting sobre S (S, £ ) . Si p [£] = f, p [gp] = g y f = g", 
entonces f = g en casi todo ü . 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser O estrictamente localizable, existe una 
familia (Hi)igi de conjuntos disjuntos de medida finita tales que 

< € I 

y, para todo A € S^, hay una subfamilia contable J <= I tal que 

16 J 

Por ser p [/í] = / y Hf € S<, existe una sucesión (Ky„ g N de 
conjuntos medibles dis juntos K.\ c Hi tales que / XK¿ '̂  S para 
todo w € N, 

, I ( H , - U K'«)=O 



550 BALTASAR RODRÍGUEZ-SALINAS 

n = 1 

en casi todo H|. 

Por ser g [g] = g y Hi € S^ existe una sucesión (Un)neN de 

conjuntos medibles dis juntos L ' ^ d H f tales que ^ XL' '̂  S para 

todo fn '€ N, 

^ ( H , ~ - U L ' - ) =0 
m = í 

^ = 2 P ( 5 Î-'̂  ) 

en casi todo Hf. 

Consideremos la familia (K n̂ fl ï^*m)n, m € N- Para todo (n, m) € 
€ N X N se tiene 

f Itc* n L « ^ r XK* n L ' " . 

f ly^i n L '̂ , P- XK* O L * Ç S . 

Por tanto, 

p ( /yK ' ;nL«^) = p (^ X K ' > L ' ^ ) . 

Por otra parte, para cada >Ï € N, 

P ( / V J = 2 ^ p ( / V J V^ - 2 ^ p ( / XK'J P (XL'^). 
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en casi todo Hi, y 

ce 

n = 1 

en casi todo O. Por tanto, 

n, m 

en casi todo Hf. Análogamente, 

en casi todo Hf. Luego 

en casi todo ü para cada i € I, de donde resulta / = ^ en casi todo O. 

9. PROPOSICIÓN.—Sea (O, S, ¡¡L) un espacio estrictamente locali­
sable y p un lifting sobre S = S (^, E). Sea f : Û —> E una función 
^'integrable y F un sub conjunto cerrado de E tal que O € F 3; 

TTIV !'^^^^ 

para todo A € Xo+ = {^ € S : O < |JL (.4) < 00}. Entonces : 

9.1. Existe una función [i-medible g = f tal que p [g] = g 3? 
g (t) € F para todo t € O. 

9.2. Para todo entorno U de O en E se tiene f (t) '€ F + U para 
casi todo t € O. 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser O estrictamente localizable existe una 
familia (Hi)içi de conjuntos dis juntos de medida finita tales que 

Q= U Hi 
< € I 
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y, para todo A € So, existe una subfamilia contable J c: I tal que 

i € J 

9.1. Supongamos primero que / es una función simple |i.-inte-
grable y sea (//)jej una red de funciones simples de clase cero, que 
converge uniformemente a / sobre Û. Entonces, para todo entorno 
absolutamente convexo y cerrado U de O en E, existe un /^ € J 
tal que 

/ / ( 0 - - / ( 0 € ( l / 2 ) U 

para todo ; > /o y r € O. De esto se deduce que 

TTÂT f J'^''^= TTÂV í^''^+ TUV f ^'^^-^^''^ 
A A A 

e F + (1 /2)U 

para ; > j^ y A '€ Z+. 
Como fj es simple de clase cero y \L es esencial, 

P ( / / ) ( 0 € F + ( l / 2 ) ü 

para todo ; > jo y t € O. Por tanto, 

p í / > ( 0 € i ' + ( l / 2 ) U c : F + U 

para t € O. Luego p (/) (t) € F para todo t € Q. Así queda probado 
9.1 para toda función simple t[i.-integrable / si se toma g = ç> (/). 

Supongamos ahora sólo / [x-integrable. Podemos suponer 
que p (Hf) = H¿ para todo í ' € I , donde p (A) está definido por 
P (XA) = XP(A), ya que en caso contrario se puede sustituir (Hî)jçi 
por (p(Hí))igi. Por ser / [Jt-medible y [ji (Hf) < oo, existe una su­
cesión de conjuntos medibles disjuntos K*n tales que K'^ c: Hf y 
/ XK ' ^ S para todo n^fi, y 
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Sea 

m 

n = 1 

Esta función ^i es |jL-medible ya que la serie converge casi unifor­
memente por ser 

P ( / y O = P ( / v j X p K V ( € S ) 

y los conjuntos p (K*„) dis juntos. 
gi^f sobre Hi por ser 

n = 1 

de medida nula. 

P ÍSÍ¡ = Si sobre Hi ya que si H'„ = p (K*„) se tiene 

r / V , = p ( / V J € S. 

los conjuntos H*„ son disjuntos y 
QO 

n = 1 

y además 

P ( i ? . - V J = P ( / X K ' , ) 

n = 1 

en casi todo O. 
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gi (Hi) a F puesto que 

g,{Wn) = 9 ( / V j ( H ' . ) c : F 

si se aplica la primera parte a la función simple / | H*„, y se tiene 

^, = O € P 

sobre 

n = 1 

Consideremos ahora 

Í 6 I 

Se tiene g (t) € F para todo 

^ € U ^ ' y ^ ( 0 = 0 € F 

para todo 

' € ( U " . r -
t e l 

Por otra parte, como para todo i € I, 

^ , = 2 9 (Si V„ ) 

en casi todo O, donde los conjuntos H*„ son disjuntos, 

y 

«o 

( H . - U H'.) =rO, 
n-t 
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resulta 

i. n 

en casi todo Û, y se deduce que g es [Ji-medible, p [g] = g, f ~ g 
y ¿r (û) c F. 

9.2. Es fácil ver que f = g es equivalente a que, para todo en­
torno U de O en E, se verifique 

para casi todo t € Q. Por tanto, 

/ ( 0 € ^ ( û ) + U c : F + U 

para casi todo t '€ Q. 

10. OBSERVACIÓN.—En la demostración de la proposición 9 se 
prueba que, siempre que (O, £, |JL) sea un espacio estrictamente loca-
lizahle, si / es una función (x-medible, existe una función (x-medible 
g, tal que g = f, p [g] = g y, para todo entorno U de O en E, se 
tiene 

/ ( O € ^ ( 0 ) + U 

para casi todo t € O. 

11. PROPOSICIÓN.—Sea (D, S, ,[x) un espacio estrictamente loca-
Usable. Sí Î y g son funciones p.-medíbles y para cada x' € £ ' se 
tiene 

< f ( t ) , x ' > = < g ( t ) , x ' > 

para casi todo t € O. Entonces f = g. 

DEMOSTRACIÓN. — Sea h = f — ^ '€ M (S, |JL, E ) . Por hipótesis 

(h, y) = O en casi todo D. 
Por ser ( 0 , 2 , (x) estrictamente localizable existe una familia 

(H,)i € I de conjuntos disjuntos de medida finita tales que 

Q = U "'• 
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y, para todo A € E ,̂, existe una subfamilia contable J c: I tal que 

i € J 

Para todo i € I, por ser ¡L (Hi) < i3c y ser It una función jt-
medible, existe una sucesión ( K y f de conjuntos medibles disjun-
tos tales que, para todo n € N, se tiene 

oo 

» = 1 

Sea h^n = h XK' ^ S. Entonces, si 4r' € E', se verifica 

^ A n K * 
m 

para todo A € 2^+, luego 

A 

para todo A € Ŝ "*". Por la proposición 9.2 resulta entonces h\ = O 
para todo ^ € N y todo i € I, 

oo 

^ ^'« ^ o y h XH . ^ O 

pues to que 
w 

f.(H.- U K . „ ) = 0 . 
n = 1 

Luego A ^ 0. 

2. El rango esencial 

12. DEFINICIÓN.—Sea / : O — > E y A ' € S . El rango esencial 

de / sobre A se define por 

e«-A ( / ) = ! ^ € E : i i ( l / € A : / ( / ( O - * ) ^ l t ) + 0 V / € P Í 
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siendo P el conjunto de las seminormas continuas sobre E e inter­
pretando la expresión en el sentido de que la medida considerada 
puede no estar definida. 

Si el espacio (Û, E, p.) es estrictamente localizable y ç es un lifting 
sobre S (2, E), para toda función / € S y A € E se verifica 

ei-A ( / ) = erA (p ( / ) ) = p ( / ) ( A ) c : / ( A ) 

si p (A) ID A y, por tanto, 

e u ( / ) = p ( / ) (p(A)) 

cualquiera que sea A € S. 

En primer lugar observemos que si f = g se tiene er^Çf) = erp,{g) 
ya que entonces 

para toda p € P y, por tanto, 

M € A: p (/{t)^x)^l\^\t € A: f {g(t)^x)^l\ 

para toda /> € P, donde se escribe A = B para denotar que XA =XB 
en casi todo Û. Luego 

y, en particular, 

tfj,{/)^tT^ ( p ( / ) ) . 

erA (/) <= / (A) ya que si x ^ f (A) existe /̂  € P tal que 

en A y, por tanto, 

y ^ € e r A ( / ) . 
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erA (/) = 9 (/) (A) si p (A) =) A. En efecto, si ^ í erA (/), existe 
/> '6 P tal que 

Por tanto, p (f — ^) > 1 en casi todo A y 

en casi todo O. Entonces 

P (P i/)-x) = p {p {/--x))^p (X^) = Xp̂ ^̂  xX^ 

y 

p (p (/)-x)^ 1 

en A, luego ^ € p (/) (A). Por consiguiente. 

p ( / ) ( A ) C e r A ( / ) = erA ( p ( / ) ) c p ( / ) ( A ) 

y queda probado que 

e r A ( / ) = erA ( p ( / ) ) = p ( / ) ( A ) C / ( A ) 

si p (A) 3 A. 

13. PROPOSICIÓN.—Sea f: O — > E y ^ € S, entonces: 

13.1. er^ (f) ^^ cerrado. 

13.2. f̂A (f) c= f~(Z). 
13.3. 5¿ ^ c ^ € E, se tiene erA (f) c: erB (f). 
13.4. ¿'i f = g se tiene ^^A (f) = ^^A (g). 

DEMOSTRACIÓN.—13.2 y 13.4 han quedado demostradas anterior­
mente. 

13.1. En el caso de que el espacio (O, S, (JL) sea estrictamente 
localizable resulta de 

e r A ( / ) = p ( / ) ( p ( A ) ) . 
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En el caso general procederemos como sigue : Sea x í erA (/)? en­
tonces existe una seminorma p € P tal que 

lit(M€ A: p ( / ( O ~ ^ ) ^ l ¡ ) = 0 . 

Consideremos la seminorma g = 2 /̂  € P y sea 

Si 3/ € U se verifica 

A o = ¡ / € A : q{f{t)'-y)^\\Cl\i^k'. p(/{t)-x)^li 

puesto que 

y 

para í € A<j. Entonces U cz (erA (/))'' y se deduce que erA (/) es ce­
rrado. 

13.3. Inmediata. 

14. PROPOSICIÓN. — Sea í \\L-medihle, Entonces, para todo 
A € 2o+ y todo s > O, existe un conjunto K '€ S<j+, K a A tal que 
r|JE. ("̂ 4 — K) <i S y erK (f) es compacto. 

DEMOSTRACIÓN.—^Dado A '€ 2o+ por ser / [x-medible, para todo 
E > O, existe K '€ Eo+, K <c: A tal que [JL (A — K) < e y / XK ̂  S. 

Por 13.1 y 13.2, er^ (f) es cerrado y erg (/) <= / (K). Por ser 
/ XK simple, / (K) es precompacto y, por tanto, relativamente com­
pacto ya que E es polar semi-reflexivo, luego erK (/) es compacto. 

15. PROPOSICIÓN.—Sea (O, S, \i) un espacio estrictamente loca-
Usable, p un lifting sobre S fS, E) y f una función [i-medible. En­
tonces existe otra función \i-medible g tal que f = g, p [g] = g 
y para cada A '€ S,o+ se tiene 

g(t) € er^{f)=er^ (g) 

file:////L-medihle
file:///i-medible
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en casi todo A, y 

%(A)cierj^(g)\j JOí 

si p (A) 3 A. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea g = E ^^ la función de la proposición 9 .̂ 
i e l 

donde para todo i € I 

00 

Si= 2 9 ( / V „ ) . 
n = 1 

Entonces g es una función [x-medible tal que g^ f y ç ̂ [g] = g.. 
Dado A '€ S,o+ tal que p (A) 3 A, existe una familia contable J cz I,, 
que podemos identificar con N, que verifica 

^ ( A - Q H y ) = 0 , 
1 = 1 

Entonces, si Wn = ç ( K ^ , se tiene 

^ (A n H^) = p ( / X K 4 ) (A n Hy«) C e f A n n / ^ í / V „ ) = 

pt ( A - y Hy « ) = 0 . 
n, I = 1 

Luego, si p (A) 3 A, 

para casi todo ¿ € A, y 

^ ( A ) C e r A ( ^ ) U j O i 

ya que 

00 

je = o en A - \J Wn . 
n,j - 1 
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Por tanto, para todo A € So+, se .tiene 

para casi todo t € p (A) y para casi todo t '€ A. 
De esta proposición resulta, en particular, er^ (f)^ 0 para toda 

función jji-medible / y todo A '€ i;o+. 

16. PROPOSICIÓN.—Sea í : û >—> E una función tal que : 
16.1. efA (f) y^ 0 para todo A '€ 20+. 
16.2. p* o (f — x) es [L-medible para toda seminorma continua p 

sobre E y todo x^ E. 
Entonces f es ^-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea A '€ E^+, p una seminorma continua sobre 
E y ^ el conjunto de todas las familias (Bf)¿gi de conjuntos dis­
juntos Bi € S^+, B¿ c: A, para los que existe yi € E tal que 

P ( / ( 0 ~ ^ / ) f 4 l 

para todo t € Bf. 
# 1^ 0 ya que erA (/) 'y^ 0 por ser A '€ SQ"'", y existe x € erA (/) 

y, por 16.2, 

B - í / € A: p {/(t)-x)^l\ € S í 

y, por tanto, {B} '€ 4>. 
Ordenado €> por inclusión, es fácil ver que <í> es un conjunto m-

ductivo. Entonces aplicando el axioma de Zora se deduce que ^ 
admite un elemento maximal, que será una familia (Af^ci de con­
juntos disjuntos Ai € 2^+, A,- c A, para los que existe 3;,- '€ E con 
la propiedad de que 

para todo t '€ Af. Esta familia es, evidentemente, contable pues­
to que 

^ H- ( A / ) ^ | j . ( A ) < Q O 
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y jx (Ai) > O para cada í '€ I. Sea 

Z = A - U A, € S. 
í e i 

Vamos a probar que |JL ( Z ) == 0. Supongamos \i (Z) > O, entonces 
por 16.1 existe y € erz (/) y por 16.2 el conjunto 

B = í / 6 Z: p ( / ( / ) - > ^ ) ^ l j ^ s ; 

y esto está en contradicción con la maximalidad de (Af),- g i. 
Sea ahora 

i € I 

Entonces fp es una función [ji-medible tal que 

/ ( / / ( 0 - / ( 0 ) ^ 1 

para todo í € A. Luego / es límite uniforme sobre A de la red (fp)p 
de funciones ji-medibles y se deduce que / es una función {i-medible. 

17. PROPOSICIÓN.—Como en la proposición i de [iO], sea E el 
espacio de las funciones reales o com^plejas acotadas sobre \0, 1) 
€on la topología de la convergencia uniforme sobre los conjuntos 
compactos contables K de {O, 1). Sea (O, E, (x) el espacio de medi­
da de Lebesgue sobre O = [0,1). Definimos f: Q — > E por 
f (t) = Xco, í]- Entonces í es una función íL-m^edible (y ^-integrable) 
tal que erq (f) == 0 . 

DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar, vamos a probar que / (O) = 

= / (O) es un conjunto aislado. En efecto, si ^ € / (O) existe una 
red (ti)içi en Ü tal que lim f (ti) = x. Por tanto, se puede extraer 

una subred de (ti)i ^ j convergente a un punto t^ '€ [O, 1] que pode­
mos suponer es la misma. Vamos a ver ahora que ti = t,^ para 
i > lo y cierto i^ '€ I. Supongamos ¿o '̂  (^> !)• Entonces existen dos 
sucesiones monótonas (fm)T J (i'\)T Í la primera creciente y la se­
gunda decreciente, con límite t^. Si 
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existe un ÍQ € I tal que 

para i, j > i^, donde como en la proposición 4 de [10;] p^ es la se-
minorma asociada al compacto contable K. Si {í»: i > ¿,o} 7^ {¿Q} 
existe un ti ^ t^ con i > i^, pero entonces si se toma ; > i suficien­
temente grande para que haya un punto de K entre ti y tj resultaría 

P^{f(ti)-f(tj)) = \. 

que está en contradicción con lo anterior. Luego {í¿: ¿ > ¿0} = {̂ o}-
Del mismo modo, si ¿o = O o ¿o = 1̂  se puede probar que 

{ti': i > ¿0} = {̂ 0} P í̂" '̂ cierto ÍQ '€ I. 
De todo esto se deduce que t^ '€ Q y que 

^ = l i m / ( / , • ) = / ( / o ) € / ( Û ) 
i 

es un punto aislado de / (O). 
Por tanto, siendo 

= lx(i/oi) = 0, 

resulta que x = f (to) í er^ (/), lo cual está en contradicción con 

era ( / ) c / ( Q ) = - - / ( Q ) 

según 13.2. 

18. DEFINICIÓN.—^Una función pL-medible / se dice regular si 
erA (/) 9^ 0 para todo A € 11+. 

Entonces toda función [x-medible es regular. 
Sea m : S —> E una medida vectorial sobre la or-álgebra S y 

( ^ ( A ) 
A H {m)= - — - : H 3 A Ç S + 

( 1̂  ( A ) 

para H '€ E+. 
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19. PROPOSICIÓN.—Si f es una función ^-integrable regular se 
tiene 

er^ ( f ) C An {m^)Clco[er^ ( f ) ] 

para todo H '€ S+. 

DEMOSTRACIÓN.—Veamos primero la demostración para el caso 

que H '€ 2o+. Para toda seminorma continua p sobre E, tomemos la 

función 

n 

1 

de la proposición 16 con 3;̂  € ern (/). Entonces, si A € S+, A c: H y 

S„ = U Ai, se tiene 
1 

/____L__ f _ v jil^_n_^\ 
^ "s„ 1 

para n suficientemente grande de modo que [JL (A fl S )̂ > 0. Por 
tanto, como 

lira 
n { i ( A 

Ans^ 

para cada seminorma continua p sobre E, existe un 

yp € CO [ e r H ( / ) l 

tal que 
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-y se deduce que 

\i^ í^'^ V- ( A ) 
A 

*€S adhérente a co [ern (/)] y que 

AH {fnf)Cl co (efĵ  ( / ) ] . 

Sea ^ '€e rH( / ) . Entonces, si 

A = ! / 6 H : / (f(t)--x)Z,\\ 

•se tiene A '€ S+ y, por tanto, co / (A) está contenido en la /?-bola de 
centro a y radio 1. Como además 

^ / ( A ) __ 
7T— € c o / ( A ) 

^ (A) 

resulta 

/ mf(k)\ 
J> l X — ^ 1, 

\ M A ) / -

de donde se deduce que 

e r ^ ( / ) c : AH (m/). 

Veamos ahora el caso general. Por ser / pL-integrable, existe un 
subconjunto medible ÜQ de O, fuera del cual / se anula, que es un 
espacio estrictamente localizable, es decir, existe una familia (Ki)igi 
de conjuntos disjuntos de medida finita tales que 

i € l 

y, para todo A '€ SQ, A CZOQ, hay una subfamilia contable J c: I 
tal que 

u. ( A - y K.) == 0. 
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Sea H '€ S-í* cualquiera, y sea A 'C H, A € SQ-*-. Para todo i € I^ 
aplicando la conclusión precedente resulta 

M A f l K , - ) ^ ^̂ ^ í - A n K , ( / ) l e co ler„ ( / ) ] 

cuando {JL (A fl K¿) .7e: 0. 
Por ser (JL (A) < 00 hay una subfamilia contable J c: I tal que 

IX ( A n ^ e - U K,-) = 0. 

Por tanto, 

^ / ( A ) ^ t x ( A n K , - ) mf{AC]Ki) __ 
= > Ç co [e r„ ( / ) ] . 

Luego 

AH (»í / ) e 00 [cr„ ( / ) ] . 

Sea ahora x € ern (/). Por ser {i, esencial y ser / una función p.-
integrable regular, existe un conjunto A € SQ*̂  tal que 

A c j / € H : p (f{t)~x)^l\ 

y, por tanto, co / (A) está contenido en la p-hola, de centro ^ y ra­
dio 1. Como además 

ntf {k) __ 

7 T T ~ € c o / ( A ) 

^ ( A ) 

resulta 

mf{k) p \x - ^ 1 

de donde se deduce 

er^ ( / ) C AH (mf) 

Es claro que la proposición anterior cae en defecto cuando / no-
es regular y |JL ^ 0. 
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