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We are developed new unidimensional and multidimensional models of stochastic
processes for random populations, with applications to Physics, Epidemiology and
Advertising management. Among those models we quote a model of the gas
flow trhough a tank in the vacuum, and in the atmosphere, a model of the mass
and energy fluctuations within a gas and finally a model of the number of times
a person or a random population get sick and cure of a non contagious disease.

A law ot the random large numbers and central limit theorems for the sum ot
random variables in random number are presented.

1. Un proceso estocastico unidimensional de la evoluciéon de
una enfermedad no contagiosa, o de la retencién y el olvido
de un mensaje publicitario

Si en una poblacién de tamafio cierto o aleatorio, se desarrolla
una enfermedad no contagiosa, de modo que la probabilidad de que
en el intervalo de tiempo de ¢ a ¢ + d ¢ la probabilidad infinitesimal
de que enferme un individuo sano es A d¢, y la de que se cure un
individuo enfermo es u d ¢, este fendmeno epidemiologico es expli-
cable mediante un proceso estocastico, que es la adiciéon en ntmero
cierto o aleatorio (el tamafio de la poblacién) del proceso estocas-
tico de la evoluciéon temporal de lo que sucede a un solo individuo
respecto a esta enfermedad.

El anterior modelo de proceso estocastico es aplicable no sélo a
la Epidemiologia, sino también a la Publicidad, cuando se supone
que los individuos que componen una poblacién de tamafio cierto o
aleatorio, pueden olvidar un mensaje publicitario que previamente
habian recibido, con una probabilidad p dt, en el intervalo de ¢ a
t + dt, y si no lo habian recibido nunca o lo habian olvidado, pue-
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den percibirlo con una probabilidad Ad¢ en el intervalo de ¢ a £ + di.

El problema anterior se puede resolver como una cadena de Mar-
kov en una poblacién aleatoria (véase en bibliografia G). La aditi-
vidad del proceso a que se hizo referencia en el parrafo primero,
permite darle una solucidén, que es la que vamos a exponer. Incluso
en el caso de una poblacién cierta, que es un caso trivial porque se
trata de una cadena de Markov de n estados (# el ntiimero de indi-
viduos que componen la poblacién), se puede resolver el problema,
resolviendo una cadena de Markov de dos estados.

Supongamos que se trata de un solo individuo, el cual puede en-
contrarse en los estados 1 y 0 (enfermo y sano). Se cumple enton-
ces que:

P(0,74+dr)=P(0,7)(1 —\d ¢ +P(1.t)pdt£ .
P(l,t+d#)=P(1.5)(1 — pdf)+P(0,H)Ad? 1
y de aqui:
P'(0,2) = — AP (0,7) -+ uP(1,7) s
P (Lf)=AP(0,/) —pP(l,7) 2
Las P son las probabilidades.
La integracion de (2) con las condiciones iniciales:
=0, P(]a0)=1' P(0,0)=0 (8)
da:
A pe—@+p)e ) _ p(l—e—4p)y
La integraciéon de (2) con las condiciones iniciales:
t=0,P(0,00=1, P(1,00=0 (6)
da:
Ml —e—h+ws pde—pe
P(1,#)= Ty i P0.H)= " (6)

Y si inicialmente la funcién generatriz (f. g.) de la poblacidn,
2, para los individuos sanos y 2, para los enfermos es:

& (20,21, 0) = go (20, 7)) (7)
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La f. g. solucién del problema es la:

pHRe—(A+pe Al —e—(R+w9)
& (Bnznt)=28c|% N F o + 2 A ¢ )
p(l —e—+p)y) A4 pe—(A+p)e )
I e ®

Como ya sefialamos en ocasiones anteriores (véase G, J, O), la:
1. g. anterior es la de la adicién de variables aleatorias (v. a.) bino-
miales en niimero aleatorio g, (2, 2,)-

Si llamamos m, y m, los valores medios de la poblaciéon sana y

enferma inicial (¢ = 0) y m, (), m, (¢), los antedichos valores en ef
instante ¢, de (8) se sigue que:

molp +Ne—+ )y b mip(l — e—(A+p)2)
my (8 =

At o)
oMl — e= O+ WA o m (At pe—(+w)g
m, (¢) = )&+p.
Cuando el tiempo ¢ tiende a infinito, la f. g. (8) es:
2o+ Az 2o+ Az
g(zuv‘uw):go(P{_*_P ! »F{_*_P‘ 10y
y las (9) valen:
A
my (00) = MW M) (’:0—:-}:”‘) H my (o) = ——————————(qo_:-%ml) (11p
Obsérvese de (9) que:

my () 4 my () = mo 4 m, (12p

como era de esperar, dada la independencia respecto al tiempo de
g (g 3, 0).

Si la poblacién es cierta en vez de aleatoria, si @ y b son los ni-
meros iniciales de sanos y enfermos, es:

£o (20, %) = 5,7 2,% 13y

Si en (8) se multiplican ambos argumentos el primero y el se-
gundo par de sumas dentro del paréntesis, por 7, y 7,, se obtiene
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la f. g. de la distribucién conjunta de la poblacién sana y enferma
iniciales (¢ = 0) y en cualquier instante t. Se puede obtener asi, la
1. g. de la distribucién conjunta de la poblacién sana y enferma en
«dos instantes cualesquiera t =4, y ¢t = t,, t, <t,.

La teoria determinista es trivial, conduce a las (9), porque se
cumple :

vzt at)=mo@t) (1 = hdt, 4+ m()pdt => m'y(t)=— Amy(t)+ pm, (&) (14)

y analogamente :

my (1) = — p_m,(t)—{-lmo(t) (15)
«con las condiciones iniciales :
t=0, my0)=my. m 0)=m, (16)

La (10), cuando la f. g. inicial es la (13), es:
w2+ Az \ats
) w

La propiedad ergddica se cumple en (17), cadena de Markov en
-una poblacién de tamafio cierto, pero falla en (10), cadena de Mar-
kov en una poblacién aleatoria (véase G). :

‘2. Un proceso estocastico bidimensional del niimero de veces
que enferma y se cura un individuo en el caso de una en-
fermedad no contagiosa, o de que recibe u olvida un men-
saje publicitario

En este caso si # es el niimero de veces que ha enfermado el in-
dividuo (o de veces que ha recibido el mensaje, después de haberlo
-olvidado, o de haberlo recibido por primera vez, si # = 1) el nime-
ro de vecs que ha sanado o curado (o ha olvidado el mensaje des-
pués de recibirlo) es 6 # 6 » — 1. Se cumple para las probabilidades
P, la primera letra » para el ntimero de veces que ha enfermado, y
1a segunda » 6 » — 1 para el nlimero de veces que se ha cura-
-do, que:

Pnont4+dty=Pinnt)(1 —Ndt+Pn,n— 1, 8)pd¢
Pr,n—1,0+d=Pn—1,n—1.HNdt+P(mn—1,0(1 — pdz) | 18
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y de aqui:
P (n,nt)= —\NP(n,n,2) 4+ pP(n,n— 1,%)
Pinn—1,0=AP(n—1n—1,1) — uPmn—1,1 (19)
Si las condiciones iniciales son las:
P(0,0,0)=1 (20)
se tiene que:
P'(0,0,£)= — LP(0,0,£)=>>P(0,0,7) = e~ r¢ 21

y después se calculan recurrentemente P (1,0,¢), P(1,1,¢), P(2,1,¢),
P2 0. ...
Si las condiciones iniciales son las:

P(1,0,0)=1 (22)
en ese caso es:
P'(1,0,)= — pP(1,0,#) =>P(1,0,¢) = e~ n¢ (23)

y después se calculan recurrentemente P (1, 1, ¢), P (2, 1, 1),
P (2 2¢), ..

Pero vamos a resolver este proceso estocastico, a partir de la
f. g., para ello escribamos:

L L
g(u,u,f):ZP(n,n,ﬂu"v"; & (uv2)= ZP(n,n——l,t)u"v"" (24)

n=0 ”n=1
entonces la f. g. es:
g0 t) 4+ gy (u, 0, 1) (26)

Multiplicando la primera (19) por #"v®, y la segunda (19) por
#" v"!' y sumando de 0 a o0, se obtiene el sistema de dos ecuaciones
lineales en derivadas parciales de primer orden:

og dg
S =M tever 3 =hug—ypg 29
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De (26) se sigue que:

[ olg+ &) L

57 =0 gL L) 48 (L1, =g (1,1,0)+£(1,1,0) @7

=1, 2=

Para integrar (26), la ecuacién caracteristica considerada como
un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer ordem
de coeficientes constantes, es:

r4+ A —upv
—Nu r+4p

=0=> 4 r AW+ Ap (1l —22)=0 (28)
cuya raices son:

A N—p)f 4 hpuo
oy — +p+ VI 2\1)-4- puo 29)

7, para el signo + y 7, para el signo —.
Las soluciones de (26) son:

g(#,0,¢) == Aernt| Bern?

r rak (30)
o -+ Bera p” ‘

g (v t)= Aent

Obsérvese que g (u, v, t) es una serie de potencias en u" 7", cu-
yos coeficientes son las P (n, n, t), y que g, (1, v, t) es una serie de
potencias de (u™ v™)/v, cuyos coeficientes son las P (n, n —1, ¢).

Si se cumple la condicién inicial (20) es:
g(4,2,00=1, g, (#,2,0=0 ‘ (31)
y si la condicién inicial es la (22) se cumple que:
g(#,2,00==0, g,(%.0,0)=u (82)
La solucidon del sistema (26) con la condiciéon (31) da:

A
=ﬂ_)‘_’ B=——:¢— (33)

ry — 1, r9— 73
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con lo que (30) se escribe:

(re 4N ert — (ry 4\ erss

gy v, 8)= rg— 1y
(34)
oy MY
gl f) = (re—rypo i )
La solucién de (26) con la condicién (32) da:
A= ‘b.uﬂ : B= - puv (85)
'y N7
con lo que (30) se escribe:
weD
g (w0 t)= (erit — eref)
ry—7g
(36)

B0t = [ Nens — (ry N ern]

Obsérvese como la f. g. se descompone en suma de dos suman-
dos g vy g,, que obedecen a un sistema lineal de dos ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden, las (26). No conozco otro ejem-
plo de proceso estocastico que goce de esta propiedad.

Si en (28) hacemos v-= 1/u, las (29) valen:

vv=1 ri=—0A\+up, r,=0 ’ 37)
luego las (34):

1 g Ae—O+pe 1 Au
L\t =_———7\+P HE 41 (u’T’t)=_——7\+p (1 —e—(+wys (38)

y las (36) son:

1 i 1 u
_g(u,—““, f):: g (1—e—+wyg; g (u,—, f) =m(l+g e—(A+n)y

u
(39)

que coinciden con los argumentos de las (8), cuando en ellas se hace
3, =1, 2, = u, es decir la f. g. de la distribucién marginal del na-
‘mero de individuos enfermos en el instante £ = 0 en el proceso esto-
céstico del § 1. ‘

Obsérvese que se cumplen las :

P (0, t)=ZP(n, mey PLoy= D P(mn—19 (40)
n=0 n=1
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donde las P de los primeros miembros son las del § 1, y las de los
segundos miembros las del paragrafo actual.
Como se tiene que:

(5"’)u=00=0=3-7‘t; (ent)y=0p=0=¢—P? (41)

las P, por el desarrollo en serie de Taylor, debido a su definicion
como coeficientes de las potencias de u*v" y w" v** de g y de g,
son productos de las anteriores exponenciales por polinomios de ¢,
luego es:

Pin,n,t)=e—22Quu(?)+ ¢~ 11¢Ryy (2) i
P(ﬂ,ﬂ —_ 1,t)‘=¢—'7‘t Q""—-l (f) + e—1t Rnn_.] (t)

(42)
donde las Q y las R son los antedichos polinomios de ¢{. Como
las (42) son las soluciones del sistema (19) con las condiciones in‘-
ciales (20) o (22), que hacen que la primera ecuacién diferencial del
sistema (19) sea la (21) o la (23), las (42) permiten también calcular
las antedichas soluciones programadamente a partir de (19) con las
condiciones iniciales antedichas.

Este proceso estocastico se puede invertir, es decir considerar
n,n &6 n,n — 1, como ciertas y ¢ como aleatorio, mientras que en
el anterior proceso estocastico, que era el directo, ¢ era cierto y n, »
6 n, n — 1 aleatorios. Debido a que a las probabilidades infinitesi-
males Adt, y udt, corresponden las distribuciones exponenciales
de funcién de frecuencia:

he—rg  pe—nt (43)
y de funcién caracteristica:

A B

AN—1iz p—iz

(44y

se tiene que:

?("”’nzo):(l—lz’z )n(p.—%iiz)”;?(z’”‘n _l'o)z(l—?\-iz )”(p.—‘tiz)”—l

A n—1 ® ” N n-1 ® n—1
‘P("'”’”l)=()\—:’z) (p—iz) :?(z‘”’n‘l’l)z(l—iz) (p-—is)
. (45)
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donde por ejemplo ¢ (2, n, #, 0) es la funcidon caracteristica de que
en el instante aleatorio ¢ tenga lugar la enésima curacién. Y asi para.
las demas 4.
Como las ¢ (45) son las funciones caracteristicas de la adicién de
dos v. a. gamma, se tiene que:
2
) (A ) P .
[, nn0)= e—l(t—t‘e—ufmz'(t—‘:)" 1er=lgx (46)
0

y andlogamente para las restantes f (funciones de frecuencia).
Vamos a calcular el comportamiento asintdtico de (34) y (36),
cuando ¢ tiende a infinito. Como:

t—>00 =>ent=0, e2:=0 (47)

se¢ sigue que tanto el valor de n en los estados #, #, como en
n, n — 1, tiende a infinito, cuando ¢ tiende a infinito. Es decir que
el niimero de veces que ha estado enfermo o que se ha curado un
individuo tiende a infinito, cuando ¢ tiende a infinito.

En cambio por (38) y (39), en ambos casos es:

1 1 p+Nu
t—> ={>g(u,7,w)+g,(z¢,—u—,w)=-—m (48)'

que es la f. g. de una distribucién de probabilidad binomial, de pro-
babilidades p/(w + 1), ¥y A/(p. + 1) de estar sano o enfermo el in-
dividuo para ¢ = ©0o.

Vamos a obtener el comportamiento asintético (¢ = oo) de la dis-
tribucién marginal del nimero de veces que ha estado enfermo el
individuo (v = 1). Sustituyamos # por e*, lo que equivale a susti-
tuir Ja f. g. por la funcién caracteristica (f. c¢.), y cambiamos =z
por z/t:

3 E iz .

v=1; u-—e? 2= ei=/t=1+—t~ (49)-

lo que equivale a obtener la f. c. del niimero de veces que el indi-
viduo ha estado enfermo dividido por el tiempo. Se obtiene:

A+ VN0 4 Ay il
> =yt = - e t=—04wr G0
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v de aqui:
t—>wo > ent—>0; ri—-—A+p (1)

En cambio sustituyendo ¢“/* por 1 + ¢2/t, en r,, se obtiene.

At p—VOtpitdhpisr  he

t> 0 =>ryf=— 5 —)\-}-p.iz (62)
y de aqui:
Ap
t—>wo =>ent—seip 'c, ry—0 (53)

Llevando estos valores (51) y (53) de », (), 7, (¢), ent, e~* a (30)
«con ¥ = 1 se obtiene:

I
t—w, ri=—@G+yp; r,=0 g+g5=8 +e erst (54)
y tanto (34) como (36) dan:
Ap .
to>o =>gtg=ent=c’ Ttp ° (85)

-que muestra que cuando ¢ tiende a infinito, /¢t converge en proba-
bilidad a » p/(x + p):

(66)

Para obtener las desviaciones de #/t respecto a su valor medio,
.cuando ¢ tiende a infinito, es decir la f. c. de la v. a.:

. n A — : "
lim (T_—l-{-p.)l/t (67)

> oo

teniendo en cuenta que:

slVi — L _;’i_.
ezt._l-l-V'_ 57

(58)

:se obtiene para:

Ap - o
er1t g—s N+ Ve (59)
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€l valor:

A=V G4 pprdahpigVr—2hpats Y
e” 3 te iy Ve (60)

7y desarrollando en serie la raiz cuadrada, se obtiene:

S )
A Trea (61)

7y por tanto la v. a. (57) tiende a distribuirse segtin una v. a. normal
© gaussiana de valor medio nulo, y varianza ¢® dada por:

_ Ap (M
o= ——0\ T (62)
Respecto al proceso estocéstico inverso, las (45) dan para la v. a.

¢/n cuando » tiende a infinito, que ésta converge en probabilidad a
la variable cierta:

1 1 AN+
A Y (63)

que se obtiene sustituyendo en cualquiera de las (45), 2 por z/n y
hacer tender n a infinito.

Respecto a la v. a.:

2y

se obtiene a partir de las (45), cualquiera que sea ella, que cuando #
tiende a infinito, tiende a distribuirse segiin una v. a. normal de valor
medio nulo, y varianza:

1
o=y + g (65)

que resulta de:

A ” w " P N ol L
( ” ) ( iz ) TR (66)
A= — -
Vo YTV
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Obsérvese que (56) y (63) son valores inversos respecto a la
unidad.

Si el tiempo en vez de ser una variable continua ¢, es una variable
discreta, m, se obtienen los resultados anteriores, efectuando los
cambio :

ent—sp M erat—> yg (67)

3. Un proceso estocastico bidimensional del ntmero de veces:
que enferman y se curan de una enfermedad no contagio-
sa, los individuos de una poblacién cierta o aleatoria, o del
numero de veces que reciben u olvidan un mensaje publi-
citario

Por la aditividad de este proceso estocastico, basada en que lo
que le sucede a cada individuo es independiente de lo que le sucede
a los demds, y la aleatoriedad de estos sucesos viene representada
por la misma v. a. para todos los individuos, este problema se re-
suelve a partri de la solucién del problema anterior, para el proceso:
estocastico directo. Para el proceso estocéstico inverso, la solucion
es enormemente complicada.

Si:
&o (20, 7)) (68)

es la f. g. inicial de la poblacién aleatoria, z, para los individuos
inicialmente sanos, y 2, para los inicialmente enfermos, la f. g. en
el instante ¢, se obtiene sustituyendo 2, y &, por las (34) y (36), de
modo que es:

k(0,0 = go [1.2(34) -+ 2.2 (34), 1.2 (36) -+ 2.(36)] (69).

la f. g. de los ntimeros de veces que han estado enfermos (u) y de
veces que se han curado (v) los individuos de la poblacién aleatoria
en el tiempo #. Si se multiplican ambos argumentos por z, y 2, se
obtiene la f. g. de la distribucién conjunta de los niimeros de veces
aleatorios anteriores y de los ndmeros iniciales de sanos y de en-
fermos.

Si la poblacién es cierta en vez de aleatoria, hay que sustituir
la (68) por la 2%, 2%,.
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Teniendo en cuenta que:

[eritle=1, p=1=e—A+1)4 [erflu=1,,=1=1

[re=1,omi=— (4 [Fake—1.0=1=0 (70)

se obtienen los valores medios # y m en el instante ¢, de los ntme-
ros de veces que han estado enfermos y se han curado los individuos
de la poblacién. Pero estos valores medios, también se pueden ob-
tener directamente a partir de la teoria determinista, por ser este
proceso lineal.

Si «, B son los valores iniciales de enfermos y sanos, en una teo-
ria determinista del fendmeno, se cumplen las ecuaciones diferen-
ciales:

dn=\a+B—ntmdt;, dm=y(n—mdt (T1)
de las que se sigue que:
d(ﬂ—m)=7k(a-+ﬁ)dl‘—(u+)\)(”—m)dl‘ (72)
cuya integral es:

A(@—+B)
I RR

n—m=

(A — e—O4w g4 ae—(n+N: (73)

Las integrales de (71) con los anteriores valores iniciales son:

Ap (B¢ 22 (2 4+ B) va .
N +xﬂ)(l—e-<h+u>t>+ae—m+w

(74)
Ay (a-+B)2 a Apa
m= P1+;LB + (l}ik v —(T-t_MT) (A —emCiwy
Asintéticamente para ¢ tendiendo a infinito, se obtiene:
” m hp(a+B) Aa+B)
P T =T =T, P =T, (75)

Si en las anteriores hacemos « =1, 8 =0, 6 « =0, B =1, se
obtiene la teoria determinista para un solo individuo, segfin que ini-
cialmente esté enfermo o sano. En este caso las (75) coinciden con
el valor medio de la (48) y con (56).
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Si en las ecuaciones anteriores, « y § significan los valores me-
dios iniciales de enfermos y sanos en la poblacién de tamafio alea-
torio, entonces las (71) a (75) se conservan siendo » y m los valo-
res medios de enfermos y sanos en el instante .

Estos valores se-obtienen también por las férmulas:

_ [ olg+g4)(3€) [c)(g+g1) (34)

n=a du u=1,w=1—*hg ou =1, v=1

_ o (e~ g,)(36) 2(g+£1)(34)

m=a 5 ]u=1,,=1+f’[ 30 ]u=:1,,=1 (76)

cuyo calculo se simplifica en virtud de las (70).

4. El proceso estocastico de la salida de un gas en el vacio.
Comparacion con el proceso estocastico de la desintegra-
cién radioactiva

En trabajos anteriores (véase J, K, L) hemos investigado con
profundidad los procesos estocésticos directo e inverso de la desin-
tegraciéon radioactiva, su comportamiento asintético, asi como los
procesos estocasticos de las familias radioactivas. El proceso que
vamos a investigar ahora y en el paridgrafo siguiente, tiene un gran
parecido matematico.

Supongamos un gas encerrado en un depésito de volumen v, se-
gun la teoria cinética de los gases se cumplen las:

., 2
pv=nRT, v=-ﬁ- T::— (77)

siendo p la presién, n el ntimero de moles, R la constante de los
gases, m la masa del gas, T la temperatura absoluta, ¢ la densidad
v M la masa de un mol.

Si se abre un orificio de seccién (area) s en el depdsito, la velo-
cidad de salida V del gas en el vacio, como es sabido por el teorema
de Bernoulli, es:

1 vz=_”_:>v—_~]/_2?_=|/2RT {78)

V es la antedicha velocidad de salida. Es facil dar la teoria determi-
nista de este fenémeno. Se cumple para la disminucién de la masa
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o de la densidad del gas (que son proporcionales por ser el volumen
constante) que:

dm=vdp=—pVsdt =>p=pje—(Vsz)¢ (79)

denotando por el subindice cero los valores iniciales. Se cumple tam-
bién que:

_—— ::>”=”o¢—(vs/v)t (80*)

Esta disminucién exponencial de la masa es la misma que la que
tiene lugar en la desintegracién radiactiva, si hacemos la constante
de desintegracion radioactiva X igual a:

Vs
2

A=

(81)

Al pasar de una teoria determinista a una probabilista A d ¢ es
la probabilidad de salida de una molécula de gas del depdsito en el
intervalo infinitesimal de tiempo de ¢ a ¢ + d . Obsérvese que es
directamente proporcional a la velocidad de salida V a la seccién s
del orificio e inversamente proporcional al volumen; X d ¢ es pues
la probabilidad de que estando la molécula en el volumen v, esté en
el volumen V s dt, que es el volumen de gas que sale en el inter-
valo dt. Por tanto se puede desarrollar directamente la teoria pro-
babilista de este fenémeno sin necesidad de conocer previamente la
teoria determinista.

Si consideramos cualquier molécula (una sola), en cualquier ins-
tante ¢ solamente puede estar dentro o fuera del depésito. Si llama-
mos P (0,¢) y P (1, t) la probabilidad de que en el tiempo ¢ la mo-
lécula esté dentro o fuera del depdsito, se cumple que:

PO, ¢4+d)=P(0.£)(1 —\d#)=>P(0,#)=e— At (82)

luego en el tiempo ¢ esta distribucién de probabilidad es una ley
binomial, y por la aditividad del proceso, la distribucién de proba-
bilidad de las n, moléculas en el tiempo ¢ es la de Bernoulli de f. c.:

@ (z.8)=[14 e-Nt(eiz — 1| (83)

(*) También el niimero de moléculas es proporcional al de moles. De ahora
en adelante » significard el nfimero de moléculas.
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1igual que en el caso radioactivo. Se tiene para el valor medio de las
moléculas que en el tiempo ¢ permanecen dentro del depésito la mis-
ma (80):

7 (f) = nge—2t (84)

Como 7, es muy grande se cumple que:

7 (t)

lim =e¢— ¢ (85)
ny» o 7y
siendo la convergencia en probabilidad. Y asimismo que:
n(t)—un(t
lim _()__L =07 (86)
6y > @ V”o
siendo wm una v. a. normal de valor medio nulo y varianza:
o3 = ¢—rt(l —e— 109 (87)

Se pasa en (86) del nimero # de moléculas a la masa m, multi-
plicando por la masa molecular m,, y se obtiene:

omp-m)
mil—inoo VmO Myp =0 n (88)

Como este proceso estocastico es matematicamente idéntico al
de la desintegracién radioactiva, para el estudio de las propiedades
del proceso estocistico inverso (niimero de moléculas que han salido
cierto, y tiempo aleatorio) remitimos a la bibliografia.

5. El proceso estocastico de la salida de un gas en la atmésfera

Si llamamos p, a la presién atmosférica, el teorema de Bernoulli,
para la velocidad de salida es en este caso:

1 — Pa
TV“:—E-—P—p— (89)
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y la disminucién de la masa en una teoria determinista, viene
.dada por:

_ _ _ P — pa 2KT _
dm=vdp=—pVsdt= ps-l/g.._p___d;=_sl/ M VP(P_P“)

:>___if'___-_—_,_v3” dt (90)
VP (P"‘Pa

Mientras que en el caso del parigrafo anterior se tarda un tiem-
po infinito en vaciarse el depdsito, aqui se tarda un tiempo finito
en que el depdsito se ponga a la presion atmosférica, porque la
integral del primer miembro de (90) entre los limites p y p, tiene un
valor finito.

Para calcular dicha integral hagamos el cambio de variable:

dp
=p,Chlog—=> —————=2d (91)
e Vet — pa) ¢

con lo que la dltima (90) se escribe:

do=—_"_]/RT S _1/RT 92
¢ 0V2Mdt:>w°_ p” 2Mt (92)

por el subindice cero indicamos el valor de ¢ que corresponde a g,
valor inicial de la densidad del gas (antes de abrir el depdsito).

Se tiene que:

T:C/ﬂ(p—_—:>e4'9+62‘?(2—4L)—I—1=0 )

S

El signo delante de la raiz cuadrada es +, porque el logaritmo
neperiano ha de ser positivo, y el producto de las raices de la ecua-
cién de segundo grado (93) es igual a 1, luego una raiz ha de ser
mayor que 1 y la otra menor que 1. Se tiene que:

S e B IR
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9, — ¢ da el tiempo que tarda en bajar la densidad del gas de ¢,
a pycomo g, =0, 9, da el tiempo que tarda en alcanzar la pre-
sién atmosférica el depdsito.

También en este caso se cumplen las (77).

Si el depdsito esta inicialmente a una presién inferior a la atmos-
férica, entonces entra gas en el depdsito (aire) segiin un proceso
estocastico igual al antes descrito. El caso de dos depésitos pues-
tos en comunicacién, si las presiones iniciales de gas en uno y otro
son distintas, se trata también de manera aniloga.

Vamos a investigar el proceso estocistico inverso (tiempo alea-
torio, y ntimero de moléculas que permanecen dentro del depodsito
cierto) de la anterior teoria determinista. Primeramente podemos
escribir a partir de (90) para la disminucién del ntimero de molécu-
las del depdsito:

A=
2

Por tanto la probabilidad de que en intervalo de tiempo d ¢ sal-
ga una molécula del depésito, si en él hay » moléculas es:

;T i dn=—\Vn(n—naydt (95)

AVn(n(n—nydt (96)

Si llamamos F (¢, #) a la funcién de distribucién (f. d.) del tiem-
po aleatorio que transcurre entre que dentro del depdsito haya #
moléculas y » — 1, se tiene que:

Ft4+dt,n)=Ft,n)+[1—FEn\Vnn—a)d? 97y
de donde:
1

iz

l]/n(n—a) )

Fltym=1— e M ali—ae o 4= (98)

1—

por ¢ representamos la f. c. Es una distribucién de probabilidad ex-
ponencial. El tiempo que tarda el depésito en alcanzar la presion
atmosférica es una v. a., que por ser suma de v. a. independientes,
cuyas f. c¢. son las (98) con n variando desde =, a a + 1, tiene
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por f. c.:
s \ia—a)
. A\Vnn—a) —iz

(99)

Se sigue por tanto que el valor medio del tiempo y la varianza
vienen dados por las sumas:

— 7o 1 1 e
= = E —_—; ot = ___ _— (100):
— 2 n(n— n,
A n=a-+1 Vﬂ(ﬂ a) N n=a-+1 ( )

Siendo %, y ¢ muy grandes, si he emos #, = ka (k> 1), vy ha-
cemos tender @ a infinito, las sumas (100) son finitas. En el caso
del valor medio (primera suma) la suma se puede calcular mediante

una integral, porque se tiene haciendo # = ¥ a, 1 =dux, que:
a
i 1 _f dx _ (101)
n=a+1 ”(”_”“) 1 Vx(x—l)

pero esta integral es igual a:

Po
d
Po =4kpa; =% pa f o (102)
; Vel — pa)

Por tanto en la teoria probabilista se obtiene el mismo valor que:
en la teoria determinista. Si el limite inferior de la integral lo hace-
mos igual a #, se calcula el tiempo que tarda en bajar la densidad’
del gas del depésito de ¢, a ¢.

Respecto a la varianza (segunda suma de (100)), si hacemos.
n, = ka, y a tiende a infinito es:

1 ka 1 1 1 (k—1)a 1 ka 1 a 1
7(2,,_4‘7)=7( P DI I
a+1 1 1 1
1 k—1
=T[ln 7 +1In a] (103)

que tiende a cero, cuando ¢ tiende a infinito como lo hace:

Ina
a

(104
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luego la v. a. n () converge en probabilidad y en media cuadratica
.a su valor medio 7% (¢), cuando %, y ¢ tienden a infinito, y la v. a.
n (t) — 7@ (t), es tal que:

lim [n(?) —7 (#)] l/T}.aT =19 (105)

:siendo m una v. a. normal de valor medio nulo y varianza la unidad.

‘6. Nuevos teoremas del limite central para la adicién de va-
riables aleatorias en niimero aleatorio. Ley de los grandes
nimeros aleatorios

En anteriores trabajos (véase A, B, I, J, K, L) hemos investi-
:gado la adicién de v. a. en niimero aleatorio y sus propiedades.
Habiendo obtenido las siguientes férmulas:

Si ¢ (2) es la f. ¢. de una v. a. discreta, que puede tomar los
‘valores 0, 1, 2, ... (nfimeros naturales), siendo p, la probabilidad de
-que tome el valor #, y si 9 (2) es la f. c. de una v. a. §, la suma de
‘B V. a. &, ..., &, independientes de f. c. ¢ (2), siendo # un ndmero
aleatorio de f. c. ¢ (2), se tiene que la f. c. 6 (2, v) de la distribucién
«conjunta del ntimero #» de sumandos aleatorio (v) y de la suma
a (2) es:

log 4 (2) + 7))

6(s,0) = D, pueinv g (s = ( : (106 %)
n=0

Si en ella hacemos v = 0, se obtiene la f. c. de la distribucién
-marginal de «. El calculo nos da:

20 .
3 = Tpanen? o (z)r 14/ (2)
o0 . , . "
=2 un(n— 1) e g g (@ + e g (P g (1)
ag 6 . . ’
Sy = Spantem e e () (10

(* Si #n =0, por convenio tomamos a = 0.
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y si particularizamos para v = 0, 2 = 0, se obtiene:

[ =3ner

220 ' )
(W)ﬁ Zpaln(n—1) ¢ (07 + n¢” (0)]
30
( 9200 )uz"zi’"”"{" ©) (108)
'y de aqui:
;= ﬁé-;_ Gaz = 7 052 + (E—)‘: cen

(109)

J— —__ — -— GOn
an—afl =§Ecl,; r,,azg-;;—

-donde 7,, es el coeficiente de correlacién de # y «.
Supongamos ahora que ¢ (2, A) depende de un parametro A
tal que:

lim ¢ (z,\) =0 (110)

A=> o

-es decir la v. a. n, cuando A tiende a infinito, tiende también a infi-
‘nito, y que:

A= =>i=Am, of=NMAo? (111)

siendo m y ¢ constantes (independientes de 1), y que el momento
-central de tercer orden de » dividido por A*/? tiende a cero, cuando
) tiende a infinito, entonces se cumple que:

a __ ca‘ — £y . &_n—_(;;t_ T
Mo => = mE =met@ron ZIZT =Fst  (112)

También se cumple que:

o) = e ‘P(;f)‘—‘“VT:e—a':*/?

) (——,0)=ei""‘—5; ) (V_z)\_—'o) e—izm—EVT=¢—(mcs+@)zaﬂ,.~.t/z

lim) —

(112 %)

(*) Véase la demostracién . @ nota final.
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y que:
0 (% %) _ gizmidiom

_.z_’ v ——t’(zm?-}-vm)]T: *
O(Vl_ ﬁ)e (113 %)

e % [(m o} + () o%) 52 + ot o? + 2E 3tz 0)

limA - o

Es decir que /X converge en probabilidad a m £, cuando X tien--
de a infinito y que:

fm 2 s 114
Jim =% =Vmo? + €2ty (114)

siendo v una v. a. normal de valor medio nulo y varianza la unidad.
La cual resulta de la {ltima (112) o de hacer v = 0 en (113). Las.
(112) a (114) expresan los teoremas del limite central para la adicién
de v. a. en niimero aleatorio, y también la ley de los grandes ni-
meros aleatorios.

Obsérvese que en este caso el nfimero aleatorio de sumandos es.
muy grande. Lo cual vamos a aplicar en el parigrafo siguiente.

7. El proceso estocastico de las fluctuaciones de densidad y
energia en un gas o en un colectivo de particulas

Si hay N particulas en un volumen V, y la probabilidad de que
una particula pase de la posiciébn A a la B, es la misma que la de-
que pase de B a A (no existen posiciones privilegiadas), la cadena
de Markov de las posiciones de las particulas tiene la potencia del
continuo (existe una infinidad de estados), pero la matriz estocas-
tica de las probabilidades de transicién (que es una matriz continua)-
es simétrica y por tanto biestocastica, y por tanto cuando el tiempo-
tiende a infinito (el nimero de transiciones tiende a infinito) la pro-
babilidad de la presencia de una particula en cualquier posicién es
la misma. Es decir las particulas tienden a repartirse uniformemente-
al azar por todo el volumen.

No obstante como el razonamiento anterior introduce el infinito,
vamos a dar una demostracién sin necesidad de introducir el conti-

(*) Véase la demostracién en la nota final.
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nuo. Si dividimos el volumen V en m voltimenes iguales v = V/m,
por la hipétesis hecha antes la probabilidad P; de que la particula
‘pase del isimo volumen w; al j volumen z; es igual a p;, por tanto
la matriz de las probabilidades de transicién de la cadena de Markov
que ahora tiene solamente m estados es simétrica, luego biestocas-
tica, y por tanto las particulas tienden -a repartirse en partes iguales
entre los m voliimenes.

Incluso podemos descomponer el volumen V en m volimenes,
que pueden ser distintos:

Ve, 4 e+ om (115)

y con la hipétesis del principio del parigrafo se tiene que:

Pij

v; V5 ’ 3
i =‘;j,T:">?ii=1ijTl¢ pii =N~ = N =lji (116)

y por ser la matriz estocastica es:

1
_‘TZ)\,',"U]':l (117)
i=1 .
y esta matriz A es la:
v, N Dy
My v )\12—\7 e hym vV
A= . . . (118)
2, Ty /.

El vector propio de la matriz A, correspondiente al valor pro-
pio 1 es el:

1
~ Nz 2wl (119)

porque:

1

ol A= % %
o ol A=

”12)\:'1T~~"”'"E)‘l’m_v_| (120)

y como por (116) y (117) es:

m

—%-Zlijﬂi:%— vlj.‘m:l (121)
=1

=

[
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queda demostrada la propiedad anterior. Por tanto el limite cuando
» tiende a infinito de A" es la matriz cuyas filas son todas iguales.
al vector propio (119) correspondiente al valor propio la unidad, y
por la propiedad ergddica, es este vector el que da la distribucién
final de probabilidad. Como lo anterior se cumple cualesquiera que
sea la divisién de V en voltimenes parciales, se sigue el repartimien-
to uniformemente al azar de las particulas sobre todo el volumen V.
Repartimiento que es estable, es decir que cualquier perturbacion de
la misma, el tiempo la anula, se vuelve a alcanzar el repartimiento
uniforme al azar, como consecuencia de la antecitada propiedad er-
gdbdica.

La distribucién de las particulas (en ntmero de N) entre los m-
volimenes v,, ..., U, en que se ha descompuesto V, viene dada por
la ley multinomial de f. c.:

iz e iz N
[v,e 1 4 v—}—vme m] (122)

Se sigue que la distribucién de particulas en el interior de un vo-
lumen cualquiera v, contenido en V, viene dada por la distribuciém
de Bernoulli de f. c.:

v N
[1 —{—-v(e"z - 1)] (123)
de valor medio y varianza:

_ ? v v
1=N—\}—; ofw = N—~ 1-“\7— (124y

n es el ntimero de particulas en v.

Si a estas particulas hay asociada una magnitud fisica (energia,
velocidad, etc.) distribuida aleatoriamente entre las particulas, si a
esta v. a. la denotamos por & (véase pardgrafo 6), la cantidad de
esta magnitud fisica poseida por todas las particulas en v, es una
v. a. o, suma de v. a. £ independientes, en nimero aleatorio n. Por
tanto se le pueden aplicar las férmulas (106) a (109).

Si N tiende a infinito, desempefia el papel de X del parigrafo 6,
y se le pueden aplicar las fé6rmulas (110), (111), (112), (113) y (114).
Cuando N es muy grande estas férmulas son muy aproximadas a
la realidad.
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Si:
Noow, Voow, limN—%——vm (125)-
la f. c. (123) tiende a la f. c. de la distribucién de Poisson:
em(d5—1) (126)
de valor medio y varianza iguales:
m=qcl=m (127 %)

con lo que las f6rmulas del pardgrafo 6 se simplifican notablemente..

Estas féormulas se pueden aplicar a diversos fendémenos fisicos,
tales como la distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann de:
las moléculas de un gas, o a la distribucién de su energia cinética,
que es una distribucién gamma de funcién de frecuencias y f. c. res-
pectivamente :

2 E/kT]/E ( 1 )3/2
TR VE P T (128)
cuyos valores medio y varianza son:
S_ 32T '3
5 ] l/ 5 (129)

También a la distribuciéon de la energia potencial de un colectivo-
de momentos magnéticos elementales en un campo magnético, que
es una distribucién exponencial de funcién de frecuencias y f. c.:

1
1—izkT (130)-

1
7T e— E/AT,

cuyos valores medio y variaza son:

3|

=T, 0=%T (131y

(*) Cuando N es muy grande y v es del orden de V/N, la ley de Poisson y
las férmulas del § 6 que de ella se derivan son muy préximas a la realidad.
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En estas dltimas férmulas E es la energia, k la constante de
Boltzmann, y T la temperatura absoluta.

Y en general se puede aplicar a otros muchos fendmenos fisicos
{teoria de fluctuaciones). Se obtienen desviaciones respecto a las
teorias en que se considera fijo el ntimero de particulas en un vo-
lumen fijo. El desarrollo de todas las aplicaciones nos llevaria a
.escribir una monografia.

.Nota.—Calculo de los momentos centrales de tercer orden de
la adicién de variables aleatorias en niimero aleatorio

Para demostrar la ley de los grandes ntimeros aleatorios y los
«correspondientes teoremas del limite central del § 6, formulas (110)
.a (114) es preciso demostrar que:

. . a_-
lim —m——:():) ]lmw —W— =0 (132)

A>loo

Para demostrarlo, es preciso calcular previamente el momento
«entral de tercer orden de «. Se tiene:

a3 6 (2)
—dz‘a——'.—_fxﬂ(ﬂ-—(l (ﬂ —2)},‘(?(2)"_3(‘7’(2)3—'—
+3n(n—1)puo ("' (2) 9" (2) + B pue (2" ¢ (2) (133)

v de aqui teniendo en cuenta las férmulas del § 6 es:
B=(m —8nt+ 27)E3 + 3 (nd— ) E £ + 71 £3 (134)

-para el momento de tercer orden, y para el momento central de ter-
.cer orden, se obtiene:

(6 —a )= ((n—m)® —8at,+ 27)EP —3AE E* + 7 §3 (135)

7y como:
7l o, (n — )3 .
7\—>00:>'7\37—>0‘ ‘x§/2-—>0: ——'MT‘——-O (136)

(*) Esta tltima lo es por hipdtesis y las dos primeras por las (111).
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se sigue la (132), lo que demuestra el final del § 6 (ley de los grandes
nameros aleatorios y teoremas del limite central correspondientes).

Este teorema sirve para demostrar la dltima (112). Para demos-
trar la {ltima (113) hay que demostrar que también los momentos
‘mixtos de tercer orden de « y 7, tienden a cero, cuando A tiende a
infinito, como A-%/2, Para ello es preciso calcularlos y se obtienen
los valores:

(¢ — a)? (n_.ﬁ)=°8"°le+@)2(”__ﬁ)3

— — (137)
(@a—a) (B —A)2 =E (n—n)
que demuestra que la primera (132) implica también:
A —= 00 => lim .Si_:.a_)’.(f_—._ﬁ)_ =0;
A3/2
im &G (138)

A\8/2
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