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Concerning the theory of unconditional bases in Banach spaces, we prove the 
following result : 

A M-basis in a Banach space is an unconditional basis if and only if its coor
dinate space is solid. 

The proof is based in the geometric behavior of the linear, closed span? 
generated by the subsequences of the given sequence. 

1. Introducción 

Si S = (a„, a„"̂ )„ g N es un sistema biortogonal completo en un 
espacio de Banach B, y JT es un vector de B, se define la coorde
nada lï-ésima de x respecto de S como el escalar ^ "̂̂  = a„^ (x). De 
esta manera, queda asociado a cada vector jr en B, y de modo na
tural, la sucesión de escalares (•x^''^)n e N- Designemos por TS la apli
cación lineal coordenada : x —> (̂ "̂"On € N- Obviamente, el núcleo 
de Ts es Ç\ Ker. a„^. 

m € N 

Se tiene el siguiente resultado : 

TEOREMA.—Si S es una M-hase, son equivalentes : 
(i) S es una hase incondicional. 
{{{) El espacio imagen de TS, Inv. TS, es sólido (v. Defini

ción 5.2). 
(iii) 

MfS) = ja«)«eN; ÇkHx{n^)nç^ £ Im. xs, x C B¡, 

contiene todas las sucesiones de escalares convergentes a cero. 
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En [2], Kadec demostró que (i) es equivalente a (iii). Por otro 
lado, tal caracterización de base incondicional es menos geométrica 
<jue la establecida por (ii). El objeto de este trabajo es el de obtener 
una prueba de (ii) = > (i) ((i) = > (ii) se sigue fácilmente, ver [S]). 
Basaremos la prueba en el comportamiento de las envolturas linea
les y cerradas engendradas por las subsucesiones de la sucesión dada 
(comportamiento geométrico). Interesa notar que la caracterización 
dada por Kadec ya da una prueba (indirecta) de (ii) = í > (i), pues 
es trivial que (ii) = > (iii). Nuestra aportación pues, consiste exclu
sivamente en una nueva demostración (geométrica) de (ii) r = > (i). 

2 . Definiciones y resultados previos 

Con B denotaremos un espacio de Banach sobre K (K = R ó C), 
y si Bi es un subconjunto de B, [BJ] denotará el subespacio lineal 
y cerrado engendrado por B^. En lo sucesivo nos referiremos a sis
temas en B de la forma S = (a^, a„^)n e N, donde (an)„ 

Ç N ^s una 
sucesión minimal y completa en B (i. e. 

^ « í K ; i € N-l«í ] (« € N), y K ; « € N ] = B), 

y (<^n )̂neN es SU sucesión conjugada (i. e. a„^ (a^) = 5nm)-
Si T es un subconjunto de N, pondremos 

W T = {ak\ k ^T] 

Vs¡*T= n Ker. a%. 

Evidentemente W T Q W ^ T . 
El núcleo de (an)neN se define como W*$, siendo ^ el conjunto 

vacío. 
No resulta difícil probar: 

1.2. PROPOSICIÓN.—^Para cualquier familia (Ta ; a '€ J) de sub-
conjuntos de N^ se tiene 

a € j a€ J 
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2.2. DEFINICIÓN.—La sucesión (a„)„gN se dice que es una M-base 
(ó base de Markusevic) si su núcleo es el subespacio nulo (equiva
lentemente, la aplicación TS es inyectiva). 

Para un estudio sobre M-bases (y en general, todo tipo de bases) 
recomendamos [5]. 

La sucesión (a„)ngN se dice que es una base incondicional (ó he-

terogonal) si para todo vector j\; en B, la serie ^ x^""^ a„ converge 

incondicionalmente a x. 
Es evidente entonces que toda base incondicional es una M-base. 

En [4^], Lorch estableció la siguiente y notable caracterización 
geométrica para que una sucesión completa cualquiera en B sea una 
base incondicional : 

3.2. PROPOSICIÓN.—Una sucesión de vectores completa en B es 
una base incondicional si y sólo si 

B = W T © W N - T . 

cualquiera que sea T ç N. 
Dados M, N subespacios lineales y cerrados en B, denotaremos 

con Ô (M, N) a la inclinación de M relativa a N 

a(M,N) = inf j | | a + ^ | | ; a C M, || a || = 1, ^ 6 Nj. 

El siguiente resultado es debido a Grimblyum : 

4.2. PROPOSICIÓN (Grimblyum [1]).—Si M, N son dos subespa
cios lineales y cerrados en B con M n N = {o}, la suma algebraica 
M 4- N es cerrada si y sólo si b (M, N) > 0. 

5.2. DEFINICIÓN.—Se dice que un conjunto L de sucesiones de 
escalares es sólido si para toda sucesión (X )̂„ ^ ^ en L y para toda 
sucesión de escalares (iLn)n € N tal que 

i |i« I < I X„ I (« € N), 

se verifica ((Xn)neN'^L-
Estamos ya en condiciones de demostrar la implicación (ii) = > (i), 

objeto de este trabajo. 
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3. Prueba de (ii) => (i) 

De acuerdo con Prop. 3.2, hemos de probar que para todo sub-
conjunto T de N, B = W T © WN_T. Sea x un elemento arbitrario 
de B, y sea (^^""OncN'̂  Im. TQ SU sucesión coordenada. Puesto que, 
por hipótesis, Im. TS es un conjunto sólido, se sigue la existencia 
de vectores x-^, x.^ en B tales que 

( y'n) =z x(ft)^ si w iÇ T 
zs (x.) = (y(»y)neN, con < / \ A • ^t ^ 

i Z(n) = 0 , si ?2 '€ T 

Se tiene 

(j^íw'*)?! € N = {y'n))n € N -f- (z{'n))n € N , 

luego el carácter lineal e inyectivo de T,S implica x = x^ + x^-

Además es claro que x^ '€ W ^ T y que JT^ '6 W^N-T- Por consi
guiente, queda probado 

B = W * T + W * N - T . 

Puesto que 

W*T n W*N-T = W*# = ¡OJ, 
1.2. 

se sigue que la anterior suma es directa. 
Entonces 

W T n W N - T C W*T n W*N-T = íoj 

d ( W T , W N - T ) > d (W*T, W * N - T ) > 0 . 
4.2. 

Luego por la Proposición 4.2, concluimos 

B = W T © W N - T . 
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CORRECCIÓN A 

UNA NOTA SOBRE EL TEOREMA DE KREIN 

V. Montesinos 

(«Rev. Real Academia de Ciencias», t. LXXVI , c. l .^ 1982, pp. 73-77) 

Se omitió por error una línea en la formulación de la Proposi
ción 3. Dicha Proposición queda así: Sea B un disco de Banach. 
Si B = V {A), donde A es ^ {E, E'yrelativamente numerablemente-
compacto, entonces, sobre B coinciden las topologías <y {E, E') y 
<s(E,K(E')). 


