UNA NOTA SOBRE ESPACIOS ESCALONADOS
GENERALES

Miguel Florencio Lora
Recibido: 4 noviembre 1981

PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. MANUEL VALDIVIA
URERNA

Let K (E, a®) be the projective limit of a sequence of weighted Banach spaces
{E (a™)), E being a Banach space with basis. For suitable E several well-know
<characterizations of K (E, a®) being Schwartz exist. Here we provide an unified
approach to these results. Related tests of nuclearity are included.

Sea (B, || ||) un espacio de Banach sobre el cuerpo K (R 6 C)
provisto de una base de Schauder (a,). Sea E el espacio de sucesio-
nes en K y = (y,) tales que £y, - a, converge en B. Si dotamos a
E de la norma

Zk‘yn * Qn

I || =sup
% n=1

obtenemos que E es un Banach isomorfo a B. En lo que sigue con-
sideraremos B identificado con E.

Si 2= (#,) e ¥y = (y,) son dos sucesiones en K escribimos # - y
para denotar la sucesién (4, - v,). Por x# = (4,) '€ E denotamos que
2 4, - e, converge en E, donde ¢, es la sucesién cuyos términos son
todos nulos salvo el n-ésimo que vale la unidad.

Los siguientes resultados y definiciones pueden encontrarse en
[8]: «Dado un espacio de Banach E, dotado de base de Schau-
der, sea

R(E)={a=(as:a - x € E, yx € Ef.
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R (E) contiene a la envoltura lineal de los vectores (e,), # = 1,
2,3, ... y la aplicacién lineal A (a): E— E, con a€ R (E), defi-
nida mediante A (¢)(x)'=Za,4,¢, es continua. Dotamos a R(E) de
una norma | a | = | A (a) | donde la {iltima norma es la del espa-
cio B (E) de las aplicaciones lineales y continuas de E en E. Se
satisface que | a | > sup|a.|, por lo que R (E) esti contenido
en [~ como espacios vectorialesy.

Sea S (E) la clausura de ¢ en R (E) dotado de la norma anterior.
No es dificil probar que los vectores (e,), # = 1, 2,... forman una
base de Schauder de S (E) y que S (E) estid contenido en c,.

ProrosiciéN 1.—Sea @€ R (E). La aplicacién A (¢): E— E
es compacta si y sélo si a € S (E).

DemosTrACION.—Sea B la bola unidad cerrada de E. Como
ey, €5, €5, ... constituyen una base de E, podemos aplicar la carac-
terizacién de los conjuntos relativamente compactos en espacios de
Banach con base (véase [T], pag. 166) para obtener que A (a) (B)
es relativamente compacto, si y sélo si:

lim sup ly=Ps(»)|| =1lim sup |la -x—Pyla - x| =
n y € A(a)(B) ” z€B

=lim sup [ A(a—P,(a))(x)||=Ilim|la—P,(a)| =0.
” x€B ”

donde P, (#) = (#,, ¥4y ..., #,, 0,0, ...) con & = (#,). Teniendo er
cuenta que (e,) es base de S (E), concluimos la prueba, observando
que a'€ S (E) si y sélo si lim| a— P, (a) || = 0.

.Dada una sucesién fija @ = (@,) con @,%0, n=1,23, ...
Definimos E (a) = {# = (#,) : ¢ - x€ E}. La transformacién diago-
nal D, E (¢) — E, D, (#) = ¢ - es un isomorfismo algebraico
que se convierte en isometria sin mas que dotar a E (a) de estruc-
tura de espacio de Banach mediante || # |j'= || a-x|. Si b= (bn),
con b,%0, n'=1, 2,3, ..., entonces es facil observar que si b/a =
= (b,/a,) pertenece a R (E) necesariamente la inyeccién canénica
I, : E(a) —> E (b) es continua y reciprocamente

(Ia,b = D(l/b) o A (bld) ° Da)-

CoroLArRIO 1.1.—La inyeccién canénica I, , es compacta si y sélo
si b/a€S (E).
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Sea ¢" = (a;") una sucesién de escalones, con a0, n, ©+ = 1,
2,3, ... Si para cada n€ N, se tiene que a”/a™* € R (E) dispondre-
mos de la siguiente situacién:

I I I
E(@)«1DE(@a) «D ... «—DE(@") <« E (@) «—D>D ...

con cada I, continua. Por lo que tiene sentido considerar el espacio
escalonado K (E, a") limite proyectivo de estos espacios. No es di-
ficil comprobar que K (E, a") es un espacio de Fréchet y que su
topologia puede ser descrita por la familia numerable de seminor-
mas g, (x) = || # |«». Bajo estas consideraciones tenemos que:

CoroLario 1.2.—El espacio K (E, a®) es un espacio de Schwartz

si y sélo si para cada natural » existe un natural » > n, tal que
ar/a" € S (E).

EjEMPLOS :
I. Es facil comprobar que

R(@) =R (}¥)=R(e,) = I°
con lo que es inmediato que

S() =S () =S(co) = ¢
siendo p > 1. Ademéis cada una de las normas es la de I*. Aplican-
do el corolario 1.2, se obtienen las caracterizaciones de escalonados
de Schwartz de orden 1, de orden p (ver [11]) y de orden cero
(ver [10]). ‘

II. Sea ¢ s el espacio de Banach de todas las sucesiones suma-

bles. Es inmediato que (e,) es base de ¢ s. Claramente

R(cs)=csB =duo,

en donde por ¢ s* indicamos el B-dual de c¢s (ver [3] y [4]); la
norma de R (cs) coincide con la usual de b v, es decir,

8 =1 an—any | +1lim | an | .

Como los vectores e, e,, €5, ... forma una base de b v, (ver [8],
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pag. 108) se sigue que S (cs) = b v,. Aplicamos el corolario 1.2 y
se obtiene la siguiente:

Prorosicion 2.—El espacio K (¢ s, a”) es Schwartz si y sélo si
para cada natural % existe un natural » > n, tal que

2

1

a" @iy a”

=0.

— — <o y lim
a; ar;, i air

III. Sea A, un espacio escalonado de orden infinito. En [2],
Dubinsky introduce estos espacios y caracteriza aquellos que son
Schwartz: «, es un espacio de Schwartz si y sélo si para cada
natural # existe un natural » > #n tal que

lim a*[a;” =0,
s

siendo
A, = lim /% (a%)».
—

”

Este resultado podemos obtenerlo de I. Si A, es Schwartz, en-
tonces su subespacio cerrado 1, que es el escalonado de orden cero
correspondiente, es un espacio de Schwartz y por tanto reflexivo.
Como 1_ es el bidual fuerte de },, se sigue que X, = A, y basta
aplicar I. Reciprocamente, si se cumple la condicion, entonces el 1},
construido con esos escalones es Schwartz, luego 1, coincide con
A, ¥, asi, A, es Schwartz.

Para cada natural n, sea f,€ E’ tal que f,(em) = 8pm, m=1,2, ...
y sea @ = (a,) € I'. Entonces, A (@) es nuclear. En efecto,

. () — Py () || 2K
e sup W@ el g KPr@) —Pan (@] ,
b7l uznpél Il e 1l lzlL1 Il € ll I en Il

siendo K la constante de la base (e,) de E. Como
A (a) (x)':E(x, anfn) *ln

y como
Sllanfull - Nenll <+,

se sigue que A (a) es nuclear y asi podemos enunciar:
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ProrosiciON 3.—Si para cada natural # existe un natural » > #
tal que a"/a" € I', entonces K (E, a") es nuclear.

Analizaremos el reciproco en algunos ejemplos:

a) Si K (E, a") es un escalonado de orden uno, la condicién es
mnecesaria debido a [6, pag. 220]. b) Si K (E, ¢*) es un escalonado
de orden cero, la condicién es también necesaria, pues si A (a):
€o —> €, es nuclear, también lo serd su traspuesta A (a)*: ' —s I
y como la matriz representativa de ambas es la misma, por ser
diagonal, se vuelve a aplicar [6, padg. 220] y se obtiene que a € I'.
c) Si E.=c¢s la condicién de nuclearidad es también necesaria:
sea A (a): ¢s—— cs nuclear. También serd nuclear la aplicacion

hoToA(a) o Tl o 47},

siendo T: ¢s—>c¢c y h: ¢ —> ¢, los isomorfismos habituales, es
decir,

T(x):(Zx,-) , x€cs
nelN

1

A (y) =(lim yp, y; — lim 95, y, — lim ¥, .. .)
con y € c. Es facil ver que si H (a) es la traspuesta de
koToA(a@) oT™1o k™,
entonces

H(a) (ex) = Z bmn * tm,

€on bpy=0 si m<mn, bpyp=20, si M =N, byn = Oy — Oy Si
m >n. Por tanto sup |bm |> |am| y aplicando de nuevo [6,
pag. 220] se sigue que a'€ .

En [1], Crofts considera el espacio escalonado K (1, "), donde
2 es un espacio de sucesiones perfecto y tal que A[8 (%, 3*)] sea un
espacio de Banach, y caracteriza a los que son de Schwartz. En
nuestro caso, no presuponemos que el espacio E sea perfecto, por
lo que podemos usar los resultados obtenidos a espacios como ¢,
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y ¢s a los que no es posible aplicar [1], pues son espacios no per-
fectos, pero si poseen una base.

Por otro lado, suponemos que la topologia normada de E esti
dada incluso antes de identificar a E con un espacio de sucesiones,
por lo que no le exigimos ninguna relacién con la w-dualidad, luego-
luego no es necesario que sea la topologia B (E, EX). En estos dos
aspectos hemos obtenido una generalizacién de [1].

Bajo las hipotesis de [1], si B (E, EX) es compatible con la dua-
lidad, se sigue de [5, pig. 417] que (e,) es una base de E, por lo:
que también este caso queda incluido en nuestro estudio.

No sabemos si un estudio para topologias B (, AX) no compati-
bles con la dualidad, anilogo al realizado en el ejemplo III, permi-
tird reducir el comportamiento del correspondiente espacio escalo-
nado al de otro generado por un Banach con base.
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