
SOBRE LA EXISTENCIA DE FUNCIONES CON DES
ARROLLO ASINTOTICO Y DOMINIO NATURAL DE. 

HOLOMORFÍA DADOS 

M. Fernández Castillo 

Universidad de Alicante (1) 

Recibido : 4 noviembre 1981 

PRESENTADO POR EL ACADÉMICO NUMERARIO D . MANUEL VALDIVIA. 

UREÑA 

En este artículo se estudia una familia especial de FH-espacios, que lleva â  
la demostración de un teorema sobre existencia de funciones holomorfas con^ 
desarrollo asintótico dado y dominio natural de holomorfía dado, para ciertas^-
clases de dominios del plano complejo. 

This paper deals with a special family of FH-spaces that leads to the proof 
of a theorem about the existence of asymptotic expansion functions and a given* 
natural holomorphy domain, for some classes of complex plane domains. 

1. Introducción 

Sea D un dominio simplemente conexo del plano complejo, com 
el origen O •€ ô D . En (Valdivia), se consideran las funciones holo
morfas en D para las que existen los límites 

/ (2?) —ÎÏO — ^ 1 « — • • • ^n-i 2«~» 
litn = dt« g C , « € N, 

s € D 

(1) Este artículo forma parte de la memoria «Algunos resultados sobre des
arrollos asintóticos en una y varias variables complejas», que realizada bajo 1^ 
dirección de D. Manuel Valdivia, fue presentada en la Universidad de Valencia,, 
para optar al Grado de Doctor en Ciencias, Sección de Matemáticas. 
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00 

y para tales funciones, la serie entera ^] a¿ z^ se dice que es «el 

^desarrollo asintótico de / en O», y se expresa 

Se define la transformada de orden n de / , como la función 

,'==0 

5;» 

ILa función / (-sr) se puede escribir : 

f [z) = ^ ^ a,-2;'" " - | - s " R « , / ( 2; ) , d o n d e lim P « , / ( s ) = O 

DEFINICIÓN 1.1.—La función i?â  { (z), se llama resto de orden n 
*de la función f. 

Asociadas a la función / tenemos pues, dos tipos de funciones 
¡holomorfas en D : 

1) Las transformadas de orden n, /(„> (s), n£ N. 
2) Los restos de orden n, R„ ; (^), tt'€ N. 

PROPOSICIÓN 1.1. 

DEMO STR ACIÓN . —a) Trivial. 

b) 

m-l 

/ ( 5 ? ) = = ^ a , - s ^ " + « ' ' - ^ P « - i , / ( 2 í ) = ^ tf» 2*-f a«.«'» + 2« F « , / ( 2 ) , 

*de donde 

; j aplicando a), se obtiene b). 
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Sea 

En (Mira), se estudia el espacio A con la topología T de la conver
gencia uniforme de las funciones y sus transformadas sobre los com
pactos K c= DU {0}, tales que 0'€ K, Dotamos ahora al espacio A 
<de la topología 7^, definida por el sistema de seminormas: 

PK» « ( / ) = max ( sup I / ( 2 ) ( : sup | R^,/ ( « ) | ; max 1 | «o I » • • • . I «« I I ) 
s ^K 2 € K 

4onde Gi son los coeficientes del desarrollo asintótico de / ; K un 
compacto de D U {0}, tal que O *€ K, n € N. 

A (T*) es un espacio vectorial topológico localmente convexo 

PROPOSICIÓN 1.2.—Sobre A, las topologías T y T* coinciden. 

DEMOSTRACIÓN.—a) T^ <z T. Dado el T^-entomo de cero 

ü == ! / C .4 I sup 1 / ( 2 ) I < 6, sup I R^,/ ( s ) I < £, max ) I «0 I. • . • . I ^ü i ! < e ( 
« € K S e K 

consideramos el T-entorno de cero 

¥ = ) / € A\ sup | / ( r ) ( s ) | < 8 í , 

«donde 

K' Z) K y B = min j E , 

Se tiene que V cz U. 
b) T <= J P . Dado el T-entorno 

d(K) 

V = j / C A I sup \/ir) ( s ) | < a | , 
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se considera el I^-entorno de cero 

U = l / € ^ | s u p | / ( ^ ) | < B , sup \f(^,/(z)\<l,max\\a,\,,..,\an\\<l^ 

donde K' 3 K, S =. — , Se tiene que U c V. 

2. Los F-espacios A„ (Tn) 

Dado w € N, sea 

1 
B« = { 5; € C I I Í; I ^ 

Consideramos subconjuntos de A del siguiente modo: 

DEFINICIÓN 2.1.—Llamamos 4» = {f € i4 | />ara iodo q € iV, ^f 
re^ío d^ orden q, ¿^ f, i?q^,(z), es acotado en B^}' 

Trivialmente, se tiene: 

PROPOSICIÓN 2.1.—Los An¡ n € i V , son subespacios vectoria^ 
les de A. 

Sea AQC: A^ C: ... C: A^ CZ ..., una familia fundamental de com
pactos del interior deD. Dotamos a An de la topología T» definida 
por la familia de seminormas siguiente: 

P « ^ ( / ) = maxj sup \f(z)\, sup | R,, ( « ) | , max 1 | a, | i 1 

\Z.sZ.m 

donde A^ es un compacto de la familia fundamental escogida en D^ 
Por ser la familia de seminormas numerable, An (Tn) es un es

pacio localmente convexo metrizable. 

PROPOSICIÓN 2.2.—An (Tn) es un F-espacio. 

DEMOSTRACIÓN.—Hay que ver que An(Tn) es completo. Sea 
{/ilieN una Tn-sucesión de Cauchy en An- Por tanto, para todo 
s > 0 , para todo m '€ N, existe 
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por lo que {/Jj- ^ ̂  es de Cauchy en H (D) con la topología de la 
convergencia compacta. Como H (D) es completo, existe / '€ H (D) 
tal que {fj}j ^ N converge a / . Basta ver que / '€ ^„ y que / es el 
r«-lím /í. 

3. An (Tn) como FH-espacios. A como unión de los espacios A» 

DEFINICIÓN 3.1.—Sea H un espacio vectorial que posee una to
pología Haussdorff, para la cual no es necesariamente un espacia 
vectorial topológico. Sea X un subespacio vectorial de H. Se dice 
que X es un FH-espacio, si a X se le dota de una topología que la 
hace Fréchet, y que es más fina que la topología de H (Wilanski,. 
H. 5.5). 

PROPOSICIÓN Z.l.—Si H = A (T), An (Tn), n •€ N, son FH-es
pacios. 

DEMOSTRACIÓN.—Por la proposición 2.2, An (Tn), n '€ N, son es

pacios de Fréchet. Falta probar que la topología Tn es más fina que 
la topología inducida por T sobre An. Para ello, basta ver que si 

V = " / 6 ^ I sup l/í.) ( 2 ) | < e (, 
s € K 

s ^:^ m 

K compacto de D'U {0}, O'€ K, m'€ N, es un T-entorno de cero en 
A, se puede construir 

W = ¡ / € ^ « i sup \/iz)\<^;\aQ\,...,\a^\<^; sup \^s,f(z)\<hi 
s € à z € B ^ n D 

s ^ nt 

donde A es un compacto del interior de D tal que A 3 K — (B„ (1 D),. 

n s 
B = min « + 2 ' 2 + a?(A)+. . .4-¿/(A) ' ' 

W es un Tn-entorno de cero en i4„, y se verifica que W c: V, y por 
tanto T ciTn sobre An. 
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COROLARIO 1.—La topología Tu es la única que se puede definir 
sobre A^ de modo que AU(TQ) es un F-espacio, y la inmersión i^: 
A^ —> A (T) es continua (Wilanski, teorema 5.5.6, corol. 8). 

Como An c: An+i, para todo n '€ N, se tiene : 

COROLARIO 2.—Sobre A^, la topología Tn es mus fina que la in-
ducida por Tn+i-

DEMOSTRACIÓN.—Basta observar que An (Tn) y An+i (^n+i) son 
FH-espacios, cuando H = A (T) (Wilanski, teorema 5.5.6, corol. 8). 

PROPOSICIÓN 3.2.—Sobre cada An, las topología Tn y Tn+x son 
distintas. 

DEMOSTRACIÓN.—Dado U, Tn-entorno de cero en A^ no existe 
ningún V, Tn+i-entorno de cero en An tal que V c U, pues para 
cualquier constante M > O, para todo e > O, y cualquier p '€ N, se 
puede encontrar una función f ^ An tal que 

sup I "RsJ (« ) I < e , 

pero 

sup I R i , / ( 2 ) I > M . 

En efecto, dados M > O, e > O, p '€ N, construimos / del siguiente 
8 

modo : Elegimos una constante b tal que | í̂  | < . Tomamos 

un número complejo a € ô D, tal que — < | a [ < 1, y verificando 
ft 

que la distancia del punto a, al conjunto BnflD sea 
2 ( « 4 - 1 ) M 

pues es hol 

moría en el origen. Además, / ' € / ! „ y cumple la condición exigida : 

Sea / (^) •= . Desde luego, / '€ H (D), y / '€ ^4, pues es holo-
a — z 
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1 

« + i 
a-y+i (a — z) \ I \ \s^x 

(vF 
sup | R í , / ( « ) l = sup 

E 

Sea ahora ô ^ ^nj -̂ o 3 Bn+i, tal que 

Se tiene que 

a — Z(.\ z 
- (« + 1) |M 

b 
Ri , / ( «o ) = ê -T"; T 

por lo que 

1 

_L.1 1^1 

I Ri, / (^o) I > 7-r, = M. 
I à I 

(« + 1)M 

Por tanto, Tn+i C T». 

COROLARIO.—An no es un sub espacio cerrado de An+i (Wilanski, 
cap. 5, probl. 103). 

PROPOSICIÓN 3.3.—An es de primera categoría en An+x-

DEMOSTRACIÓN.—Por ser An d An+i, y ser An (T^) y An+j_ (T'-n+i) 

FH-espacios (Wilanski, cap. 5, probl. 104). 

PROPOSICIÓN 3.4.—A es la unión de todos los An, n '€ A .̂ 

DEMOSTRACIÓN.—Trivialmente,, An'^ A, para todo f z€N. Vea

mos que 4 <= M ^n. Sea ¡/ '€ 4 ; entonces, 

/(z)c^ 2 «̂ 
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Por existir 

2- € D 

dado 1 > O, existe 5 > O, tal que si | <̂  | < S, 

I / ( ^ ) l < U o l + l ( 1 ) . 

Dado 8 > O, sea /> € N tal que — < 5. Consideremos la bola Bp. 

(1) dice que / es acotada en Bp (1 D. Vamos a ver que / '€ Ap. Para 
ello hay que comprobar que R„̂  / (^) está acotado en Bp fl D, para 
todo ^ € N. 

í = 0 

y como / posee desarrollo asintótico en cero, 

lim K«,/ (z) = 0 . 

z 6 D 

Luego existe §„ > O, tal que si | ^ | < S„, ^ € D, se tiene que 

| R . . / ( ^ ) I < 1 . 

Sea ^i€ Bp n D. Entonces, I ̂  | < — . Si | ^ | < S„, se verifica 
P 

que I Rn, / (^) I < 1, y si | ^ | > KÍ entonces 

por lo que f € Ap, y A = M An. 
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' - PítOPOsiGiÓN 3.5.—L(i topología inducida por T sobre An es dis

tinta que la Tn- , • 

DEMOSTRACIÓN.—Si T indujera sobre An la topología Tn, An (T) 
:sería un F-espacio. Vamos a construir, sobre An, una sucesión de 
funciones {/p}p€N, que es T-Cauchy, y sin embargo, su limite no 
pertenece a, An-

Sea {iïp}peN una sucesión de puntos sobre la frontera de D, tal 
que, para todo /? € IST, % 5 B„, y lim àp i= a '€ B„. 

1 

Sea /p (s) '= - — — • • /p € ^„ para todo p '€ N, pues /» € H (D), y 

:sus restos están acotados en B^. Puntualmente, 

• ^ " • - ^ - ^ " • • • ' - : • ' • • • 1 • 

lim fp {z) = / {z)= g ^n , 

y además se verifica que {/p}peN es una T-sucesión de Cauchy. 
Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene : 
1) A se puede estructurar como el límite inductivo de los espa

cios An (proposiciones 3.1 y 3.4). 
2) El sistema (An, Tn)n g N es un sistema inductivo no estricto 

{proposición 3.2). 
3) La topología T es menos fina que la topología límite induc

tivo sobre A., 

4. Funciones con desarrollo asintótico dado y dominio natural 
de holomorfía D 

Sea D un dominio convexo del plano complejo, cuyo borde es 
una curva de Jordan tal que O € 5 D. 

TEOREMA 4.1.—Si {aa} es una sucesión arbitraria de números 
complejos y existe una función G '€ Aj tal que 

CO 

8 

y G tiene como dominio natural de holomorfía a D. 
Para probar este teorema, necesitamos los siguientes lemas: 
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LEMA á.l.—Si h'^ A, y h (z) tiene desarrollo asintótico cero en 
el origen, y g (z) es una función holomorfa en D, tal que existe 

lim g { z ) = b , 

entonces 

/ í ^ ( z ) = h ( z ) g {%) 6 A, 

y el desarrollo asintótico de F en el origen^ es cero. 

DEMOSTRACIÓN. 

F (z) h{z) 
lim F (5;) = 0 . ¿ = 0 , . . . , lim = lim ^ ( » ) = 0 . ^ = 0.. 

para todo fí € N. 

LEMA 4.2.—Dado e > O, existe una función f '€i4, ;íai que f ^ a 
íe puede prolongar por ningún z '€ ô D, ¿aZ que | z | > e. 

DEMOSTRACIÓN.—Dado e > O, existe /> € N tal que — < e. Con-

/ 
sideremos el espacio Ap (Tp), que es un espacio de Fréchet (propo
sición 2.2). Sea {^nlneN la sucesión creciente de seminormas que 
define la topología Tp. Consideremos el conjunto 

Sea {an}n e N una sucesión densa de puntos de y^. Tomemos la serie 

1 

Las funciones 

« -i an — z 

14- / M '+^''U--J 

/n ( « ) = e Ap . 
a„ — z 
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Además, la serie es convergente, pues para todo r € N, 

' ' • ( ' + ' - ( ^ ) ) 
On 

Por tanto, la serie define una función que, debido a que Tp implica, 
la convergencia puntual, es precisamente la suma de la serie. Sea 
/ (^) esta suma; / (^)'€ .4j„ pues Ap(Tp) es Fréchet, pero ApCzA^ 
luego f(^)£Ay y f {¿) no se puede prolongar por ningún pun
to de -fe-

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4.1.—Por ser ô D una curva de Jor 
dan, cada punto de ô D es simple (Rudin, teorema 14.20). Por taií-^ 
to, cada aplicación conforme del círculo unidad U en D, se extiende 

a un homeomorfismo de U en D (Rudin, teorema 14.19). 

Consideremos la función ^ . Esta serie tiene radio de con-
« = i « ' 

vergencia 1, y por tanto, en la circunferencia unidad existe al menos 
un punto singular de la suma de esta serie. No obstante, la serie 
es absoluta y uniformemente convergente en toda la circunferencia 
unidad, en particular, en el punto singular. 

Podemos conseguir que, en el homeomorfismo que transforma-

U en D, el origen sea la imagen del punto singular. Así, tendre
mos una función k {s), holomorfa en D, para la cual el origen es; 
un punto singular no aislado, y continua en todos los puntos de 
5 D. Esta función no se puede prolongar por un cierto entorno 

de cero, de radio e ; tomando — < e, la función / (-s:) construida tn 
P 

el lema 4.2 no se puede prolongar por ningún ^ ' € ô D , tal que 
I ^ I > s. Sea g {z) = f {B) -^ k {z). Esta función no se puede pro-
longar fuera de D por ningún punto de 5 D, y posee límite en eí 
origen, pues lo poseen f {á) y k (z). 

Consideramos ahora una función holomorfa en D, h (^), con des
arrollo asintótico cero en el origen (Carleman, capítulo V, pág. 29). 
En virtud del lema 4.1, la función producto F (s) == h {z) g (z) po
see desarrollo asintótico cero en el origen, y no se puede prolon-
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gar fuera de D, por ningún punto de D, por cumplir esta Gohdièiôn 
la función g (z). 

Dada la sucesión {a„}„ ^ N de números complejos, existe una fun
ción / {á) holomorfa en D, tal que 

00 

^ ( ^ ) - ^ <^n Z» 
O 

/(Carleman, capítulo V, pág. 29). La función G (¿) =̂  i ( » + F (^ , 
cumple todas las condiciones exigidas en el teorema, pues I {É) es 
^prolongable párá t o d o ^ € ô D , <̂  7^ O, por la construcción dada en 
(Carleman, cap. V, pág. 29). 

DEFINICIÓN 4:,2.—-Llamaremos Ê^^ = {f € Aj^ | f tiene como do-
.minio natural de holómorfía a D}. 

PROPOSicipN 4 . 1 . - 4 % es un conjunto residual en An(Tn). 

DEMOSTRACIÓN;—Hay que probar que el cotnplernêntarîo de A'^Q 
«es de primera categoría. Para ello, si {6Í}ÍCN es un conjunto denso 
'de b D , sea ®i= {f^èAn\f Sé puede prolongar en &,}. 

An-- A 
o Ue. 

"Es suficiente probar que los conjuntos ©i son de primera mategoría. 
Para ello, si 

áo C Aj c: . . . cí á^ c . . . , 

«€s una sucesión fundamental de corñpactos de D, llamamos 

€ A ^ 
cv,m = \/e^i I tup 1 / ( ^ ) 1 ^ ^ ! . 

Se verifica que 

e.= U 
/ , m € N 
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.Además, Op^m ^s cerrado, pues An — Op^rn ^s abierto, y cada 

àp,m = 0 . 
Ya que An (Tn) es un F-espacio, se verifica el siguiente coro 

lario : 

COROLARIO.—A^'o es de segunda categoría. 

Bibl iograf ía 

[1] CARLEMAN, T . (1926). Les functions quasi-analytiques. Gautier-
Villars. París. 

J2] MIRA, J . A. (1981). Espacios de funciones holomorfas con 
desarrollo asintótico. Revista de la R. A, CE. Tomo 
LXXV, cuaderno 3.^ Madrid. 

[3] RuDiN, W. (1970). Real and complex analysis. Mc-Graw Hill. 
London. 

£4] VALDIVIA, M. (1965). Desarrollos asintóticos y familias com
pactas de funciones holomorfas. Revista de la R. A. C. E., 
tomo LIX, cuaderno 3. Madrid. 

£5] WiLANSKi, H. (1978). Modern Methods in Topological Vector 
Spaces. Mc-Graw Hill. New York. 


