SOBRE LA EXISTENCIA DE FUNCIONES CON DES-
ARROLLO ASINTOTICO Y DOMINIO NATURAL DE
HOLOMORFIA DADOS

M. Fernandez Castillo
Universidad de Alicante (1)

Recibido: 4 noviembre 1981

PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. MANUEL VALDIVIA-
Urefa

En este articulo se estudia una familia especial de FH-espacios, que lleva a.
la demostracién de un teorema sobre existencia de funciones holomorfas con:
desarrollo asintético dado y dominio natural de holomorfia dado, para ciertas-
clases de dominios del plano complejo.

This paper deals with a special family of FH-spaces that leads to the proof
of a theorem about the existence of asymptotic expansion functions and a givem
natural holomorphy domain, for some classes of complex plane domains.

1. Introduccién

Sea D un dominio simplemente conexo del plano complejo, cont
el origen 0€ 3 D. En (Valdivia), se consideran las funciones holo--
morfas en D para las que existen los limites

. f(z)—ay—ayz—...a45_y 3"}
lim =aus € C, n €N,
z'l
z->0
zZ €D

(1) Este articulo forma parte de la memoria «Algunos resultados sobre des--
arrollos asintticos en una y varias variables complejas», que realizada bajo la
direcciéon de D. Manuel Valdivia, fue presentada en la Universidad de Valencia,
para optar al Grado de Doctor en Ciencias, Seccién de Matematicas.
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@
y para tales funciones, la serie entera E a; 2% se dice que es «el

i=0

«desarrollo asintético de f en O», y se expresa

«©

oy D ais

Se define la transformada de orden n de f, como la funcién

n—1

f(2) = D aiw

i=0

S (%)= -
Z

La funcién f (2) se puede escribir:

”
f(z):Za;z"—{—z" Ru, s (2z), donde lim R, f(s)=0
i=0 z->0
z €D

DEeFINICION 1.1.—La funcion R, (z), se lama resto de orden n
.de la funcién f.
Asociadas a la funcién f tenemos pues, dos tipos de funciones

:holomorfas en D:
1) Las transformadas de orden =, fq, (£), n'€ N.

2) Los restos de orden n, R, ;(2), n€N.

Prorosicion 1.1,
R f(2)=2% f(z+1) (%) .

Sim) (2)=an +Rus (2).

)

b)

DEMOSTRACION.—a) Trivial.

b)
»—1 n—1
S (z)= Z a; * 4 2" Ru—1,7 (3) = Z a; '+ an 2"+ 2 Ruf (2),
i=0 i=0
«de donde

Ru—1,7(2)=anz+ % R, s (%),

-y aplicando a), se obtiene b).
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Sea

A=) eH (D) f(s)= D asite
i=0

En (Mira), se estudia el espacio A con la topologia T de la conver-
gencia uniforme de las funciones y sus transformadas sobre los com-
pactos K-« DU {0}, tales que 0€ K. Dotamos ahora al espacio A
de la topologia T*, definida por el sistema de seminormas:

Pk,n ( r)=max (sup | £ (2)|: sup |Rg,r(5)|; max {|ag|,....]|an|})
5 €K z€K
g<n

donde ¢, son los coeficientes del desarrollo asintdtico de f; K un
compacto de DU {0}, tal que 0€ K, n € N.
A (T*) es un espacio vectorial topologico localmente convexe

ProrosiciON 1.2.—Sobre A, las topologias T y T* coinciden.

DEMOSTRACION.—a) T* < T. Dado el T¥-entorno de cero

U=}f€ Alsup|f(z)|<e sup|Rgr(s)|<le,maxf|ag],...,.|au]{<et
. 3 €K 3 €K )
g<n

consideramos el T-entorno de cero

V=]/r€A4| sup |fin (5)]| <3,
g €K
ré::-l—l

donde

3
K'DK y 8=mm$e. 7 (K) $
Se tiene que V< U.
- b) T < T* Dado el T-entorno

V=1}s€4|sup|fi () |<ef,
2z €K
rdn
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se considera el T*-entorno de cero

U=|/ € A|sup|f(z)|<<3, sup |Rg,r(2)| <, max{|ae|,... ]au|{ <3}
z € K z €K/
gLn

donde K"o K, 3 = . Se tiene que U C V.

£

2

2. Losk F-espacios A, (T,)
Dado n€ N, sea

) 1
Bs,={z€C||z|£ —
n

Consideramos subconjuntos de A del siguiente modo:

DeFiniciON 2.1.—Llamamos A, = {f € A | para todo q€ N, ef
resto de orden q, de f, Ry (z), es acotado en B,}. ’
Trivialmente, se tiene:

ProrosiciéN 2.1.—Los A,, n€ N, son subespacios wvectoria~
les de A.

Sea A, C A, C...CA,C .., una familia fundameéntal de com-
pactos del interior deD. Dotamos a A, de la topologia T, definida
por la familia de seminormas siguiente:

Pr, (f)=max { sup | f (2)], sup |R, ()], max {|a|lt
ey, zep, Np 0LsLm

1LsZLm

donde A, es un compacto de la familia fundamental escogida en D.

. - oo

Por ser la familia de seminormas numerable, A, (7,) es un es-
pacio localmente convexo metrizable.

PropPOSICION 2.2.—A, (T.) es un F-espacio.

DemosTrACION.—Hay que ver que A, (T,) es completo. Sea
{f;}; e~ una T,-sucesién de Cauchy en A,. Por tanto, para todo
s >0, para todo m € N, existe

i | f1s Ja> 1y =>  sup | fj (3)— 75 (3)]| <k,

1€A,
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por lo que {f;};cn~ es de Cauchy en H (D) con la topologia de la
convergencia compacta. Como H (D) es completo, existe f'€ H (D)
tal que {f;};cn converge a f. Basta ver que f€ A, y que f es el
T,-lim f;. '

3. A.(T.) como FH-espacios. A como unién de los espacios A,

DeFiNicION 3.1.—Sea H un espacio wvectorial que posee una to-
pologia Haussdorff, para la cual no es necesariamente un espacio
vectorial topoldgico. Sea X un subespacio vectorial de H. Se dice
que X es un FH-espacio, si a X se le dota de una topologia que lo
hace Fréchet, y que es mds fina que la topologia de H (Wilanski,
H. 5.5).

Prorosicion 3.1.—Si H = A (T), A.(T.), n€ N, son FH-es-
pacios.

DeMosTRACION.—Por la proposiciéon 2.2, A, (T,), n€ N, son es-
pacios de Fréchet. Falta probar que la topologia T, es mas fina que
la topologia inducida por T sobre A,. Para ello, basta ver que si

V="7€ 4|sup | fi5 ()| <ef,
z €K
s&Lm

K compacto de DU {0}, 0€ K, m € N, es un T-entorno de cero em
A, se puede construir

W=} € 4,] sup | f(2)|<B¥:ilag|s..,|am|<<B; sup |[Rss(2)|<<d}
z €A sEB”nD
sLm

donde A es un compacto del interior de D tal que A D K — (B, N D),

ne 7ne

3 = min nt+2 ' 24 d(A)+...+d(A)

W es un T,-entorno de cero en A,, y se verifica que W < V, y por
tanto T < T, sobre A,. -
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CororArIO 1.—La topologia T, es la vmica que se puede definir
sobre Ay de modo que A, (T.) es un F-espacio, y la inmersién i,:
Ay —> A (T) es continua (Wilanski, teorema 5.5.6, corol. 8).

Como A4, < A,,,, para todo #n'€ N, se tiene:

CoROLARIO 2.—Sobre A,, la topologia T, es mds fina que la in-
ducida por Thy,,.

DeMoOSTRACION.—Basta observar que A, (T.) ¥ Aayy (Twy) son
FH-espacios, cuando H = A (T) (Wilanski, teorema 5.5.6, corol. 8).

ProPoSICION 3.2.—Sobre cada A,, las topologia Tyn y Tn,, Son
distintas.

DeMosTRACION.—Dado U, T,-entorno de cero en A, no existe
ningtn V, T,,,-entorno de cero en A, tal que V < U, pues para
cualquier constante M > 0, para todo ¢ > 0, y cualquier p € N, se
puede encontrar una funcién f€ 4, tal que

sup [ Rsr (2) [ <e,
‘e By +1
s£Lp

pero

sup | Ry, fr(2) | > M.

zes,

En efecto, dados M >0, ¢ > 0, p € N, construimos f del siguiente

modo: Elegimos una constante b tal que | b | < Teﬂ_ . Tomamos
"
un ntimero complejo @€ d D, tal que —’11— <la| <1, y verificando

que la distancia del punto a, al conjunto B,N D sea —L— .
2(n4+1)M
Sea f (2) = &—L}' Desde luego, f€ H (D), y f€ A, pues es holo-

morfa en el origen. Ademés, f€ A, y cumple la condicién exigida:
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1
i
5 n—4+1
sup [Ros(s) = sup |, p + -
5€B,.q 2€B,, 1 astl (a—z) 1 \s+1 1
sLp sZLp ( ” ) n(n+1)
€
=ns+l|é|<np+z e —e.
Sea ahora z,€ B,, 2, € B,,,, tal que
&1
la—g| £ ————— .
(n+1)|M
Se tiene que
b
R = _—
ly/(‘o) Zq a’(a—zo) )
por lo que
| o]
n41
|Rys ()| > ——————— =M.
1,7 (%) | 151
(n4+1)M

Por tanto, T,,;, < T..
3

COROLARIO.—A, 10 es un subespacio cerrado de A,,, (Wilanski,
cap. 5, probl. 103).

ProrosicioN 3.3.—A, es de primera categoria en An,,.

DEMOSTRACION.—Por ser A, C Au, ¥ €T Au (T0) ¥ Arsy (Tas)
+

FH-espacios (Wilanski, cap. 5, probl. 104).

PRrOPOSICION 3.4.—A es la unidn de todos los A, n€ N.

DEMOSTRACION.—Trivialmente,, A4, < A, para todo n€ N. Vea-
mos que A C U A,. Sea [f€ A; entonces,

meN

0

S (z) = Z ay z* .

n=0



214 M. FERNANDEZ CASTILLO

Por existir

lim f (z)=a,,
zeD
z=>0

dado 1> 0, existe 3 >0, tal que si | 2| <3,

()1 <lal+1 (1).

Dado 8 > 0, sea p € N tal que 1 < 8. Consideremos la bola B,,.
?

(1) dice que f es acotada en B, N D. Vamos a ver que f€ A4,. Para
ello hay que comprobar que R, ;(2) estd acotado en B,N1 D, para
todo n€ N.

f(z)— Z a; z¢

i=0

Rn,f(z)= o )

y como f posee desarrollo asintético en cero,

lim Ry 7 (2)=0.
z=->0
zeD

Luego existe 3,>0, tal que si |z| <3, 2€D, se tiene que
| Ray(2) | <1
1

Sea z€ B,N D. Entonces, |2| <—. Si | 2| <3, se verifica
14

que |R,,(2)| <1, y si | 2| > 8, entonces

an,f(Z)lé——%( If(z)|+ 2](:,‘] |zli)é

” i=0

1
= M, ,
"

1
Z
= Ty

1
(l“o|+1+|ao|+|“x| 7+---+Ian|

por lo que f€ A4, vy A = U A,.

n€N
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* PROPOSICION 8.5.—La topologia inducida por T sobre A, es dis-
tinta que la T,. ' E '

DEMOSTRACION.—Si T indujera sobre A, la topologia T,, A.(T)
seria un F-espacio. Vamos a construir, sobre A,, una sucesién de
funciones {f,}, e~ que es T-Cauchy, y sin embargo, su limite no
pertenece a A,.

Sea {a,}, en una sucesiéon de puntos sobre la frontera de D, tal
-que, para todo p€N, a,¢ B,, y lim a, = a€ B,.

p>® .
1 R
Sea fp (9) =75+ f»€ 4a para todo p € N, pues f,€ H(D), y

sus restos estan acotados en B,. Puntualmente,

lim f (2)=f (2) = g 4n,

2> —_ 2

7y ademas se verifica que {f,}, e~ €s una T-sucesién de Cauchy.

Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene:

1) A se puede estructurar como el limite inductivo de los espa-
cios A, (proposiciones 3.1 y 3.4).

2) El sistema (A, Tw)aen €s un sistema inductivo no estricto
{proposicién 3.2). '

3) La topologia T es menos fina que la topologia limite induc-
tivo sobre 4.

4. Funciones con desarrollo asintético dado y dominio natural
de holomorfia D

Sea D un dominio convexo del plano complejo, cuyo borde es
una curva de Jordan tal que 0€ 3 D.

TEOREMA 4.1.—Si {a,} es una sucesion arbitraria de nimeros
complejos, existe una funcicn G€ A, tal que .

«®

G(z)uz aj zi,

8

vy G tiene como dominio natural de holomorfia a D.
Para probar este teorema, necesitamos los siguientes lemas:
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Lema 4.1.—Si h€ A, y h (z) tiene desarrollo asintdtico cero em
el origen, y g (z) es una funcién holomorfa en D, tal que existe

lim g (z)=»b,
z>0
€D

entonces
F(z)=h (z)g(z)e 4,

y el desarrollo asintdtico de F en el origen, es cero.

DEMOSTRACION.
F (2) k(z)
lim F (2)=0.4=0,..., lim = lim £(5)=0.6=0,
z2=>0 3>0 = 250 2"
z €D z €D z€D

para todo »n € N.

Lema 4.2.—Dado ¢ > 0, existe una funcion £€ A, tal que f no
se puede prolongar por mingin z€ 0 D, tal que |z | > «.
DeMosTRACION.—Dado ¢ > 0, existe p'€ N tal que 1 < e. Con-
?

sideremos el espacio A, (T,), que es un espacio de Fréchet (propo-
sicion 2.2). Sea {g.}sen la sucesién creciente de seminormas que
define la topologia T,. Consideremos el conjunto

Te=12edD] |z|>¢e}.

Sea {@n}n e~ una sucesion densa de puntos de y.. Tomemos la serie
1
Z‘”: 1 Ay — 2
=, 2= 1

14y, ( a“_z)

Las funciones
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Ademaés, la serie es convergente, pues para todo € N,

v (o=
2 :
> 2”(1-{_?"(11,.—5)) n>r

Por tanto, la serie define una funcién que, debido a que T, implica
la convergencia puntual, es precisamente la suma de la serie. Sea.
7 (2) esta suma; f (2)€ A, pues A, (T,) es Fréchet, pero 4, < 4,
luego f(2)€ A, y f(2) no se puede prolongar por ningan pun-
to de «..

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.—Por ser d D una curva de Jor-
dan, cada punto de 3 D es simple (Rudin, teorema 14.20). Por tan-
to, cada aplicacién conforme del circulo unidad U en D, se extiende
a un homeomorfismo de U en D (Rudin, teorema 14.19).

. ., z" . L. .
Consideremos la funcién —— . Esta serie tiene radio de con-
2
n=1 N

vergencia 1, y por tanto, en la circunferencia unidad existe al menos
un punto singular de la suma de esta serie. No obstante, la serie
es absoluta y uniformemente convergente en toda la circunferencia
unidad, en particular, en el punto singular.

Podemos conseguir que, en el homeomorfismo que transforma

U en D, el origen sea la imagen del punto singular. Asi, tendre-
mos una funcién k (2), holomorfa en D, para la cual el origen es
un punto singular no aislado, y continua en todos los puntos de
0 D. Esta funcién no se puede prolongar por un cierto entorno

de cero, de radio ¢; tomando 1 <'e, la funcién f (2) construida em
5 .

el lema 4.2 no se puede prolongar por ningtn z'€ oD, tal que
|2]|>e. Sea g(2) =f(2) + k(2). Esta funcién no se puede pro-
longar fuera de D por ningtn punto de 9 D, y posee limite en el
origen, pues lo poseen f(2) y k (2).

Consideramos ahora una funcién holomorfa en D, & (2), con des-
arrollo asintético cero en el origen (Carleman, capitulo V, pag. 29).
En virtud del lema 4.1, la funcién producto F (2) = k (2) g (2) po-
see desarrollo asintético cero en el origen, y no se puede prolon-
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gar fuera de D;: por ningun punte de D; por cumplir esta condicién

la funcién g (2).
Dada la sucesion {a,},n de nfimeros comple]os, existe una fun-

«cion 1 (2) holomorfa en D tal que -

o

I (z)=~ Z in 5 |

0

{Carleman, capitulo V, pag. 29). La funcién G (2) = I () + F (),
cumple todas las condiciones exigidas en el teorema, pues I (2) es
prolongable para todo 2€ dD, 2340, por la constrticcién dada en
{Carleman, cap. V, pag. 29).

DEFINICION 4.2.—Llamaremos A% = {f € A, | { tiene como do-

minio natural de holomorfia a DY}.
ProrosiciON 4.1.—A" es un conjunto residual en Ap (Tp)
DEeMOSTRACION.—Hay que probar que-el complementario de A

es de primera categoria. Para ello, si {b;};en es un conjunto denso
{f € A, | f se puede prolongar en b;}.

. ‘®
An—Ag—":U 8;.

i=0

«de 0D, sea O, =

Es suficiente probar que los conjuntos ©; son de primera mategorla

Para ello, si

Ay AC...CAC ...,

.es una sucesién fundamental de cothpactos de D, llamamos

Cispom=1§f€0;| sup | f(z)| £m}|.
zEAf

Se verifica que



SOBRE LA EXISTENCIA DE FUNCIONES CON DESARROLLO ASINTOTICO 219

, Ademas, Ci, , es cerrado, pues A, —C, , es abierto, y cada

o

Clym = 2.

Ya que A4, (T, es un F-espacio, se verifica el siguiente coro

lario:

COROLARIO.—A", es de segunda categoria.
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