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An analogon to the normal topology (2) on sequence spaces is introduced and
iproperties of A-convergence of sections, completeness and separability are studied.

S
i

- 'Sea T un espacio de sucesiones que, en lo que sigue, supondre-
‘mos que contiene a 9. En [1] se introduce el concepto de p-dual T
-de un espacio de sucesiones T como aquel espacio de todas aquellas
sucesiones (u;) tales que la sucesién u - x = (u; #;) es sumable en el
-sentido de Abel para toda sucesién x = (#;) de T y se prueba que
(T, T%) es un par dual con la forma bilineal

0
(%, 2) = lim _S_ ;.
t>1"

im0

Ademads, si T es normal, entonces la o-dualidad y la e-dualidad coin-
«ciden.

Sea sa el espacio de todas aquellas sucesiones escalares que son
-sumables en el sentido de Abel. En [3] y [4] se prueban los siguien-
‘tes resultados:

(i) La aplicacién

x: 17

x € saf—s [l x| =oiutp<l

i=0
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es una norma y las aplicaciones

w ] i
x€safl > p; (x):z‘ | x; | (]—:}'_-1‘)

§=0

® € sap > gj(®) =sup | x| (——J—-) j=12...,
i 7+1
_ son dos sucesiones de normas equivalentes.

(ii) El espacio sa dotado de la topologia deducida de la familia
(-1 + #; () es un FK-espacio.

(iii) Para cada # de sa se cumple que

”
x = lim (lim E x;t"t,')
t>1 % =0

en donde ¢;, ¢ = 0, 1, 2, ..., representa el vector unitario i-ésimo de .

(iv) Las siguientes afirmaciones son equivalentes: (a) # es una
forma lineal continua sobre sa, (b) para todo # de sa se cumple que

@
% (x) = lim E xju; 1t

t>1"i=0

en donde

1

u,-:u(e,-)=‘/‘t"da+c,', i=0,1,2,..., a:[0,1]>K
0

con « € BV ([0,1]) v ¢ =0(®), 0 <o <<1, (c) u pertenece al p-
dual de sa.

I. Definiciones

Denominamos dual de Abel da al espacio dual de sa. Diremos
que un espacio de sucesiones T es p-perfecto si T coincide con (T%)”
y (da)-invariante si T coincide con el espacio

da(T)=ja - x:a € da, x € T}.
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Para cualquier espacio T, T" es p-perfecto y (da)-invariante. Las-
secciones de un elemento x = (#;) de un espacio T son los vectores-

”
_f' #; ¢;. Dado un espacio de sucesiones T, denotamos mediante~
i=0

R (T) al espacio

Warih): 0< <1, x € T|.

Si T es g-perfecto o (da)-invariante se sigue que T coincide con:
R (T). Para un espacio T tal que coincida con R (T) definimos la.
A-convergencia de las secciones al elemento del que provienen com
respecto a una topologia U localmente convexa que suponemos defi-
nida sobre T: Las secciones de un elemento » de T A-convergens
a x si

”
lim |lim Ex,‘l"e,- = x
t>1—| =

=0

en donde ambos limites estin tomados en el sentido de la topo-
logia U.

II. A-Topologias

La familia de subconjuntos

1 1
G Ui=x € sa:llxli—l—ﬁf(x)S"j—

conj=1,2 3, .., forman una base de entornos del origen que som
absolutamente convexos y cerrados del espacio sa. Dado un elemento-
# de T, definimos la aplicacién f, : da — T" como f, (h) = h - w
y llamaremos #;% a la imagen mediante f, de U,°, conjunto polar em
da de Uj;, que serd obviamente un conjunto absolutamente convexo,
También es ¢ (T, T)-compacto. En efecto, sea (h*-u: p'€ P) una
red en u;%. Entonces, (h? : p € P) es una red en U que contiene
una subred (que denotaremos igual) que ¢ (da, sa)-converge a umw
cierto ' de U. Sea » un elemento de T. Como u - # pertenece a
sa y como

(B —hu - xy={u -k —u - hx)
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:se sigue que la red (h?-u : p € P) converge débilmente en u,** a
A& - u. Si el espacio T es da-invariante, los subconjuntos de la forma
2% = (h-x: he€U) con » €T, estin contenidos en T y como la
topologia ¢ (T™, T°) induce ¢ (T, T") sobre T, se sigue que #;** son
-¢ (T, T*)-compactos.

DEeriNICcION 1.—Sea T un espacio de sucesiones. Los conjuntos
«(#,°)° con u variando en T" y todas sus intersecciones finitas for-
-man una base de entornos del origen para una topologia localmente
.convexa, la A-topologia, U (T, T"). Si suponemos T (da)-invariante
-proveemos a T" de la A-topologia U (T, T), topologia para la que
torman una base de entornos del origen los conjuntos (#;%%)°, con
2 variando en T, y todas sus intersecciones finitas.

Dado que las A-topologias son compatibles, que sa es un espacio
-de Fréchet y dado que U,° coincide con ¢, siendo ¢ = (1, 1,1, ...),
es obvio que la topologia del espacio sa coincide con la topologia
sobre sa de la convergencia uniforme sobre la familia de subconjun-
‘tos de da formada por los conjuntos #;%, u variando en da, y sus
-uniones finitas.

1II. Completitud y separabilidad

Prorosicion 1.—Si T es (da)-invariante, entonces T" [U (T*, T)]
-es completo. :

DEMOSTRACION. — Sea (u*. p € P) una red de Cauchy en
“T"[U (T, T)] vy, por lo tanto, para la topologia « (T, 9); luego,
-para cada i, existe u* que es el limite de la red (u?: p € P). La
.aplicacién lineal

G.: T [U (T, T)] —>sa[U (sa, da)]

-definida mediante G, (#)'= % -x para cada x de T es continua y
-asi la red

(Gx(uf):p € Py=(u? - x:p €P)

-es de Cauchy en sa que, al ser un FK-espacio, converge a su limite
coordenada a coordenada u* . x en sa. Asi, u* pertenece a T". Ade-
wmis, (u? : p € P) converge a u para U (T", T), pues fijados » de T
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¥ un natural j, existe » de P tal que si p > h

wox -ut-x €U ;
Auego

sup |[(u*x —ub - w,a) | = sup |[((u*—utia-x)| <t
a€ uj" a € u,®
Lema 1.—Si T es (da)-invariante, dado # perteneciente a T%, las

-secciones de # A-convergen a u para la topologia U (T", T).

DeMoSTRACION.—Sea # '€ T. Como & - u pertenece a sa aplicamos
«(iii) para concluir que

lim N o i 17 ep = (xi 0; #7)

* i=0
-f)ara cada ¢ de (0, 1) en la topologia de sa. Entonces, dado un na-
‘tural j, existe un natural =, tal que si n > n,

”
(s u; t) — 2 x;uitie; € Uj

i=0
Tuego

sup

€us
a ul

<1

/ ” \
{ 1) e <21 es (as 27
\(u,t) E u; i ¢;, (a; %)

=0

<y asi, para cada ¢ de (0, 1),

lim Eu,-t"e,-:(u;t").
" i=o

‘Como # - u pertenece a sa, aplicamos de nuevo (iii) para concluir que

lim (x; u; ¢%) = (x; u;)
t>1—

luego, dado un natural j, existe un real ¢, tal que

(xiwi) — (xsu;8) € Up  si {1 <t<1
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Entonces,

sup | (xits) — (x;uitd), (@) |= sup | () — (%), (x| =<1
aeuj" a€ Uj'

ProrosicioN 2.—Si T es U (T, T")-sucesionalmente completo,
entonces T es g-perfecto.

DEMOSTRACION.—Sea # perteneciente a T*. Entonces

”
x = lim |lim E x;tte;
t>1—| n

i=0

@
(Lema 1) = lim [lim Dl (
j 7 =0

R )’ e;] = lijr:n [li”m o (x)]

en la topologia U (T, T?). La sucesion (a™ (#))noo,1,2,.. €5
U (T, T")-Cauchy luego convergente en T a su limite coordenada

a coordenada
(= (=)
x5 .
J+1

Aplicamos el mismo razonamiento a

g(xi(fil);)§i=1.2,

para concluir que converge en T a su limite coordenada a coorde-
nada #. Asi, & pertenece a T.

TeEOREMA 1.—T es p-perfecto si y sélo si es U (T, T")-completo..
DEeMOSTRACION.—Si T es p-perfecto, aplicamos la proposicién 1
aT=T" SiTes U(T, T)-completo, aplicamos la proposiciéon 2.

Prorosicién 3.—Si T satisface T = R (T), entonces T (U (T, Ty
es separable.

DemorrACION.—Consideremos el conjunto numerable

g

” ] i

Epﬁ.").(._*-l)e;: con pf.") racional, #=20,1,2,..., j=1'2'---$
4 J

=0

A=
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y sea x un elemento de T. Para cada n y j, podemos hallar un ele-
amento x™ de A,

W—% (“)(]“i—l) ‘

«werificando

P L L R

‘Del método de prueba del lema 1 se deduce que, bajo la hipétesis

‘T = R (T), las secciones de un elemento de T A-convergen al ele-
mmento para la ‘topologia U (T, T"), por lo que, en particular,

F“,-‘“(""( jil)i)

-para U (T, T"). Asi, es suficiente probar que

= 25) )

con j fijo para saber que

x = lim lim xv
Vi "

1o que prueba la proposicion. Fijemos, pues, un natural j y un ele-

:mento % de T". Entonces,
{5))-
— .
\\Z(x Ps )(7+1) £y

=) +@)

<sup
a€ u’

sup
0
aeuj

Lol )
S A NN
_;x. (j+1) e;, (a; ')/|+¢seu$°

AN
(u 1)/

De acuerdo con la observacién que hicimos sobre la A-convergencia
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de las secciones, tenemos que

2 G o= (=)

hmZ (

por lo que existe un natural =, tal que si # > n, el sumando (1) es
menor o igual que 1/2. Por otro lado, es claro que, para cada
i=0,1,2, ..y para cada j =1, 2, ..., el elemento ¢;/2 pertenece a
U, por lo que el sumando (2) es menor o igual que

Shm—d 1w () e Ve s
] J+1 acu?

R |
s——Z Lagl - il (;;;)-—-—;p,-(x-u)

i=0

dado que # - x se encuentra en sa. Asi, existe un natural n, tal que
si > m, se tiene que

2 1
PR u)S—2--

Tomando 7, = max (n,, #,) se obtiene que

(x‘(iil);)—”"j

se encuentra en (#,)° si n > n,.
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