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In this paper we prove that for any uniparametric family o-. of volume elements 
•on R** with the same total volume, there is an isotopy of R«, •^^, such that 
¥t* (<̂ t) = «-̂  for any i. 

Introducción 

Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensión n. Un 
•elemento de volumen, (j, sobre ella es una lí-forma que no se anula 
í€n ningún punto de M. Se denota por vol<, A el volumen del sub-
Gonjunto A c: M con respecto a (T. Si F (A** M) es el conjunto de 
'elementos de volumen, una familia uniparamétrica es una aplicación 
diferenciable [O, 1] — ^ V (A^ M). 

El objetivo de esta nota es la demostración del siguiente : 

TEOREMA.—Sea UÉ tma familia uniparamétrica de elementos de vo
lumen sobre JR" para los que 

-para todo ¿ € [ 0 , 1 ] . Entonces, existe una isotopía, ^t' R" ^—^ R" 
•satisfaciendo tĵf"̂  (5 )̂ = <S,Q para todo ¿ € [O, 1] . 

Este mismo resultado lia sido obtenido, para variedades cerra
das, por Moser [5] y para variedades compactas con frontera por 
Banyaga en [1] . La necesidad de probarlo en el caso de R"* 
ísurgió mientras se realizal^a ^1 estudio de subgrupos normales de 
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Diff Q (JR~), resultado éste fundamental para la clasificación obten!--
da en [ë]. Asimismo este resultado generaliza, en cierta medida^ 
la demostración de uno de los resultados obtenidos en [2], 

Todos los objetos utilizados en esta nota serán de clase O . 

Lemas preliminares 

Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensión n, Em 
fodo lo que sigue todos los elementos de volumen considerados 
sobre M serán compatibles con su orientación. 

LEMA 1.—Sea tr* una familia uniparamétrica de elementos de vo
lumen sobre M. Si K es una subvariedad compacta conexa de M,-
de codimensión cero, tal que todos los elementos de volumen cff coin
ciden fuera de un compacto contenido en el interior de K y además> 
volfl̂  K = volo^ K para todo t € ¡[O, 1]. 

Entonces, existe una isotopía ^t- M^—>M cumpliendo 

<()í*(a/): :Íd 

para todo t. € [O, 1]. 
DEMOSTRACIÓN.—Puesto que los elementos de volumen ct coinci

den sobre M-int K se puede aplicar [1] y se obtiene así una isoto
pía, <j>í : K —> K, que es la identidad sobre un entorno de ô K ŷ  
cumple <¡>t* (ffí) = 0̂ para todo ¿'€ [O, 1]. Así, la extensión de dicha-
isotopía a M, mediante la identidad, satisface el lema. 

LEMA 2.—Con las mismas hipótesis del lema 1, sea N una sub
variedad de M compacta conexa y de codimensión 1. Sí U es un* 
entorno tubular de N, entonces, existe una isotopía ^t ' M —> M. 
cumpliendo 

^i IM-U = id, >^* (ot) = OQ 

sobre algún entorno de N incluido en U, 

vol^. (,p U+ = vola, Û  y vol^, ,̂p U. = vola.U^ 

donde U+ y U_ representan las dos componentes conexas de U-N. 
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DEMOSTRACIÓN.—Sea U' un entorno tubular de N con cierre coin-
pacto y U' c U. Entonces existe una familia uniparamétrica de fun
ciones diferenciables, F^ : M —> R, y una función diferenciable^ 
G : M —> R, todas con soporte incluido en U' cumpliendo : 

a) G = l , F ,= l 

sobre algún entorno de N. 

b) F , ^ l , G ^ l 

, ^) v°lu4. n U' [(1 - G) «ó + F/ o¡\ = voly^ ^ u' 0̂ 
volu_ ^ u,[(l — G) oo + F/a/] = voly^^ u, oo. 

Por tanto, como el soporte de 

Ge —[(1 —G)oo + F/0/] 

está incluido en U', se puede aplicar el lema 1 a la familia 
(1—G) ^̂  4- Ft (Tí, obteniéndose así una isotopía ^t' M—>• M que 
para todo t € [O, 1] cumple 

(j>jM-P = id y <f>í*{ao) = { l~G)o5 + F,a/. 

Así, por a) se tiene <j)t* (^o) = ^t en un entorno de N. 

LEMA 3.—Sea tr̂  como en la hipótesis del lema 1. Sea {KJi^j, 
una sucesión de subvariedades compactas conexas de M, de dimen
sión n, tales que M '= U K„ K, n K¡ es el vacío o una subvarie-

* ^ i 
dad de M de codimensión 1 incluida en ô K| y en 5 Kj y 

vola, K, = volo^K/ 

para todo t € [O, 1] y todo i. Entonces, existe una isotopía^ 
^^: M'—>. M, de forma que ^¿^ (í^t)'= <y<, para todo í'€ [O, 1]. 

DEMOSTRACIÓN.—Aplicando el lema 2 a cada componente conexa 
de Ô K, se obtiene una isotopía diferenciable, 6t : M —̂> M satisfa
ciendo : 
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a) 6í es la identidad en el complementario de la unión disjunta 
<Íe entornos tubulares de las componentes conexas de ô Kj, para 
todo í. 

b) %^ (ffí) = tr̂  sobre la unión de entornos de las componentes 
conexas de ô K ,̂ para todo i. 

c) vole;(a,) K| = voló. Kf, para todo ¿ € [O, 1] y todo í. 

Por tanto, aplicando el lema 1 a cada compacto K^ se obtienen 
isotopías Ŷ  • Ki — ^ Ki, de forma que Yt ^s la identidad sobre un 
•entorno de ô Kj y 

sobre K¿. Así, se puede definir una isotopía global, YÍ • M —> M, 
mediante Y* |K. = Yt- Así, la isotopía ^^ = 6̂  Ye demuestra el lema. 

Demostración del teorema 

Ahora se está en condiciones de probar el teorema. 
Se denota por M| el tt-disco cerrado de R"- de centro el origen y 

radio í. Se tiene 

RH = M M,' y Mi d int M.+j 

para cualquier i. 
Ahora se construirán inductivamente familias uniparamétricas de 

elementos de volumen, tí*¿, e isotopías 4>*¿ * R" — ^ R** de manera que 

para cualquier i y para todo t € {O, 1] . 
Sea Nj un entorno de M^ con cierre compacto incluido en int Mg.. 

Evidentemente, existe una familia uniparamétrica de funciones dife-
renciables, iit^: R"—> (O, oo), de manera que para todo ¿ € [ 0 , 1 ] 
satisfacen : 

a) \x € R^ :^/i(j^)4:lj C i n t N , 

b) VOl{ti a¿ Mj = VOlo| M, 

c) volji< ô  sop (a/ — \u^ Oi) = voícr̂  sop (ae — |i/* (5Í) 

d) vol^i a^iE" - Mj) =r volaj (R»* — Mj). 
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Si llamamos <IÍ̂  a la familia uniparamétrica de elementos de vo
lumen \Lt^ <Tf, se puede aplicar el lema 1 a <Tt — <JÍ̂  y obtener así una 
isotopía <j>t̂  : R" •—> R" que es la identidad sobre un entorno de 
R*» — Ni y verifica <|)Í̂ ^ (d,) = a,\ 

Sea N3 un entorno de M3 — M^ con cierre compacto e incluida 
en int (M^ — M^) y tal que N2 íl Ni = 0 . Como anteriormente^ 
existe una familia uniparamétrica de funciones diferenciables^ 
i[jLí̂  : R" —> (O, bü), cumpliendo : 

c') vol 2 ^1 s o p (|jLí* O/' — 0/1) = vol 1̂ s o p (|i/* 0/1 — a/1) 

d') volj^s ^. ( F ^ - M3) = voí^^ ( Rn __ M3) 

para todo t. € {O, 1] . 

Definiendo (jf como la familia uniparamétrica de elementos de-
volumen \it^ (Tt̂  y aplicando el lema 1 a (Jt̂  — Gt^ se obtiene una iso
topía, ^t^ : R"* —> R", que es la identidad en un entorno de R^ — N^. 

^satisfaciendo ^t^^ (dt^) = crt̂ . 

Por tanto, procediendo inductivamente, se obtienen las familias-
uniparamétricas de elementos de volumen, a^, y las isotopías, <^\, 
deseadas. 

Ahora, por la construcción de las isotopías <|)*f se puede definir 

una isotopía global, ^t ' R" —> R**» mediante <()t y. = ft- Así, se 

tiene. 

^^'0;ra,) ( ^ 2 í,i - M , ,_,) = vola, f (M, ^^, ^ M^ ^^) = 

= vol.^-^i (M, ,^, ^ M , ,_^) = vol,^ (M, ,^, - M^ ^^) . 
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Aplicando el lema 3 a la familia uniparamétrica de elementos de 
volumen ^¿^ (<st) y la sucesión de compactos 

|J(mtM,,,,,-^M,,_,) 

se obtiene una isotopía ^\ '- R" —> R" tal que 

<j)'í* (j)t* (^/) = ^0 y '^t = ^t ^\ 

da la isotopía deseada. 
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