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In this paper we prove that for any uniparametric family o, of volume elements
on R® with the same total volume,  there is an isotopy of R=, $,, such that

¥, (0,) = o, for any .

‘Introduccién

Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensién n#. Un
elemento de volumen, o, sobre ella es una #-forma que no se anula
en ningtin punto de M. Se denota por vol, A el volumen del sub-
«conjunto A< M con respecto a ¢. Si T' (A" M) es el conjunto de
€lementos de volumen, una familia uniparamétrica es una aplicacion
diterenciable [0, 1] — T (A® M).

El objetivo de esta nota es la demostracién del siguiente:

TEOREMA.—Sea o, una familia uniparamétrica de elementos de vo-
Tumen sobre R® para los que

vols, R# = vols, R”

para todo t € [0, 1]. Entonces, existe una isotopia, ¢,: R* — R*
satisfaciendo ¢,* (s;) = o, para todo t'€[0, 1].

Este mismo resultado ha sido obtenido, para variedades cerra-
das, por Moser [5] y para variedades compactas con frontera por
Banyaga en [1]. La necesidad de probarlo en el caso de R"
surgié mientras se realizaba el estudio de subgrupos normales de
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Dift® (R"), resultado éste fundamental para la clasificacién obteni-
da en [4]. Asimismo este resultado generaliza, en cierta medida,.
la demostracién de uno de los resultados obtenidos en [2].

Todos los objetos utilizados en esta nota serin de clase C=.

Lemas preliminares

Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensién n. En
todo lo que sigue todos los elementas de volumen comnsiderados.
sobre M serin compatibles con su orientacién.

LemMA 1.—Sea ¢, una familia uniparamétrica de elementos de vo-
lumen sobre M. Si K es una subvariedad compacta conexa de M,.
de codimensidén cero, tal que todos los elementos de volumen o, coin-
ciden fuera de un compacto contenido en el interior de K y ademas.
vol,, K = vol,, K para todo %€ [0, 1].

Entonces, existe una isotopia ¢,: M —s M cumpliendo

q’t* (6)=0p ¥ ¢t | M-int k = id

para todo ¢ € [0, 1].

DEMOSTRACION.—Puesto que los elementos de volumen e; coinci-
den sobre M-int K se puede aplicar [1] y se obtiene asi una isoto-
pia, ¢,;: K —> K, que es la identidad sobre un entorno de 3 K y
cumple ¢,* (s;) = 6, para todo ¢€ [0, 1]. Asi, la extensiéon de dicha
isotopia a M, mediante la identidad, satisface el lema. '

LeMa 2.—Con las mismas hipétesis del lema 1, sea N una sub-
variedad de M compacta conexa y de codimensién 1. Si U es um
enforno tubular de N, entonces, existe una isotopia ¢,: M —s M
cumpliendo » :

¢t '“-u = id, \q)t* (Of) =GOy
sobre algtin entorno de N incluido en U,

VOI¢T (o) U,=vols,U, ¥y vol¢r (op U= = volg, U_

donde U, y U_ representan las dos componentes conexas de U-N.
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DEMOSTRACION.—Sea U’ un entorno tubular de N con cierre comi-

pacto y U’ © U. Entonces existe una familia uniparamétrica de fun-
ciones diferenciables, F;,: M — R, y una funcién diferenciable,
G: M — R, todas con soporte incluido en U’ cumpliendo:

a) G=1, F,=1
sobre algtin entorno de N.

b F,<£1, G<£1
c) ,V°1U+nw[(1—G)°o+th°t]=V°1u+nU'°o_

voly_ q uld — G) oo+ Fror] = voly_ /0.
Por tanto, como el soporte de

6o — [(1 — G) 65 + F: 0]

estd incluido en TU’, se puede aplicar el lema 1 a la farhilia
(L — G) oy + F,0;, obteniéndose asi una isotopia ¢,: M —s M que
para todo ¢€ [0, 1] cumple

O lmu—w=1id 'y ¢ () = (1 —G)og+F:o:.
Asi, por a) se tiene ¢* (s,) = o; en un entorno de N.

LeMA 3.—Sea o, como en la hipbtesis del lema 1. Sea {K}ix,
una sucesién de subvariedades compactas conexas de M, de dimen-
sién n, tales que M= U K;, K;N K, es el vacio o una subvarie-

iX1 .

dad de M de codimensién 1 incluida en 0 K; y en 0 K; y

volg, K; = volat K;

para todo t€[0,1] y todo i. Entonces, existe una isotopia,
¢: M—> M, de forma que ¢* (¢;)'= o, para todo ¢€ [0, 1].

DEMOSTR.;ACI'lC')N.,-—Aplicandoy el lema 2 a cada componente conexa
de d K, se obtiene una isotopia diferenciable, 8,: M —s> M satisfa-
ciendo:



196 FRANCISCA MASCARO

a) 6, es la identidad en el complementario de la unién disjunta
de entornos tubulares de las componentes conexas de O K,, para
todo .

b) 6* (s;) = o, sobre la unién de entornos de las componentes
conexas de 0 K;, para todo 1.

c) volg¥(e,) K; = vol,, K;, para todo ¢€ [0,1] y todo i.

Por tanto, aplicando el lema 1 a cada compacto K; se obtienen
isotopias v): K;—— K,, de forma que ¥’ es la identidad sobre un
entorno de 3 K; y

Tti‘ 0:* (5e) = gy

sobre K,. Asi, se puéde definir una isotopia global, y;: M — M,
mediante v, IK; = v%. Asi, la isotopia ¢, = 6, vy, demuestra el lema.

Demostraciéon del teorema

Ahora se estd en condiciones de probar el teorema.
Se denota por M; el n-disco cerrado de R" de centro el origen y
radio 7. Se tiene

R’*:UM; y  M;cintM,
ixt

para cualquier .
Ahora se construiran inductivamente familias uniparamétricas de
elementos de volumen, oY, e isotopias ¢%: R* —» R" de manera que

¢‘t* (c té—l) = o/

para cualquier ¢ y para todo ¢€ [0, 1].

Sea N, un entorno de M, con cierre compacto incluido en int M,.
Evidentemente, existe una familia uniparamétrica de funciones dife-
renciables, u,': R® —» (0, >0), de manera que para todo ¢'€[0, 1]
satisfacen:

8) fx €R* ipt () £ 1} CintN,

b) volp; o, My = volg, M,
c) volp; o, S0P (o: — p A 6) = volg, s0op (o: — wet o)

d)  volura, (R* — My) = vola, (R* — My).
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Si lamamos ;! a la familia uniparamétrica de elementos de vo-
lumen p,* o,, se puede aplicar el lema 1 a ¢, — q,* y obtener asi una
isotopia ¢,!: R"——» R® que es la identidad sobre un entorno de
R* — N, y verifica ¢,* (5;) = o, .

Sea N, un entorno de M, — M, con cierre compacto e incluido
en int (M,—M,) y tal que N,NN, = @. Como anteriormente,,

existe una familia uniparamétrica de funciones diferenciables,
g R — (0, 00), cumpliendo:

a') jx:x €R®, pl(x)FE1{CintN,
b) Vol (My — My) = vol, (Mg — M,)

' 25 — gl)= 251 — g1
c’) "°'pjo; sop (pAo’ — o vol s sop (pf o' — of')

) ol 2 (R® — Mg) = vol, (R™ — My)
para todo ¢ € [0, 1].

Definiendo ,2 como la familia uniparamétrica de elementos de
volumen p,? ¢, y aplicando el lema 1 a ¢, — ¢,2 se obtiene una iso-
topia, ¢,*: R*—— R®, que es la identidad en un entorno de R* — N,

~satisfaciendo  ¢.** (s;') = o2

Por tanto, procediendo inductivamente, se obtienen las familias
uniparamétricas de elementos de volumen, o', y las isotopias, ¢,
deseadas.

Ahora, por la construccién de las isotopias ¢ se puede definir
una isotopia global, ¢,: R —» R", mediante ¢; |x, = ¢%. Asi, se
tiene,

vol¢;|= (o) M, = vol¢:* ©,) M, = volq; M; = vol, M,

v°l¢t*(v,) M, 4, — M, ) =volo, ¢ My — My )=
= vols, ¢, ¢, (M My )=

M,; )=

2841

= VO‘¢§+]* ¢:.* (°t) (Mz vl

= vol¢:"”* ¢‘t'*... ,5:* (o)) My, — M,y ) =

= vo'a;.“ My 4y — M, ) = volg, My =M, )
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Aplicando el lema 3 a la familia uniparamétrica de elementos de
volumen ¢,* (s;) y la sucesiéon de compactos

(int M
ix1

2i41 M,y

se obtiene una isotopia ¢’;: R® — R" tal que

¢ O @)=10 ¥ de=4¢, s

da la isotopia deseada.
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