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C. Martinez (1980) define en la tesis doctoral dos clases de grupos localmente
‘finitos []-resolubles, siendo IT un conjunto de primos fijo. En la primera de ellas,
‘M, se impone la conjugacién de los o-subgrupos de Sylow para todo subcon-

junto o de [I. En la segunda clase, SM, se exige ademis la conjugacién de los
IT-subgrupos de Sylow y de los p’-subgrupos de Sylow para p € II. Se llega a
.construir en estas clases una teoria de formaciones saturadas.

En este trabajo, empleando los resultados de Hartley (1971) y (1972), amplia-
remos el conocimiento de la estructura de Sylow de estos grupos. Se probarad
-que no es necesario imponer la conjugacion de los p’-subgrupos de Sylow, obte-
niéndose la conjugacién de todos los r-subgrupos de Sylow si = D [I’, impo-
niendo sélo la conjugacién de los J]’-subgrupos y de los o-subgrupos de Sylow
-para o C JII.

C. Martinez (1980) defined two classes of locally finite II-soluble groups, where
I is a fixed set of prime numbers. In the first class, &M, it was imposed the

.conjugacy of the Sylow o-subgroups for every o C JI. In the second class, M,
was also imposed the conjugacy of Sylow r-subgroups, where r =]’ or r = p’
with p€ [I. A theory of saturated formations in both classes was developed.

In this paper, using the results of Hartley (1971) and (1972), we prove that it
is not necessary to impose in the second class M, the conjugacy of Sylow p’-
subgroups. We also prove that the conjugacy of Sylow r-subgroups, for r = II
.or v = JI’ implies the conjugacy of Sylow o-subgroups for o D JI’, particulary
for o = p’ with p € II.
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1. Introduccién

Todos los grupos considerados en este trabajo son localmente
finitos. Decimos que un grupo es o-grupo si todos sus elementos
son s-elementos, entendiendo por e-elemento aquel cuyo orden sélo
es dividido por primos de . Un e-subgrupo de Sylow significa sim-
plemente un e-subgrupo maximal. Usamos II para denotar un con-
junto de primos fijo, del cual depende la definicién de las clases
consideradas. Para designar otros conjuntos de primos arbitrarios
usaremos o, T, etc.

Comenzamos dando las definiciones que se usardn mis frecuen-
temente a lo largo del trabajo.

(1.1) DEFINICION.

a) Sea M la mayor clase S-cerrada de grupos localmente finitos
verificando :

(M.1) Si G€ M, G posee una serie de longitud finita
1=G,<6G,<J..<9G, =G 1y

en la que cada factor G;/Giy, 21=1,2, ..., » es un II'-grupo o um
MI-grupo localmente nilpotente. (
(M.2) Si H <G, los e-subgrupos de Sylow de H son conju-
gados en H para ¢ CII.
b) Sea M la mayor subclase S-cerrada de M satisfaciendo:
(M.2) Si H <G, los s-subgrupos de Sylow de H son conju-
gados en H, para

s€Q={r/rcOIU{I'}U{2/p€Tl}

Las definiciones que damos a continuacién se deben a Hartley
(1971) y (1972).

(1.2) DEFINICION. )
a) Un grupo G se dice =-separable si y sélo si tiene una serie
finita
1=G,<6,9..<5G, =G

siendo cada uno de sus factores un =-grupo o un =’-grupo.
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b) G se dice =-separable superiormente si su =-serie superior-
{P.} definida por:

Po=1, ?a+1/Pa '—“On’n(G/Pu), Pp,: UPa
alp

para ordinales « y ordinales limite p, termina en G.

c) G€ D, <> los n-subgrupos de Sylow de G son conjuga--
dos en G. También se dice que G es Sylow =m-conexo.

G€ D, <> G es un grupo contable y G € DN L D*.

GE€B, <> G es un L D*-grupo contable y Syl (G) es con--
fable.

Si G'€ D3 se dice también que G es Sylow =-integro, siendo-
como es usual D% la mayor subclase S-cerrada de D,.

Se dice que un grupo G es Sylow =-sparse si | Syl (H) | < 2=
para todo subgrupo H de G que sea contable.

d) Sea R la clase de los grupos G que poseen un subgrupo-
normal abeliano N con G/N finito y existe un entero # > 0 tal que
para cada primo g, un g¢-subgrupo elemental abeliano de N tiene-
orden < ¢*. Sea R, la clase definida por:

G € R, <> todo subgrupo localmente nilpotente de G perte--
nece a R.

2. Primeros resultados

A continuacién enunciamos algunos resultados obtenidos al apli--
car a nuestras clases de trabajo otros mis generales de Hartley
(1971).

(2.1) Todo grupo =-separable y Br-grupo es un D.-grupo. La:
clase de los Dr-grupos m-separables es Q-, S-cerrada y cerrada para
extensiones por grupos m-separables finitos. ’

En particular obtenemos que la extensién de un M-grupo con--
table por un grupo finito I-resoluble sigue siendo un EM-grupo..

Siendo

01z (G) = 0x (G), 0%z (G) = Or, ' (G); 0% (G) = Ox, =",z (G)

y asi sucesivamente, se tiene:
(2.2) Sea G un M-grupo contable. Entonces

1G:06 (G < y 0%(G)0%(G) € Ry
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-para cualquier ¢ S II. Si ademis ¢ es finito,
1G:0%(G) | <o y 0% (G)/0% (G)

-satisface Min.

Hartley (1972) demuestra este resultado sustituyendo la =-separa-
“bilidad por la m-separabilidad superior.

(2.3) Sea G contable satisfaciendo la propiedad la propiedad
{(M.1). Entonces G€M si y sélo si Syl, (G) es contable para
todo ¢ S 1I.

(2.4) La extensiéon de un SM-grupo cuyos s-subgrupos de Sylow,
-e¢ &1, satisfacen la condicién del normalizador por un grupo finito
M-resoluble sigue siendo un ‘M-grupo.

El resultado (2.1) asegura que para grupos contables =-separa-
“bles, D, y B son equivalentes.

Esto es ampliado por un resultado de Hartley (1972) donde se
-asegura que D% y Sylow p-sparse son equivalentes y para grupos
-m-separables, Sylow =-sparse y 9D°; también son equivalentes.

Por tanto en TM-grupos son equivalentes Sylow e¢-sparse y D%
-para s S 11 o ¢ = I,

(2.5) Sea G€ D% y K < G. Entonces los s-subgrupos de Sylow
-de G/K son los grupos SK/K con S € Syl, (G).

Como consecuencia de este resultado no es necesario imponer en
(M.2) de la definicién de M, que

G = S’ S}' = Spp S

. obteniéndose como consecuencia.
En efecto, usando induccién sobre la longitud de la serie (1) y
.el hecho de que para N- <2 G los s-subgrupos de Sylow de N son
.de la forma SN N para S€ Syl,(G), el resultado es obvio para n = 0.
Por hipétesis de induccién

G, ,=e NG, ) (S NG, ,)

.con ¢'=p o e =1II. Luego G,; < S; Ss.
Si G/G,_, es un II’-grupo, como

S G, ,/G,_, € Sy (G/Gu.y), G=Sm G,

-1

“luego G = Sy Sp.
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Si G/G,., es un II-grupo localmente nilpotente G = Sy G,_,,
luego de nuevo G = Sy Sp. También

G/Guy ==(Sp G,_,/ G,_,) (Sp G,/ G.;)

por la local nilpotencia. Luego G = S, S,.

3. Resultados principales

Veremos ahora el resultado fundamental segfin el cual (M.2)
puede sustituirse por (M.2): G€ D%, para ¢ S1I o ¢ .= II'.
Se deducird ademéis que G'€ D* para ¢ 2 II'.

(8.1) TeorEMA.—Sea G un grupo localmente finito satisfaciendo
(M.1) y M.2) w(G) ==,U ..U, es una particién de w (G) con
m=I'Nw(G) y =, ..., m, S II y mutuamente disjuntos, entonces:

Si = es cualquier unién de conjuntos m;, entonces G es Sylow
wintegro (w (G) = {p/p es primo y p/o (¥) para un x de G}).

DEMOSTRACION. — Sabemos que G es mw-separable para i =
=1, 2, oo 7.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad ===, U ... U m.
Para probar que G € D*; podemos suponer G contable y como las
hipétesis se heredan por subgrupos, es suficiente probar que G*€ D-.

Por ser G m;-separable para todo i, G es t-separable, luego posee
una serie normal cuyos factores son =-grupos o t-grupos. Usando
induccién sobre tal serie y el resultado de Hartley (1972) que nos
asegura que si G'€ L D%, G es Sylow t-sparse y K I G, entonces
'G/K es Sylow t-sparse, podemos suponer que G contiene un sub-
grupo normal que es t-grupo o t-grupo y G/N€ D.. Si N es
=-grupo, es inmediato que G € D.

En otro caso sean S, T € Syl (G). Como G/N es Sylow =-
conexo, existe #'€ G tal que (S* N/N, T N/N) = U/N es r-grupo.
Puesto que U/N es contable, existe un r-subgrupo V de U tal que
U=VN, VAN=1

Sea Y cualquier subgrupo de V. Entonces Y satisface (M.1) y
(M.2), luego Y = (Y, ..., Y;) donde Y; es un m-grupo.

Ahora N Y, es m-Sylow sparse por hipétesis, luego por el resul-
tado Hartley (1972) existe un subgrupo finito F, de Y, tal que
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Cy (Y;) = Cy (F;). Entonces
v = [ enwy= [ cniFy=cu(F)
i=1 =1

donde F = (F,, ..., F,) es finito.

De nuevo por el resultado (4.3) de Hartley (1972) U= NV es
Sylow <-conexo. Luego S* y T que son t-subgrupos de Sylow de
U son conjugados en U y por tanto S y T son conjugados.

Concluimos por tanto que G'€ M si y sélo si G satisface (M.1)
y (M.2) y en este caso G'€ D% para todo ¢ 2 I’

Teniendo en cuenta que un grupo =-separable que contiene um
subgrupo de indice finito Sylow =-sparse es Sylow =-integro, con-
cluimos :

(8.2) CoroLarR1I0O.—Sea G localmente finito, HI G, He€ M
(M) y G/H finito I-resoluble. Entonces G € M (G € ).

Como consecuencia del corolario (C.1) de Hartley (1972) que
dice :

Sea G =m-separable superiormente y localmente =-resoluble y Sylow
m-sparse. Entonces los w-subgrupos de Sylow de G/0 (G) son con-
tables. Si = es finito, entonces G/0x - (G) es contable. Obtenemos:

Si GEM y ¢ S 1, entonces los o-subgrupos de Sylow de
G/0, (G) son contables y G/0,(G) y G/0, ,(G) son contables
para p€II.

(3.3) TreoreEmMA.—Sea G II-separable y localmente II-resoluble.
Entonces:

a) G€ M siy sélo si G es Sylow o-sparse para todo ¢ C II.

b) GE€M siy sélo si G es Sylow o-sparse para todo ¢ S II y
¢ 21" si y sélo si G es Sylow e-sparse para todo s S 11 y o = II'.

DEMOSTRACION. — Supongamos G Il-separable y satisfaciendo
(M.2). Nos falta ver que G satisface (M.1).

Consideremos la serie 1 =G, <G, =... <G, =G con cada
factor II-grupo o II’-grupo.
~ Si H = G;/G,_, es un ‘H—factof, es localmente resoluble y com-
pletamente Sylow sparse. Luego es un U-grupo y posee una serie
con factores localmente nilpotentes.
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(8.4) TeorEMA.—Sean G, y G, € M (M). Entonces G, x G, €
€ M ().

DeMosTrACION.—Puesto que se satisface (M.1) obviamente, bas-
ta ver que G'= G;ix G, es Sylow s-integro para todo s S1I (s = IT").

Sea H<G,S, T o-subgrupos de Sylow de H. Podemos supo-
ner H = (S, T). Como

H/H N G;) = H G,/G, == Gy,

los e-subgrupos de Sylow de H/(H N G,) son conjugados. Pues-
to que

SHNG)MHNGy) y THNG(HNG)

son s-subgrupos de Sylow de H/(H N G,), existe un k€ H tal que
(S", T) (HNK,))/(HNG,) es o-grupo. Sea L = (S* T).

L/L N GY=<L(H N G)/HN Gy)

es o¢-grupo. Similarmente existe k€L tal que M = (S", T),
M/(M N G,) es s-grupo.
También
M/M N G)=M(L N G/L N Gy

es s-grupo y G, N G, = 1. Luego M, que es subgrupo de H, es
s-grupo. Por tanto M = T = S,

También podemos asegurar por el trabajo de Bryant (1979):

— M contiene la clase de los grupos localmente finitos II-reso-
lubles y s-separables que pertenecen a M, N M, para todo ¢ S II.

Finalmente, segiin el trabajo de Holt (1980), se tiene:

— Sea G un grupo localmente finito MH-resoluble. G € M si y
s6lo si G satisface (*6) y (*¢’), y es c-separable para todo ¢« C II;
siendo la propiedad (¢ ) definida por: G satisface (*¢) si siempre
que H; ('€ N) es una serie ascendente de s-subgrupos finitos de G
y K; (i€ N) es una serie descendente de ¢’-subgrupos de G con
H; < N (K)) para todo i, entonces para todo » suficientemente grande

Ck,,, (Ha) = C,,, , (Huyy)-
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