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In this paper we give representations of the spaces of infinitely differentiable
functions with values in a separated locally convex topological vector space
B, (2, E), B, (Q, E) and D (K, E), using spaces of sequences.

Si A es un subconjunto de un espacio topolégico X, 4, Ay dA
-denotaran el interior, la clausura y la frontera de A respectivamen-
te. Todos los espacios vectoriales que se usaran a lo largo del tra-
‘bajo estin definidos sobre el cuerpo C de los niimeros complejos.
Con la palabra espacio vamos a designar espacio vectorial topolé-
gico localmente convexo y separado. Si E y F son dos espacios
isomorfos escribiremos E ~ F. Diremos que un espacio es local-
mente completo si todo subconjunto acotado de él estd incluido en
un disco de Banach. Si E es un espacio E’ denota su dual topold-
-gico. Denotaremos por N el conjunto de los enteros positivos.

Por R" designaremos el espacio euclideo de dimension n. Si x
pertenece a R® escribiremos | x| para la norma euclidea de #. En
cuanto sigue usaremos las notaciones de L. Schwartz (véase [12]
y [13]) v los espacios 6 (Q, E) y D (Q, E), donde Q es un abierto
de R*, Q es un compacto de R" y E es un espacio. Para espacios
de sucesiones de Banach seguiremos las notaciones de [9]. Si E

~ (*) El presente trabajo ha sido realizado bajo la direccién del Prof. Dr. Ma-
nuel Valdivia en el Departamento de Teoria de Funciones de la Facultad de
Matematicas de la Universidad de Valencia.
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es un espacio se usaran los espacios de sucesiones vectoriales biemw
conocidos ¢, (E), m (E), s (E), donde s es el espacio de Fréchet de
las sucesiones de decrecimiento réapido.

Para las propiedades elementales de la integracién de funciones.
con valores vectoriales referimos a [11], pags. T4-78. Si Q es un
cubo compacto de R* y E es un espacio denotamos por & (Q, E)
el espacio vectorial de todas las funciones definidas en Q con va-

lores en E infinitamente diferenciables en é tales que la funcién
y todas sus derivadas parciales se pueden extender continuamente
a todo Q. Se dota a dicho espacio de la topologia definida por la
siguiente familia de seminormas: Si e es un multi-indice y ¢ es una
seminorma continua en E, entonces

R (2, 9) (f) = sup |g (D= f(x)/x € Qf

para cada f€ & (Q, E).

En lo que sigue necesitaremos los siguientes resultados: (a)
Sean E y F dos espacios. Si existe f: E—» F una aplicacién
lineal, inyectiva y continua, y existe g: F—— E una aplicacién li-
neal y continua tal que g - f es la identidad de E, entonces f (E) es
un subespacio complementado de F, topolégicamente isomorfo
a E. [8], pag. 123. (b) Sea E un espacio localmente completo y Qb
un cubo compacto de R* entonces 6 (Q, E)~ D (Q, E) ~s (E).
[2]. (c) Sea E un espacio, sea P un cubo compacto de R* y Q un
abierto de R™ tal que Q D P. Entonces existe W: 6 (P, E) —
—— € (Q, E) un operador lineal y continuo tal que si g es un ele-
mento de € (P, E) entonces la restricciéon de W g a P coincide com
g. [2]. (d) Sea E un espacio. Si G es isomorfo a un subespacio com-
plementado de s (E) y contiene un subespacio complementado iso-
morfo a s (E), entonces G~ s (E) [14].

Sea Q un abierto de R* Consideraremos la particién de la unidad
de Q dada por Valdivia en [16]. Concretamente si Q@ = R* conside-
ramos todos los cubos de la forma

Moty o) € R7a; < 2;<aj+ 1,4 esentero, ;=12 ..,n (1)

ordenados en una sucesién (B,) de elementos distintos. Si Q = R?,
sea @B, la familia de los cubos de la forma (1) incluidos en Q tales
que si Q€&B, la distancia de Q a R*~ Q es mayor o igual que
V 7. Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obteni-



REPRESENTACIONES DE LOS ESPACIOS B, (O, E) v B, (Q, E) 148

do las familias de cubos $B,, h = 1, ..., k. Representamos por B,
la coleccién de todos los cubos de la forma

Jeys ooy 20m)]aj[2F < x; < (a;+ 1)/2%,a; entero, j=1,...,n|

contenidos en Q tales que si Q € 8B, su distancia a R*~ Q es mayor-
o igual que ¥ #/2* y Q no esti contenido en ningfin elemento de

By, h =1, ..., k. Ordenamos los cubos de U B, en una sucesidm
k=1
(B,) de elementos distintos.

En cualquiera de los casos considerados para Q, sea

aj (r) a; (r)+1 .
B, = (% «c.rXn) € R”/WS ij—1—2k~(-r—)————, J=1,...,n¢,

donde @; () es un ntmero entero y k (r) es un entero no negativo,.
7=1,..,7n Sea (p,) la sucesién de longitudes de las aristas de-
(B,). Sea

4 4 | 4 4 1»
I:[...Ll]n’ J=[—'EYH| ) L=[‘——5~\'s_] .
Sea ¢,: R* —» R la aplicacién definida por

v

2a,(r)+1 5 2a,(r)+1 b
Or (%5, 0y %) =( 2'1&(,)+1 ok (s X1 o T 9k(r)H1 + 9k (r)13 x”) -

Obviamente ¢, (L) = B,. Denotamos ¢, (I) = A, v 9. (J) = C,. Se

tiene que
o0 L °
e=Us=U=4.
r=1 r=1

Ademis a lo sumo 4" + 1 elementos de (A,) tienen interseccién no-
vacia, y cada C, corta a un solo elemento de (A.,).

Sea o una funcién real definida en R" de clase C* estrictamente

positiva en f y nula en R*~ f Si definimos

(¢ o 0, (x)

Do oui M@
=1

er ) xEQ,
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se tiene que (@,) es una particién de la unidad en Q de clase C=.
El siguiente resultado puede ser encontrado en [16]: (e) Sean p
y m dos enteros positivos tales que 277 es la longitud de la arista
-de un término de (B,). Si la arista de B,, tiene una longitud menor
que 27? entonces la distancia de B, a R*~ Q es menor o igual que
Vo
Ok (m)—2
Sea E un espacio. B (R*, E) viene definido en [13] como el
-espacio vectorial de los elementos de & (R", E) tales que para cada
multi-indice « y para cada seminorma continua ¢ de E se cumple que

sup }a (Da f(x))[x € R™{

-es finito. Sea Q un abierto de R" Definimos B, (Q, E) como el
-espacio vectorial de todos los elementos de & (Q, E) tales que para
cada s >0, « multi-indice y ¢ seminorma continua en E existe
K < Q un compacto tal que si » ¢ K entonces ¢ (D* f (%)) <e. Se
le dota de la topologia definida por las seminormas

Q(g, o) (f) =sup |g (D2 f (x))/x € Qf,

donde « es un multi-indice y ¢ una seminorma continua en E. De-
finimos &, (Q, E) como el espacio vectorial de los elementos de
-8B (R", E) nulos asi como todas sus derivadas parciales en R*~ Q.
Le dotamos de la topologia definida por las seminormas

Q(g,a) (f)=sup ¢ (Da f(x)).
£€Q

Si Q=R B, (Q, E) = B (R, E). El espacio &, (Q) fue definido
-por Dierolf y estudiado por Dierolf y Voigt. (Véase [5] y [6].)

LeMA 1.—Sea f€ B, (Q, E). Sea f la funcién definida en R* con
valores en E que coincida con f en Q anulindose en R*~ Q. Enton-

«ces ] € B, (Q, E). Y en este sentido identificaremos B, (Q, E) como
un subespacio de &B, (Q, E).

DEMOSTRACION.—Basta probar que fi€ & (R*, E). Supondremos
Q 5% R*. Obviamente si para cada « extendemos D* f a todo R* dan-

.dole el valor 0 en R"~ @, la nueva funcién DT f es continua. Elegi-



REPRESENTACIONES DE LOS ESPACIOS B, (2, E) v &, (Q, E) 145

mos 4€ {1, ..., n}. Sea x, un punto de la frontera de Q. El lema
se sigue si demostramos que

lim f:-(xo"{‘;“l') "‘i(xo) = 0.
h>0 k

Dado #, +'he¢;€Q determinamos #, en 0Q tal que |x, + he;—z, |
coincide con la distancia de %, + he; a R*~ Q. Obviamente el
segmento
b
[vottesx[CQ vy %ot bei—x | < |2].
‘Sea 9: [0, 1] — R* tal que
()= —8)x,+2(xg+ %2e5).

Denotando por ¢; sus funciones coordenadas se tiene que

1
u(f(xot+he=(uofoeq) (1)—-(uofocp)(0>=f(uofoqo)'(t)dt—
1 ” °
=fu[Z: D; 7 (¢ (®) <p',.(t)]4t
0 7=

para cada € E’, luego

1 ”
Slxothe)= f[Z: D;f (¢ ) &; () ]dt
0o L/T
y si ¢ es una seminorma continua en E entonces

g ot hed) Snlxgthe;—x | sup sup ¢ (D7 (p (),

i=1-n te[o,1]

por tanto

fentha) ~
I\T ) <n sup sup ]q(Djf(cp(t)))-

i=1-n tefo,1

De donde se sigue lo pedido.
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Sea (p,) una sucesiéon de ntmeros reales positivos. (Por ejemplo
las longitudes de las aristas de los cubos (B,) del recubrimiento del
abierto Q construido previamente.) Si E es un espacio se define:

A (B)=Y(x,) CE[ lim p,"% g (x,) =0

para cada k€ N'U {0} y cada seminorma continua g en E}.

A (E) = {(x,) CE[supp,~*g (%) <+ o
r

para cada k€ N U {0} y cada seminorma continua ¢ en E}.
Se dota a dichos espacios de la topologia definida por las semi-
normas

Q (%, 9) (%)) = sup p,~* g (x).

En [3] son estudiados estos espacios en un contexto mucho mas:
general,

La demostracién del siguiente lema se obtiene directamente a
partir de las definiciones y seri omitida.

Lema 2.—Si E es un espacio entonces

(s (E) =2 s(he(E) ¥y Ay (s(E)) =25 (A (E)).

1. Representaciéon de los espacios B, (2,E) y 3B, (2,E)

Sea Q un abierto de R™ y sea (p,) la sucesién de longitudes de
las aristas de los cubos (B,) definidos anteriormente. Considerare-
mos los espacios 1, y A, asociados a esta sucesion. :

Si fe€ B, (Q, E) definimos f,: I— E tal que f, (#) = f (o, (%))
para cada # '€ I. Obviamente f, € & (I, E).

ProrosiciON 1.—Si f€ B, (Q, E) entonces (f,) €1, (6 (I, E)) ¥y
si } € B, (Q, E) entonces (f,) € X, (¢ (I, E)).

DEMOSTRACION.—a) Si @ = R” el resultado se sigue facilmente,
pues en este caso

MN(ELE)=0c(EMLE) y Ay (E(,E)=m(E(,E).
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Consideremos Q 54 R”. Sea « un multi-indice, £ un entero no nega-
tivo, ¢ una seminorma continua en E y ¢ > 0. Existe K, < Q un
compacto no vacio tal que
1 1 &

¢ (DB Da £ (2)) S?(m) e
para cada multi-indice B tal que |B| = & y para cada z€Q~ K,.
Sea § la distancia de K, a R"~ Q. Existe p'€ N tal que 27? es la
longitud de la arista de algn miembro de la sucesién (B,) y
W n2-? <3 Sea K, ©Q un compacto tal que K, DK, y si
2€ Q~ K, entonces 2 g (D* f (2)) << e. Existe #, tal que si r > r,
entonces A, N K, '= @. Sea r>r, y 2€ A,. Si la arista de B, tiene
longitud mayor o igual que 2-? entonces

pr % g (D% fr (9,71 (2)) = (%) - prktlalg(Def(3) < p/ % g (Do f () <
<2 g (Daf(z) e
Por tant'é
pr% :,-uept 7 (D2 fi(x)) <e.

Si p, la longitud de la arista de B, es menor que 2-? entonces por
el resultado (e) la distancia de B, a R*~ Q es menor o igual que
W m 2™ siendo o, = 2%, Sea #,€ R"~ Q tal que su distan-
cia a B, es menor que 4 720%™, En este caso |x,—2|<d ¥
el segmento [#,, 2] no corta a K,. En virtud del lema 1 podemos
considerar f extendida a todo R" tomando el valor 0 fuera de Q.
Sea ¢t la aplicacién definida de [0, 1] en R® mediante ¢ (w) = #, +
+ w (2 — #,). Sea g'=D*fot. Siue€E por la féormula de Taylor
(ver [7], pag. 186) se tiene que .

1
wog (1)=(og) (0 +wogy O +...4+F—g5; ®e* DO+

1
(1 — %1 ‘
+ “’(Z’"_wl—)g— (o g)® () d w.
0

Ahora bien (# - g) (0) =0 para » =1,2, ..., k—1, y entonces

1
1 — w)1
D?f(z):g(l):f——(—(-k—:_w—l)!——g(k)(w)dw
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De donde

gDaf(z) <n*|z—x|* i g ¢ (DB Da /(x4 + w (z — x,)))

Bl=% wef[o,1

Como [#, 2]NK, =g
1 P
gDafE) < |2 —2x|*% (—w—ﬁ‘) c

Pero por construccién
[2— % | < Vn2-k(r),
y de aqui g (D*f(2)) < pfe. Luego si r > r,

pr* sup ¢ (De f(x) <.
z€I

b) El caso en que f€ &, (Q, E) se sigue del resultado (f): Si
a es un multi-indice, ¢ una seminorma continua en E y k un entero

no negativo, entonces existe una constante positiva M, tal que

pr* sup g (D, () < My sup ¢ (DP £ (#),
i 11 ZTal+4 =r"

si €&, (Q, E). Resultado que se prueba de un modo anidlogo al
apartado a) de esta demostracion.

Prorosicion 2.—Si f€ B, (Q, E) entonces

® —1
f-(Z;qoosa,-l) € B, E).
j=1

Y si f€ B, (Q, E) entonces la funciéon que coincida con

v 2 Po %—l )—1

j=1
en Q valiendo 0 en R"~ Q es un elemento de B, (Q, E).

DEMOSTRACION.—La descompondremos en varios pasos.
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2.1. Veamos en primer lugar que si f€ 8B, (Q, E) entonces la
funcién k: R®» — E tal que

% (x) = f (x) DY Z po ! (x)

=1

para cada x € R®, donde ¥y es un multi-indice, es un elemento de
B, (Q, E). Si Q = R* el resultado es sencillo aplicando la férmula
de Leibnitz. Sea Q3£ R". Comprobemos que si g€ B, (Q, E), o es
un multi-indice y #, es un punto de 0 Q entonces

lim g (#)Ds D $og 1 @=0 (4.

> x P —
. €Q =1

De donde se seguiria que #'€ & (R*, E) aplicando la férmula de
Leibnitz y un razonamiento similar al usado para probar el lema 1,
tomando g = D®f. Demostremos (+): Dado ¢>0 y ¢ una semi-
norma continua en E existe 9 > 0 tal que si | #, — y| << 0 entonces

sup g(DBg () <e.
1BI<lal

Determinamos p € N tal que 277 sea la longitud de la arista de algdn
elemento de la sucesién (B,) y ademdls 27 <Ce. Sea &€ Q tal que
| # —w, | < 2% Sea r€N tal que #€ A,. Si o, es la longitud de

la arista del cubo B, por construccién e, << 27?. Luego repitiendo
el razonamiento de la proposicién 1 existe 2, € R*~ Q tal que

o, lalg(g(N<p,lalnla!l |x—z | sup sup ¢ (DB g (3, + w (x — 2y)),
[Bl<lal we[o,1]

donde | # — 2, | < &/ m 16 p,. Asi pues si

8\lal
K =4~ (—5——) szuepll Da ¢ (2) |
entonces
q (g(x) Da Z Qo @t (x))g EAmax'p~lallx € Adglg(x) <

=1

<M(n8/2)lal 161a] svp sup ¢ (DB g(z; + w (x — 2)))
[B1Lla] we[o1]
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Teniendo en cuenta que
|3 — % | S M2y —a |4 | 2= xg | <Vn2t—kir) f-2-4-p < 2=p <

se cumple que

g(g(®)Dx D) o gl (1) < Ca

j=1

de donde se deduce lo pedido. Por otra parte, utilizando el resulta-
do (f) obtenido en la proposicién 1 se concluye con facilidad que

Suw((g Ds > %o ‘Pfl) (x)) <
z€Q =

lal
£ Mg 4 (—5‘) sup | Dz ¢ (x) | sup ¢ (DB g (x)).
zel IBi£Llal| zer”

y de aqui % € &3, (Q, E).
2.2, Sea ahora f€ &, (Q, E). Sea h: Q—> E tal que

B)=f @D D gopt(x).

j=1

Se cumple que 4 € B, (Q, E). Basta demostrar que si « es un multi-
indice, ¢ una seminorma continua en E y ¢ >0 existe K< Q un
compacto tal que si € Q~ K entonces

y(jv(x) Da Z Qo goj*l (%) < e.

i=1

Ahora bien, por la proposicién 1 existe 7, € N tal que si 7 > 7,
entonces

(2)'*" 4 sup 1D 2 @) 10121 sup g or () <.
5 z €1 =€l

Cualquier compacto K tal que A, < K si » <, satisface la condi-
ci6on deseada.
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2.3. Obviamente existe b >0 tal que inf {p (¥) /¥ €L} = b.
Asi pues

e

(Z P o (pj‘l) x)=20
j=1

para cada #€ Q. Si § es un multi-indice en Q la funcion

1
Zw:' Yot
=1

'se expresa como un cociente cuyo numerador es una combinacion
lineal de elementos de la forma

o (S 0vo) coon( S o]

je=1 j=1

DB

@«
v el denominador es una potencia entera positiva k de 2, %o g7
=1
Entonces si « es otro multi-indice la funcién

1
e £ DB [—

°
2 P o ‘Pj‘l

=1

puede extenderse a todo R" tomando el valor 0 en R"~ Q y es un
elemento de B, (Q, E) ya que

L @
De £ DY (Z 1P o <p,~1) ... Dp (2 @ o :p,.-l)
=1 j=1
tiene extensiéon en B, (Q, E) en virtud de 2.1 y
1 k

—
Z Poe

j=1

s una funcién continua y acotada. De aqui se sigue que la funcién

-que coincida con
kil —-1
f(Z Pot )
j=1

en Q anulindose en R"~ Q es un elemento de B, (Q, E).
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2.4. Para probar que si f'€ B, (Q, E) entonces

_ 7

2 v

j=1

es un elemento de B, (Q, E) se razona de manera aniloga a 2.3
utilizando 2.2.

Prorosicion 3.—3.1. 8B, (Q, E) es topolégicamente isomorfo a
un subespacio complementado de 1, (D (I, E)).

3.2. B, (Q, E) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio
complementado de i, (D (I, E)).

DeMOSTRACION.—3.1. Si (f2) €, (D (I, E)) consideramos la fun-
cién Z f- ° 9. Dicha funcién es de clase C*= en Q y si v € Q

r=1

entonces

b ‘Z‘ fpe fpf‘) ® = (“58‘) - i pr191Da 77 (o, ()
r=1 .

r=1

para cada multi-indice «. Un proceso andlogo al utilizado en prueba:
de la proposicién 2 demuestra que, en el caso Q£ R, si &, es umw

punto O Q entonces
De (2 o ‘v,"‘) ®)

r=1

tiende a 0 cuando x'€ Q tiende a #,. Por tanto
D' foe 1 € G(RE).
r=1

Ademis si « es un multi-indice y ¢ una seminorma continua en E

0 « | _
s (o (B emr) ) oo ) oot s

r=1

y la funcién considerada pertenece a &B, (Q, E). Por tanto el opera~
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dor T: X, (D (1. E)) — 8B, (Q, E) tal que

TN =D fr o9t
r=1

es lineal y continuo.
Sea ahora f€ &, (Q, E). Si r€N definimos h, = (f ¢,) ° ¢ Si
denotamos por g a ' )

(ST

7 =1

se cumple que k. = ((f £) ° ¢.).x 9. Por la proposicién 2 fg€B, (Q, Ey
y entonces por la proposicién 1 (h,) € A, (D (I, E)). Definiendo S:
B, (Q, E) — 2, (D (1, E)) mediante S (f)'= (h,) se tiene que S es
un operador lineal, inyectivo y continuo en virtud del resultado (f).
Ademas se comprueba facilmente que T o S coincide con la identidad
sobre &, (Q, E). La prueba concluye aplicando el resultado (a).

8.2. Se procede anilogamente tomando las restricciones de T
y S a los espacios A, (D (I, E)) vy B, (Q, E) respectivamente.

Prorosicion 4.—4.1. 1, (& (J, E)) es topolégicamente isomorfo-
a un subespacio complementado de B, (@, E).

4.2. 2, (&(J, E)) es topolégicamente isomorfo a un subespacio:
complementado de &, (Q, E).

DemosTrACION.—4.1. En virtud del resultado (c) existe X:
6(J,E)— D (I, E) un operador lineal y continuo tal que sf
1€&(J, E) entonces X f coincide con f en J. Sea Y: A, (86 (J, E))—>
—> 2, (D (I, E)) tal que Y ((f.)) = (X (f,)) que es un isomorfismo
sobre su imagen. Definimos el operador Z: B, (Q, E)—1,(&(J, E))
tal que si f€ B, (Q, E) entonces

A =2/ ]y

donde (Zf), (#) = f (9. (x)) para cada x€]J. Z(f)€r, (& (J, E)
en virtud de la proposicién 1 y Z es una aplicacién lineal y continua
en virtud del resultado (f). Ademis si T es el operador definido en
la pruepa de la proposicién anterior entonces Z o (T o Y) coincide
con la identidad sobre 1, (& (J, E)). De donde T » Y es un operador
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de 2, (& (J, E)) en B, (Q, E) lineal continuo e inyectivo, y la con-
<lusién se sigue del resultado (a).

4.2. Se razona analogamente usando las restricciones de Y y Z
a X (6 (J, E)) vy B, (Q, E) respectivamente.

TeorREMA 1.—Si E es un espacio localmente completo entonces
B (QE) =N, (s(B) vy  By(Q E) 22 (s (E).

DeMoSTRACION.—Se sigue de las proposiciones 3 y 4, aplicando
€l lema 2 y los resultados (b) y (d).

En [4] se prueba que si E es un espacio con la propiedad de
aproximacién (ver [10], pag. 232 para las definiciones), entonces
s (E) tiene la propiedad de aproximaciéon. Ademis en [3] se ha
obtenido que si E es un espacio con la propiedad de aproximacion
entonces 1, (E) también la satisface. Entonces se cumple el siguiente

TeEOREMA 2.—Si E es un espacio localmente completo con la pro-
piedad de aproximacién entonces B, (Q, E) también la satisface.

‘2. Algunos casos particulares

Sea Q un subconjunto abierto de R™ y sea (p,) la sucesién de
Tongitudes de las aristas de los cubos B, determinados anteriormen-
te. Sabemos 0 <p, <1 y p,'=2"%™ con k(r) € NU {0}. Sea E
un espacio. Consideramos en adelante los espacios A_ y A, asocia-
dos a (p,).

Los siguientes resultados han sido obtenidos por Valdivia para
<l caso escalar en [17].

Proposicién 5.—b5.1. A, (s (E)) es topoldgicamente isomorfo a
un subespacio complementado de m (s (E)).

5.2. 1, (s (E)) es topolégicamente isomorfo a un subespacio
complementado de ¢, (s (E)).

DEMOSTRACION.—Probemos 5.2. Dado (X");-, € ¢, (s (E)) defi-
nimos Y" = (y",)5, tal que y", = #",-1,. Obviamente Y"€ s (E)

y si ademids m € NWU {0} y ¢ es una seminorma continua en E
entonces

sup n” g (ya7) < sup p™ ¢ (xp")
” F4
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para cada » € N. Veamos que (Y")>; € X, (s (E)). Sea para ello
&, meENU{0}, e>0 y ¢ una seminorma continua en E. Existe
7,€ N tal que si 7 > 7,

S:p Pm+k q (x/) <.
Ahora bien:

pr % sup n™ g (ya") £ sup (np, Y)(m+k) ¢ (xfpr—l,.) £ st;pp"'*k g (x7p) < e
” ”

De donde la aplicacién Z,: ¢, (s (E))—> X, (s (E)) tal que Z, (X)) =
= (Y") es lineal y continua.

Dado ahora (X7)2, € A, (s (E)) definimos (Y");; tal que Y™ =
= (Y",)r=y, donde y7, = 0 si # no es mdltiplo de p,™* ¥ Y '= &, si
# = 0,1 p. Aplicando la definicién si m€ N'U {0} y ¢ es una semi-
norma continua en E entonces se cumple que

sup n” g (y.") < (p,~ )™ S‘;PP"' g (xcp")
n

para cada 7€ N y por tanto Y™ € s (E) para cada € N. Ademas
(Y2 ,1€ ¢, (s (E)). En efecto: Sea m€NU {0}, e>0 y ¢ una
seminorma continua en E. Existe 7,€ N tal que si » > 7, entonces

(p, 1) sup p™ g (xp7) e
Ahora bien, si r > 7, se tiene que

sup n” g (y,7) < e.
”

Definiendo U,: 1, (s (E)) — ¢, (s (E)) mediante U, (X)) = (Y")
se cumple que U, es lineal, inyectiva y continua. Como Z, » U, coin-
«cide con la identidad sobre i, (s (E)) se obtiene la conclusién en
virtud del resultado (a).

Sea ¢ la funcién definida en R® tal que si Q = R* ¢ (#) = 0o,
para cada ¥ € R, y si

QFR* f(x)=min}|x—y| [y € R"~Q}.

Se dice que un abierto es casi-acotado si para cada ¢ > 0 el con-
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junto {#€ R" /¢ (x) > ¢} es compacto. Es facil comprobar que
es casi-acotado si y sélo si lim ¢, = 0. Entonces si © no es casi-

7> ®

acotado existe una subsucesién (p,)  tal que
Pri = Pryg = 0o =P = .0

Y de aqui 1, (s (E)) y A, (s (E)) tienen un subespacio complemen--
tado topologicamente isomorfo a ¢, (s (E)) v m (s (E)) respectiva~
mente. Aplicando pues el resultado (d), el lema 2 y la proposicién 5
obtenemos el siguiente

TeOREMA 3.—Si Q es un abierto no casi-acotado y E es un espa-
cio localmente completo entonces

CBo(UE)26(s(E) ¥y By (QE)m(s(E).
Nota.—En particular si @ = R® se obtiene que
By (R E)=2 ¢y (s(E)) y B(R*E)=m(s(E)),

resultados incluidos en [1].
Valdivia ha probado en [16] que el espacio B, (Q) es nuclear si-

y sélo si existe t'€ N tal que Z ¢’ < + oo. Diremos que umw
r=1

abierto Q de R* cumple la propiedad (N) si satisface esta condicién..

Si Q es un abierto con la propiedad (N) existen a lo sumo un

nimero finito de términos repetidos en la sucesién (p,). Asi pues,.

mediante una reordenacién podemos suponer que (p,) es una suce-

«
siéon decreciente. Por tanto lim 7 = 0, ya que la serie E o:l es.

7> 0 r=1

convergente.

TeorREMA 4.—Si Q es un abierto de R" con la propiedad (N) y E'
es un espacio localmente completo, entonces B, (Q, E) ~ s (E).

DEMOSTRACION.—En virtud de los comentarios anteriores pode-
mos suponer que la sucesidn (p,) satisface la condicién lim 7p,* = O

para algtn ¢€ N. Como la representacién obtenida en el apartado-
anterior no depende de la ordenacién de la sucesiéon (p,) entonces:
B, (@, E) =~ 1, (s (E). Este espacio tiene obviamente un subespacio-
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~complementado topolégicamente isomorfo a s (E). Probemos que
2o (s (E)) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio complemen-
tado de s (s (E)). Denotemos para ello mediante J la inyeccién con-
tinua natural de s (s (E)) en ¢, (s (E)). Si Z, es el operador definido
-en la prueba de la proposicién 5, entonces

Zy =120 J:5(s(E) —> Ay (s (E))
-es un operador lineal y continuo. Sea ahora (X", € X, (s (E)), de-
finimos Y* = (y7,);—, del siguiente modo: y",'= 0 si » no es mual-

‘tiplo de ¢, y y"'= 4", si pi= p,"! m. Se tiene que si m'€ N U {0}
¥ ¢ es una seminorma continua en E entonces

sup n” g (ya”) < (p, )" s;lp 2™ g (xp7).
”

Como lim 7 ¢! = 0 entonces existe 7,€ N tal que si > r, enton-

7>

«ces 7 < p,'. Dados pues k, m'€ NU {0} y ¢ una seminorma conti-
nua en E se cumple que si » > 7, entonces

rksup n™ g (ya47) = pr-(tk +m) sup pm g (xp");
" - #
'y si 7 <7, teniendo en cuenta que 7 < 0, se cumple que

»k sup n™ 7 (y”r) < 9;1 Pr—(tk + m) st;ppm q (x’r)_
”

De donde (Y7, €s(s(E)) y la aplicacién U,: A, (s (E)) —>s (s (E))
tal que U; (X)) = (Y") es lineal, continua e inyectiva, satisfacien-
do ademas que Z, - U, coincide con la identidad sobre 2, (s (E)).

Como s (s (E)) es isomorfo a s (E) la conclusién se sigue del resul-

tado (a).
Si K es un subconjunto compacto de R* con interior no vacio y

E es un espacio, es ficil comprobar que D (K, E) = B, (K, E).

Ademis K es un abierto que satisface la propiedad (N). Luego:

TrorEMA 5.—Si E es un espacio localmente completo y K es
un subconjunto compacto de R" con interior no vacio entonces

D (K, E)~s (E).
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Sea V una variedad diferenciable de clase G* de dimensién n,
con n€ N, Sea {(Uj,9;) /7€ ]} un atlas en V. Dado un espacio E con-
sideramos & (V, E) el espacio de todas las aplicaciones de clase @G
de V en E, dotado de la topologia localmente convexa tal que una
red (fy: 0€ D) converge a 0 si y sélo si para cada carta (Uj, 9;)
se cumple que la red (fy-9,7': € D) converge a 0 en & (9;(U;), E).
Si K es un compacto en V con interior no vacio, D (K, E) es el
subespacio vectorial de todos los elementos de & (V, E) cuyo so-
porte esté incluido en K, dotado con la topologia inducida.

Ligeras modificaciones en los métodos utilizados en [15] permi-
ten, utilizando el teorema 5, dar el siguiente

TeoREMA 6.—Sea K un compacto con interior no vacio incluido
en una variedad diferenciable de clase G~ de dimensién #. Sea E.
un espacio localmente completo. Entonces D (K, E) ~ s (E).
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