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UREÑA 

In this paper we give representations of the spaces of infinitely differentiate 
functions with values in a separated locally convex topological vector space 
M^ (Û, E), ^ j (O, E) and 3) (K, E), using spaces of sequences. 

Si A es un subconjunto de un espacio topológico X, A, À y 5 A 
•denotarán el interior, la clausura y la frontera de A respectivamen­
te. Todos los espacios vectoriales que se usarán a lo largo del tra­
bajo están definidos sobre el cuerpo C de los números complejos. 
Con la palabra espacio vamos a designar espacio vectorial topoló­
gico localmente convexo y separado. Si E y F son dos espacios 
isomorfos escribiremos E '2::Í F . Diremos que un espacio es local-
mente completo si todo subconjunto acotado de él está incluido en 
un disco de Banach. Si E es un espacio E' denota su dual topólo-
:gico. Denotaremos por N el conjunto de los enteros positivos. 

Por R" designaremos el espacio euclídeo de dimensión n. Si x 
pertenece a R"* escribiremos ) x \ para la norma euclídea de x. En 
•cuanto sigue usaremos las notaciones de L. Schwartz (véase [12] 
y [13]) y los espacios ^ (O, E) y 5) (Q, E), donde O es un abierto 
de R", Q es un compacto de R"" y E es un espacio. Para espacios 
de sucesiones de Banach seguiremos las notaciones de [9]. Si E 
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.Matemáticas de la Universidad de Valencia. 



1 4 2 JOSÉ BONET Y MANUEL MAESTRE 

es un espacio se usarán los espacios de sucesiones vectoriales hiew 
conocidos Co (E), m (E), s (E), donde s es el espacio de Fréchet de 
las sucesiones de decrecimiento rápido. 

Para las propiedades elementales de la integración de funciones 
con valores vectoriales referimos a [11], págs. 74-78. Si Q es una 
cubo compacto de R" y E es un espacio denotamos por <S (Q, E) 
el espacio vectorial de todas las funciones definidas en Q con va-

o 

lores en E infinitamente diferenciables en Q tales que la función 
y todas sus derivadas parciales se pueden extender continuamente 
a todo Q. Se dota a dicho espacio de la topología definida por la 
siguiente familia de seminormas : Si la es un multi-índice y g es una 
seminorma continua en E, entonces 

R (a, Ç) ( / ) = sup \ç {ü'^/{x))lx e QS 

para cada / 6̂ ^ (Q, E). 
En lo que sigue necesitaremos los siguientes resultados : (a} 

Sean E y F dos espacios. Si existe / : E — > F una aplicación 
lineal, inyectiva y continua, y existe g : F •—> E una aplicación li­
neal y continua tal que ^ o j^ es la identidad de E, entonces / (E) es-
un subespacio complementado de F, topológicamente isomorfo» 
a E. [8], pág. 123. (b) Sea E un espacio localmente completo y Q 
un cubo compacto de R", entonces ^ (Q, K)':^3) (Q, E) Î:̂  ^ (E). 
[2]. (c) Sea E un espacio, sea P un cubo compacto de R" y O un 
abierto de R" tal que O 3 P. Entonces existe W : ^ (P, E) •—> 
.—> ^ (Ù, E) un operador lineal y continuo tal que si g es un ele­
mento de ^ (P, E) entonces la restricción de W ^ a P coincide cort 
g, [2] . (d) Sea E un espacio. Si G es isomorfo a un subespacio com­
plementado de s (E) y contiene un subespacio complementado iso­
morfo a ^ (E), entonces G ! 2 Í Í ^ ( E ) [14J]. 

Sea £1 un abierto de R**. Consideraremos la partición de la unidaá 
de O dada por Valdivia en [16]. Concretamente si Q = R** conside­
ramos todos los cubos de la forma 

\{x^, .,.,x„) Ç R«/¿v < X; < aj 4- 1, aj es entero, y == 1, 2, . . . , ^í (1> 

ordenados en una sucesión (B^) de elementos distintos. Si O 7^ R'*, 
sea ®i la familia de los cubos de la forma (1) incluidos en O tales 
que si Q € ¿B^ la distancia de Q a R" 'v. O es mayor o igual que 
V ft. Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obteni-
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do las familias de cubos ^j,, h = 1, ..., k. Representamos por ¿Bj^^^, 
la colección de todos los cubos de la forma 

\{x,,..,,x„)lajl2^^xj<{aj+l)l2^,aj entero, / = ! , . . . , « { 

contenidos en O tales que si Q € ^ j . su distancia a R** ^ O es mayor 

o igual que A/ n/2^ y Q no está contenido en ningún elemento de 
00 

^n, h = 1, ..., k. Ordenamos los cubos de M áS^ en una sucesió»^ 

(Br) de elementos distintos. 
En cualquiera de los casos considerados para O, sea 

( aj (r) aj(r) + l ) 

donde a^ (r) es un número entero y k (r) es un entero no negativo,. 
; = 1, ..., f̂ . Sea (p )̂ la sucesión de longitudes de las aristas de-
(B,). Sea 

r 4 4 I« r 4 4 > 

Sea 9r • R" •—> R" la aplicación definida por 
\ 

/ , / 2a,(r)+l 5 2 ^ . ( r ) + l , 5 ^ \ 

Obviamente 9̂  (L) = B^. Denotamos 9̂  (I) == A^ y <Pr (J) = C .̂ Se 
tiene que 

00 00 

í2= y B̂ = y A.. 

Además a lo sumo 4" + 1 elementos de (A^) tienen intersección no*-
vacía, y cada Cr corta a un solo elemento de (A^). 

Sea .9 una función real definida en R*» de clase C^ estrictamente 
n o 

positiva en I y nula en R" '^ I. Si definimos 

fcp o (pr"'^) (x) 
^^ s_. —' jp - , ¿xr Ç Í2, 

2 ^ (9 o ©y-̂ )̂ {x) 



l l 4 4 JOSi BONET Y MANUEL MAESTRE 

•se tiene que ([1.̂ ) es una partición de la unidad en O de clase C°^. 
El siguiente resultado puede ser encontrado en [16j] : (e) Sean p 
y m dos enteros positivos tales que 2"^ es la longitud de la arista 

<le un término de (B^). Si la arista de B^ tiene una longitud menor 
que 2~P entonces la distancia de B^ a R"" ̂  O es menor o igual que 

Vñ 

Sea E un espacio. á8 (R", E) viene definido en [13¡] como el 
^espacio vectorial de los elementos de ^ (R**, E) tales que para cada 
multi-índice a y para cada seminorma continua g de E se cumple que 

sup¡¿7{D«/(áí-))/jk: C R"í 

es finito. Sea Q un abierto de R". Definimos á8,o (ü, E) como el 
-espacio vectorial de todos los elementos de ^ (O, E) tales que para 
cada 6 >> O, a multi-índice y q seminorma continua en E existe 
K cr û un compacto tal que si jr í K entonces q (D^^ f Qc)) < e. Se 
le dota de la topología definida por las seminormas 

Q(ç.a){/) = sup\ç{d-/{x))/x £ Ql 

donde a es un multi-índice y q una seminorma continua en E. De­
finimos ¿B^ (O, E) como el espacio vectorial de los elementos de 
í3 (R", E) nulos así como todas sus derivadas parciales en R" '^ Ù. 
Le dotamos de la topología definida por las seminormas 

Q í^, « ) ( / ) = SUD 4r (D«/ ( j ^ ) ) . 

Si O = R" m, (o, E) = SB (R^ E). El espacio m^ (O) fue definido 
por Dierolf y estudiado por Dierolf y Voigt. (Véase [5] y [6].) 

LEMA 1.—Sea / € ^^ (O, E). Sea / la función definida en R"" con 
valores en E que coincida con f en Q anulándose en R'^'^O. Enton­
ces / € ¿Bi (Û, E). Y en este sentido identificaremos á8,o (Û, E) como 
tin subespacio de S8^ (O, E). 

DEMOSTRACIÓN.—Basta probar que /•€ <5 (R", E). Supondremos 
O yá R«. Obviamente si para cada a extendemos D* / a todo R** dán-

^dole el valor O en R^--Ü, la nueva función D*7 es continua. Elegí-
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tnos i'€ {1, ..., n). Sea x^ un punto de la frontera de Û. El lema 
se sigue si demostramos que 

lim /Vo + ^^»)-/(^o) _ Q 
h-^Q h 

Dado jr,o+'/^ ¿"iCO determinamos jr̂ ^ en ô û tal que \xQ + hei—^^r^ | 
•coincide con la distancia de X,Q + h Ci B, R " 'V. O . Obviamente el 
segmento 

[x^ + ^ f;, íK?, [ C Q y \ XQ-^-kei — x^l ^ \ k\ , 

Sea 9 : [0, l ] — ^ R« tal que 

iç(t) = {l—i)x,+t(x^ + ke{). 

Denotando por -ç̂  sus funciones coordenadas se tiene que 

1 

« (/(*^o + ^ ' / ) ) = («* o / ° '<?*) (1) - - (i* ° / ° <P) (0) = / i^ofo q>r(t)dt^ 
0 

^ara cada u € E', luego 

7 si g es una seminorma continua en E entonces 

^ i/i^ù + ^ ̂ i)) <*n\x^-\-he4^x^\ sup sup ^ (^j/if W)» 
i = 1 - n t € 10,1} 

^or tanto 

l/(xo + kei)\ 
^\ % l<>n sup sup ^(Dy/(<p (/))). 

^ / = 1 - n C € [0, IJ 

D e donde se sigue lo pedido. 
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Sea (pr) una sucesión de números reales positivos. (Por ejemplo-
las longitudes de las aristas de los cubos (B^) del recubrimiento del 
abierto Q construido previamente.) Si E es un espacio se define: 

Xo (E) = \{xr) C E / lim pr-^ q {pcr) = o 

para cada ^'€ N'U {0} y cada seminorma continua g en E} . 

X«, (E) = \{Xr) C E / sup ^r'^ q {xr) < + 00 
r 

para cada ^ '€ N U {0} y cada seminorma continua g en E} . 
Se dota a dichos espacios de la topología definida por las semi-

normas 

Q {K q) ((^r)) = sup p^-* q (áfr). 
r 

En [3] son estudiados estos espacios en un contexto mucho más. 
general. 

La demostración del siguiente lema se obtiene directamente a 
partir de las definiciones y será omitida. 

LEMA 2.—Si E es un espacio entonces 

Xo {s (E)) ^ s (X, (E)) y X^ {s (E)) ^ s (X^ (E)). 

1. Representación de los espacios ^io(^>E) y <Si(û, E) 

Sea ü un abierto de R"* y sea (p )̂ la sucesión de longitudes de 
las aristas de los cubos (B^) definidos anteriormente. Considerare­
mos los espacios XQ y X^ asociados a esta sucesión. 

Si / •€ éS-i (Û, E) definimos / , : I —> E tal que / , {x) = / (9, (;i;)> 
para cada x '€ I. Obviamente jr •€ ^ (I, E). 

PROPOSICIÓN 1.—Si / € m, (Q, E) entonces (/,) € X,o (<? (I, E)) j 

si / € ¿8, (O, E) entonces (/,) '€ X^ (^ (I, E)). 

DEMOSTRACIÓN.—a) Si O = R" el resultado se sigue fácilmente^ 
pues en este caso 

Xo ((? (I, E)) = 0̂ <̂5 (Î, E)) y X^ {G (I, E)) = ;«(<? (I, E)). 
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Consideremos O 5?̂  R«. Sea a un multi-índice, k un entero no nega­
tivo, q una seminorma continua en E y s > 0. Existe K^ c Q UB 
compacto no vacío tal que 

,(DPDV(^))<i(-^) k 

para cada multi-índice '§ tal que ] § | = fe y para cada -̂  € ¡ù ^̂  Kj^. 
Sea S la distancia de K^ a R" ^ û . Existe /̂  '€ N tal que 2"^ es la 
longitud de la arista de algún miembro de la sucesión (B^) y 
V n 2^-p < 5. Sea K^ 'C O un compacto tal que Kg 3 K^ y sî 
5 '€ iO ^ K2 entonces 2^^ q ÇP"^ f {¿)) < e. Existe r^ tal que si r > r̂  
entonces A, fl K^ = 0 . Sea r > r^ y ^ '€ A^. Si la arista de B^ tiene 
longitud mayor o igual que 2""̂  entonces 

p,->^ ^ ( D a / , ifr"' W)) = ( 4 " ) ' " ' Pr- '̂  -̂  I « I ̂  (D V W ) ^ pr""'̂  á' (D«/(^)) ^ 

Por tanto 

« € I 

Si 'pr la longitud de la arista de B^ es menor que 2"^ entonces por 
el resultado (e) la distancia de B^ a R'* ̂  Q es menor o igual que 
y~¥2^-^«'>, siendo p̂  = 2^^^'K Sea jr̂ o'€ R«'^ O tal que su distan­
cia a B^ es menor que \/ n2^'-'^^''^. En este caso | ,̂0 — ̂  1 < ô y 
el segmento [;̂ .o> -̂ l̂ ^o corta a K^. En virtud del lema 1 podemos 
considerar / extendida a todo R" tomando el valor O fuera de Q. 
Sea t la aplicación definida de [O, 1] en R" mediante t (w) = x,^ + 
+ w (s — X,Q). Sea ^ = D* / o í. Si Í̂  '€ E' por la fórmula de Taylor 
(ver [7], pág. 186) se tiene que 

uog {l) = {uo g) (0) + {u o gYiO)+ .,.-{- -jfZTÍ)] (̂  ° ^) ̂ ''^ 0̂) + 

Ahora bien (u o ̂ )ĉ > (0) = O para r = 1, 2, ..., ^ — 1, y entonces 

1 

D^f{z) = g{í) = J —^^—jy^g{k)(m)dw 
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De donde 

çiD(^f(z))<:n^\z — XQ\^ sup sup û {D§ D<^/(x.-4-w (z---XQ))) 

Como [XQ, ^^ n Kl = 0 

Pero por construcción 

y de aquí q (0°" f (s)) < çj" s. Luego si r > r^ 

p/-^ sup ^ ( D a / ( : v ) ) < s . 
a? 6 1 

b) El caso en que / € ¿B^ (û, E) se sigue del resultado (f) : Si 
a es un multi-indice, q una seminorma continua en E y fe un entero 
no negativo, entonces existe una constante positiva M,o tal que 

pr^ sup ç (Da/^ (x)) <, Mg y sup ç {DP/(^)), 

si / ' € a 8 i ( û , E). Resultado que se prueba de un modo análogo al 
apartado a) de esta demostración. 

PROPOSICIÓN 2.—Si / € ¿B^ (ùy E) entonces 

Y si / <€ SBj^ (û, E) entonces la función que coincida con 

en Q valiendo 0 en R** ~ O es un elemento de ^ i (û, E). 

DEMOSTRACIÓN.—La descompondremos en varios pasos. 
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2.1. Veamos en primer lugar que si / '€ SB^ (O, E) entonces la 
función h : R" —> E tal que 

œ 

k (x) =/{x) DT ^ ¥> o 9 .̂-1 (x) 
7 = 1 

para cada x '€ R", donde -y es un multi-indice, es un elemento de 
^ 1 (O, E). Si O = R" el resultado es sencillo aplicando la fórmula 
de Leibnitz. Sea O 92̂  R". Comprobemos que si g '€ ^^ (O, E), a es 
un multi-índice y ^0 es un punto de 5 Q entonces 

lim g{x)D<^ '^ tpo 9.-1 (x) = 0 (+). 

De donde se seguiría que h '€ ^ (R", E) aplicando la fórmula de 
Leibnitz y un razonamiento similar al usado para probar el lema 1, 
tomando g = D ^ / . Demostremos ( + ) : Dado 6 > 0 y g una semi-
norma continua en E existe ô > O tal que si ] JITQ — 3̂1 < ^ entonces 

sup í^(DP^(^))<e. 
I P l < i « l 

Determinamos /> € N tal que 2~^ sea la longitud de la arista de algún 
elemento de la sucesión (B^) y además 2^~^ < e. Sea x € O tal que 
I ^ —̂  kí̂o I < 2-^"^. Sea r '€ N tal que x '€ A^. Si pr es la longitud de 
la arista del cubo Br por construcción p̂  < 2~^. Luego repitiendo 
el razonamiento de la proposición 1 existe z^ € R" -^ Q tal que 

p^~ I a I ^ (^ (x)) < pr" I « I « I « M ^ — 1̂ I sup sup $r (DP ^ (Zj + te/ (:r — 2,)), 
I M < l « l ^ e [0,1] 

donde ) ji; — z^ \ < \/ f̂  16 p̂ - Así pues si 

/ 8 \ l « ! 
K 3^ 4« |_- -1 sup I D« <p (2) I 

entonces 

q [g {x) D« ^ 9 o 9.-1 W W >è max ) p^" I « I /AT C Ar¡ ^ fe (^)) < 

< M («3/2) I a I 16 I a I SUp SUp q (DP ^ («1 + î^ (íC - Z))) 
IP 1^1 o I W € [ 0 . 1] 
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Teniendo en cuenta que 

se cumple que 

9 (^ (̂ ) D« 2 " Vp o 9.-1 {X)) <Cd. 
j ^ L 

de donde se deduce lo pedido. Por otra parte, utilizando el resulta­
do (f) obtenido en la proposición 1 se concluye con facilidad que 

sup ÇIIg Da ¿ ^ ^ o 9 r M {x)\ ^ 

I 8 \ l"l XT' 
^ Mo i" - ^ sup I D« cp (AT) I > sup Ç (DP g (x)). 

y de aquí h € ̂ ^ (O, E). 

2.2. Sea ahora f^€SBQ (O, E). Sea h: Q—> E tal que 

CO 

>̂  (:r) =/{x) D-í ^ cpo 9.-1 (;*;). 

Se cumple que /̂  € ¿B,Q (Q, E ) . Basta demostrar que si a es un multi-
índice, q una seminorma continua en E y e > 0 existe K 'c : Q un 
compacto tal que si x^^ Ù^K entonces 

00 

Ç ( / (^) Da ^ 9̂ o 9 .̂-1 (x)) < E. 

Ahora bien, por la proposición 1 existe r^ '6 N tal que si r > TQ 
entonces 

/ _ L \ ' " ' 4' ' sup I Da tp (X) I pr- I «̂  I sup Ç (gr{ x))<^, 
\ 5 / * e I x^^ 

Cualquier compacto K tal que A^ c K si r < r^ satisface la condi­
ción deseada. 
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2.3. Obviamente existe 6 > O tal que inf {? {x) / ^ 6 L} = h. 
Así pues 

\y^s<ç^o^>r-A{x)>b 

:para cada x € O. Si p es un multi-índice en Q la función 

1 
DP 

:se expresa como un cociente cuyo numerador es una combinación 
lineal de elementos de la forma 

DT 

3̂  el denominador es una potencia entera positiva k de ^ f » 9,"^ 

í^ntonces si a es otro multi-índice la función 

u«/DP 

-puede extenderse a todo R'* tomando el valor O en R*" '^ O y es un 
^elemento de éS^ (Q, E) ya que 

:tiene extensión en ¿Bj^ (O, E) en virtud de 2.1 y 

1 
CO 

^s una función continua y acotada. De aquí se sigue que la función 
<3ue coincida con 

•en Q anulándose en R" «̂  ü es un elemento de ¿B^ (O, E). 
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2.4. Para probar que si / •€ SB^ (O, E) entonces 

/ 
ap 

es un elemento de ^,o (O, E) se razona de manera análoga a 2.3Í-
utilizando 2.2. 

PROPOSICIÓN 3.—3.1. S8^ (ü, E) es topológicamente isomorfo a 
un subespacio complementado de X^ (3) (I, E)). 

3.2. á8,o (û, E) es topológicamente isomorfo a un subespacio* 
complementado de IQ (3) (I, E)). 

DEMOSTRACIÓN.—3.1. Si (/,)'€ 1^(3) (I, E)) consideramos la fun­

ción 

entonces 

^ /r ° 9r ^ Dicha función es de clase (?~ en O y si jir € í>; 

D« ( ¿ fr ° Ç ' r ' ) (^) = ( - | - ) ' " 2 ^ Pr" I « ' t ^ V r (fr^^ (^)) 

para cada multi-índice a. Un proceso análogo al utilizado en pruebaí 
de la proposición 2 demuestra que, en el caso ü y^ R", si XQ es un? 
punto b O entonces 

tiende a O cuando ji;i€ û tiende a Ĵ Q. Por tanto 

Además si a es un multi-índice y q una seminorma continua en El 

sup Ç I Da 1 ^ / , o ̂ ^ - i j (;2;) I < 4« / - L \ ' " ' SUp p^" I « I SUp ^̂  (ü<^fr{x)) 

y la función considerada pertenece a ^ ^ (ü, E). Por tanto el opera-
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dor T : 1^ (S> (I. E)) —> m^ (û, E) tal que 

^((fr)) = ^fr0^r'^ 

es lineal y continuo. 

Sea ahora / ' € ^ i ( û , E). Si r ' € N definimos /̂ r = (/l^r) ° 9f Sfc 
denotamos por ^ a 

(¿^ 909r'| 

se cumple que hr = ((f g) ° 9r)^ '9. Por la proposición 2 fg^^SB^ (O, E)? 
y entonces por la proposición 1 (hr) '€ A^ (2) (I, E)). Definiendo S : 
S,i (O, E) — > X^ (5D (I, E)) mediante S (f) = (K) se tiene que S es 
un operador lineal, inyectivo y continuo en virtud del resultado (f). 
Además se comprueba fácilmente que T <> S coincide cçn la identidad 
sobre ¿81 (Ù, E). La prueba concluye aplicando el resultado (a). 

3.2. Se procede análogamente tomando las restricciones de T 
y S a los espacios XQ (2) (I, E)) y B,Q (IÜ, E ) respectivamente. 

PROPOSICIÓN 4.—á.l. X^ {S (J, E)) es topológicamente isomorfo-
a un subespacio complementado de ^ 1 (O, E). 

á.2. XQ (S ( J , E ) ) es topológicamente isomorfo a un subespacio-
complementado de SBQ (Ü, E ) . 

DEMOSTRACIÓN.—4.1. En virtud del resultado (c) existe X : 
<S (J, E) —> S) (I, E) un operador lineal y continuo tal que si' 
f^^SQ, E) entonces X / coincide con / en J. Sea Y: X^(S(],K))-—> 
—> X^ (3) (I, E)) tal que Y ((/^)) == (X (fr)) que es un isomorfisma 
sobre su imagen. Definimos el operador Z: ^ ^ (O, E)—>-X^(5(J, E)) 
tal que si / € ¿B^ (O, E) entonces 

Z(/) = ((Z/p;^,, 

donde (Z / ) , (jir) = / (9, (s)) para cada x €J. Z (/) € X^ ( 5 (J, E)> 
en virtud de la proposición 1 y Z es una aplicación lineal y continua 
en virtud del resultado (f). Además si T es el operador definido ert 
la prueDa de la proposición anterior entonces Z o (T «> Y) coincide 
con la identidad sobre X^ (S (J, E)). De donde T o Y es un operador 
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de X^ (S (J, E)) en SB^ (O^ E) lineal continuo e inyectivo, y la con­
clusión se sigue del resultado (a). 

4.2. Se razona análogamente usando las restricciones de Y y Z 
-a AQ (S ( J , E ) ) J SB,Q (O , E ) respectivamente. 

TEOREMA 1.—Si E es un espacio localmente completo entonces 

^t {Q> E) c^ X^ {s (E)) y ^ 0 (Q, E) ^ I, (s (E)). 

DEMOSTRACIÓN.—Se sigue de las proposiciones 3 y 4 aplicando 
^1 lema 2 y los resultados (b) y (d). 

En [4] se prueba que si E es un espacio con la propiedad de 
aproximación (ver [10;], pág. 232 para las definiciones), entonces 
s (E) tiene la propiedad de aproximación. Además en [S] se ha 
obtenido que si E es un espacio con la propiedad de aproximación 

•entonces XQ ( E ) también la satisface. Entonces se cumple el siguiente 

TEOREMA 2.—Si E es un espacio localmente completo con la pro­
piedad de aproximación entonces ¿B,Q (O, E) también la satisface. 

2. Algunos casos particulares 

Sea O un subconjunto abierto de R" y sea (p )̂ la sucesión de 
longitudes de las aristas de los cubos B^ determinados anteriormen­
te. Sabemos O < p, < 1 y ,p,'=2-^^^> con è ( r ) €NHJ{0} . Sea E 
un espacio. Consideramos en adelante los espacios 1^ y XQ asocia­
dos a (pr)' 

Los siguientes resultados han sido obtenidos por Valdivia para 
«el caso escalar en [IT]. 

PROPOSICIÓN 5.—5.1. X^ (s (E)) es topológicamente isomorfo a 
un subespacio complementado de m (s (E)). 

5.2. XQ (S (E)) es topológicamente isomorfo a un subespacio 
complementado de c,o (s (E)). 

DEMOSTRACIÓN.—Probemos 5.2. Dado (XOr=i '̂  ,̂o (^ (E)) defi­
nimos Y' = (y\X^^ tal que 3?'"n = ^V"*« • Obviamente Y^t€^(E) 
y si además m'€N"U{0} y q es una seminorma continua en E 
entonces 

sup n^ q {y/) Z. sup/ '^ q {xp^) 
n p 
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para cada r € N. Veamos que (YO?-=i ^ \ (s (E)). Sea para ello 
à, m ^N U {0}, e > 0 y q una seminorma continua en E. Existe 
f,Q '€ N tal que si r > TQ 

sup fff*-^^ q {xp^) << s. 

J\hora bien: 

^r^^ sup n^ q iyn^) ^ sup (« p^-i)(w+>è) ^ (;irrp . , ^ ) ^ sup/'«+'^ ^ (jî ''̂ ) «< e 

JDe donde la aplicación Zj : CQ{S{E))—^Xo(^(E)) tal que Z^ ((X^) = 
= (Y"") es lineal y continua. 

Dado ahora (XOr=i ^ .̂o («̂  (E)) definimos (YO?=i tal que Y^ = 
= (3''"«)"=i, donde 3;^ = O si n no es múltiplo de pn~̂  y 3̂ '*«, = "̂"p? si 

^ = ,p,-i p. Aplicando la definición si w 6 N'U {0} y g es una semi­
norma continua en E entonces se cumple que 

sup n*** q {y„^} < (pr~^)*** sup/*» q {xp'') 
n P 

^ara cada r € N y por tanto Y"" € ^ (E) para cada r€N. Además 
<YOr=i*^ c,o(^ (E)). En efecto: Sea m ' € N ' U { 0 } , E > O y g una 
seminorma continua en E. Existe TQ •€ N tal que si r > r^ entonces 

ipr"^)^'sup p^ç{xpn<^' 

.Ahora bien, si f > f<, se tiene que 

sup«'«^(^„ '-)<e. 
n 

Definiendo U^: Â  (^ ( E ) ) — > c, (s (E)) mediante U^ ((X^) = (Y") 
-se cumple que Ui es lineal, inyectiva y continua. Como Z^ <> Ui coin­
cide con la identidad sobre X,Q (S ( E ) ) se obtiene la conclusión en 
virtud del resultado (a). 

Sea t la función definida en R"* tal que si Q = R"* í (x) = 00, 
tpara cada x '€ R'», y si 

Q4iR« t (x) = m\n ]\ x-^ y \ ly ^ R**^Ql, 

Se dice que un abierto es casi-acotado si para cada E >> O el con-
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junto {x '€ R" / ¿ (JT) > e} es compacto. Es fácil comprobar que €k 
es casi-acotado si y sólo si lim pr = 0- Entonces si O no es casi-

r - > oo 

acotado existe una subsucesión (o^ ) tal que 

p^j = p^j «= . . . == p^^. = . . . 

Y de aquí 1Q (S ( E ) ) y X^ (s (E)) tienen un subespacio complemen­
tado topológicamente isomorfo a CQ (s (E)) y m (s (E)) respectiva­
mente. Aplicando pues el resultado (d), el lema 2 y la proposición 5-
obtenemos el siguiente 

TEOREMA 3.—Si O es un abierto no casi-acotado y E es un espa­
cio localmente completo entonces 

á8o (Û, E) ^ 0̂ (̂  (E)) y ^ 1 (Q, E)c^m{s (E)). 

NOTA.—En particular si Û = R'* se obtiene que 

BQ (R«, E) C^ CQ (S (E)) y £8 {R**, E)c^m{s (E)), 

resultados incluidos en [1|]. 
Valdivia ha probado en [16] que el espacio é8,o (lO) es nuclear sî  

00 

y sólo si existe t '€ N tal que ^ pV < + oo. Diremos que un-
r = l 

abierto O de R** cumple la propiedad (N) si satisface esta condición. 
Si Ü es un abierto con la propiedad (N) existen a lo sumo un 

número finito de términos repetidos en la sucesión (p^). Así pues,. 
mediante una reordenación podemos suponer que (p )̂ es una suce-

sión decreciente. Por tanto lim r Çr* = O, ya que la serie ^ p/ es-

convergente. 

TEOREMA 4.—Si O es un abierto de R" con la propiedad (N) y E 
es un espacio localmente completo, entonces ¿B^ (ü, E) !~ ^ (E). 

DEMOSTRACIÓN.—En virtud de los comentarios anteriores pode­
mos suponer que la sucesión (p )̂ satisface la condición lim r p/ = O' 

para algún í"€N. Como la representación obtenida en el apartado-
anterior no depende de la ordenación de la sucesión (p )̂ entonces^-
¿BQ (O, E ) Ĉ  XQ (S ( E ) . Este espacio tiene obviamente un subespacio-
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«complementado topológicamente isomorfo a s (E). Probemos que 
XQ (S (E)) es topológicamente isomorfo a un subespacio complemen­
tado de s (s (E)). Denotemos para ello mediante J la inyección con­
tinua natural de s (s (E)) en c^ (s (E)). Si Z^ es el operador definido 
•̂ en la prueba de la proposición 5, entonces 

Z, = Z, o J : í (J (E)) ^ Xo {s (E)) 

es un operador lineal y continuo. Sea ahora (XO?=i '€ l^ (s (E)), de­
finimos Y' = (y\)n^i del siguiente modo : y''^ = Q si n no es múl­
tiplo de f̂ ^ y 3 '̂"»'= ^^ si p = Çr"^ n. Se tiene que si m'€ N U {0} 
y q es una seminorma continua en E entonces 

sup «*» Ç {y„^) < (p^^í)'« sup ;>'« ^ (:>c/). 
H p 

Como lim f p/ = O entonces existe fo '€ N tal que si r > fo enton-

<es f <; p,~*. Dados pues ¿ , m ' € N U { 0 } y g una seminorma conti­
nua en E se cumple que si r > r^ entonces 

r^ sup n^ q {y^^) = Çr~^t A + m) sup/»** ^ (^/); 

-y si f<,rQ, teniendo en cuenta que r < ' p - ^ se cumple que 
' 'o 

r* sup «'^ ^ (̂ „'") <, p~^ p/'^i^ + w) sup/»» ^ (af̂ '"). 
I» " p 

De donde (YOr=i ^ ^ (-̂  (E)) y la aplicación U^: XoC-^CE))—>s(s(E)} 
t a l que Ua ((X'')) = (YO es lineal, continua e inyectiva, satisfacien­
do además que Zg ° U^ coincide con la identidad sobre l^(s(E)). / 
Como s (s (E)) es isomorfo a s (E) la conclusión se sigue del resul- \ 
tado (a). 

Si K es un subconjunto compacto de R" con interior no vacío y 
o 

H es un espacio, es fácil comprobar que 3> (K, E) = 3^ (K, E). 

Además K es un abierto que satisface la propiedad (N). Luego : 

TEOREMA 5.—Si E es un espacio localmente completo y K es 
un subconjunto compacto de R" con interior no vacío entonces 
:3) (K, E) - s (E). 
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Sea V una variedad diferenciable de clase (5^ de dimensión n,~ 
con ^ € N . Sea {(U,-,fj)//€ J} un atlas en V. Dado un espacio E con­
sideramos ê (V, E) el espacio de todas las aplicaciones de clase (?«" 
de V en E, dotado de la topología localmente convexa tal que una 
red (/^ : 5 € D) converge a O si y sólo si para cada carta (Uj, ĵ)* 
se cumple que la red (/^ « 9^^ • ̂ '^ D) converge a O en <5 (9,-(Uj), E). 
Si K es un compacto en V con interior no vacío, 3) (K, E) es el 
subespacio vectorial de todos los elementos de S (V, E) cuyo so­
porte esté incluido en K, dotado con la topología inducida. 

Ligeras modificaciones en los métodos utilizados en [15] perrni-
ten, utilizando el teorema 5, dar el siguiente 

TEOREMA 6.—Sea K un compacto con interior no vacío incluido* 
en una variedad diferenciable de clase G^ de dimensión n. Sea K 
un espacio localmente completo. Entonces 3> (K, E) ~ ^ (E). 
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