GRUPOS DUALES DE HOMOTOPIA DE GRUPOS
‘ABELIANOS

Luis Javier Hernandez Paricio
Recibido: 3 junio 1981

PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. BALTASAR RoODRIGUEZ-
' " SALINAS

In the abelian groups, we consider the homotopy theory induced by a ring R
with a unity element. In this context, we define the homotopy dual groups and
we prove that the sequence of homotcpy dual groups associated to a homomor-
phism or to a cofibration is exact.

En los grupos abelianos, respecto a la teoria de homotopia inducida por um
anillo con unidad R, definimos los grupos duales de homotopia y probamos la
exactitud de las sucesiones asociadas a un homomorfismo y a una cofibracidn.

Introduccién

En la categoria de los grupos abelianos A b, para un anillo con
unidad R en [6] hemos introducido una teoria de homotopia, asi
como los grupos de homotopia. Como estamos en una categoria
abeliana para dar la relacién de homotopia nos basta con dar los
homomorfismos nulohomoétopos, esto lo hacemos a través de um
functor cono, afortunadamente en este caso este functor tiene ad-
junto a derecha, el functor arcos y todos los resultados son duali-
zables.

En este trabajo dualizamos los grupos de homotopia, definiendo
los grupos duales de homotopia de un grupo abeliano A, o bien de
-un homomorfismo, estudiamos la sucesiéon exacta de los grupos dua-
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les de homotopia asociados a un homomorfismo, ésta se obtiene
aplicando el functor o, a la sucesién de Puppe, asi como la sucesién
exacta de los grupos duales de homotopia asociados a una cofi-
bracién.

Aqui definimos o, (X) = Ker ix, siendo ix: X —» C X la trans-
formacién natural que compara el functor identidad con el func-
‘tor cono, observemos que en los espacios punteados ix es inyectiva
con lo cual los grupos duales de homotopia son todos nulos.

Todas las referencias en las que no se indica nada mas corres-
ponden a [6]. Denotaremos A b (2) la categoria de los pares.

A continuacién recordamos algunos resultados de [6] en los que
nos apoyamos para la realizacion de este trabajo:

Sea A_& X _P, Cen Ab, diremos que p es cofibra homoté-

pica de g, si para cada grupo abeliano Z la siguiente sucesiéon es
-exacta :

* *

4 g
[C,Z] —— |X,Z] ——[A, Z]

Vemos cémo todo homomorfismo tiene una cofibra homotopica
asociada.

III-(2.8) Prorosicion.—Sea g: A — X hcmomorfismo de
grupos abelianos y consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano:

4
A

X
lil 18'1
r

ARQR — C¢

Entonces g, es cofibra homotépica de g. Diremos que es la co-
fibra homotdpica candnica.

Por tanto a cada homomorfismo g le podemos asociar la siguien-
te sucesion de cofibras homotépicas consecutivas:

£ &1 &s )
A — X -+ C, ‘C,‘ — ..

- Por otra parte, teniendo en cuenta que el conticleo de una co-
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fibracion es del mismo tipo de homotopia que su cofibra homotépica,
podemos construir la siguiente sucesién que llamaremos de Puppe.

g & P1 Sg Sg
A > X Ce SA SX SC,

Y probamos el siguiente teorema:

I11-(2.16) TreorEMA.—Sea g: A ——> X homomorfismo:

i) La sucesién candnica de cofibras homotépicas consecutivas
asociada a g es h-equivalente a la sucesion de Puppe asociada a g.

ii) Si ademis g es una cofibracién la sucesién de Puppe es h-
equivalente a la siguiente sucesién:

£ p v Sg Sp
A—>X C—>SA ——>»SX sC

Siendo p: X —— C el conficleo de g y V = p, B, k es la inversa
homotoépica de k: C,— C:

kn(x+Xa;Qr;)=p (x)
Yy e Cg—>SA:
pr(x+2a;Q@ri)=32a;Qp (7)

Diremos que ésta es la sucesién de cofibras homotédpicas asociada
a una cofibracién g.

I11-(2.17) ProrosiciON. — Consideremos el siguiente cuadrado
conmutativo :

A0 —> X0
| a 8
{ & 1

Al — s Xt

Entonces:

i) @ y B inducen de modo natural el siguiente diagrama conmu-
tativo: '
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g0 &% 2 Sg? Sg"
A° —> X0 Ceo S A0 S X0 —> SCpp — ...
I
la ls lz lSa 155 15 z
. g &Y Pl Sgt Sgl
Al 5 X1 —> Cgt S At S X! SCgt ..
Siendo

I=ghBVr (iQ1r)-

- i) Si ademds g° y g* son cofibraciones, « y 8 inducen de modo
natural un homomorfismo entre las sucesiones de cofibras homoté-
picas asociadas a g° y a g* (salvo homotopia).

I11-(2.18) TeoreEMA.—En el siguiente cuadrado cocartesiano, su-
pongamos que i es una cofibracién y g° un epimorfismo:

A — A’
i i

l g' l
X —_ X’

Entonces Cp, es un retracto por deformacién fuerte de Cgi
a través de

l=g‘,i’Vr, (1®lg)

Grupos duales de homotopia de grupos abelianos

Sea R un anillo con unidad, y consideremos los functores
—R— —-—QR:45x Ab—> Ab.
asi corho la transformacién natural
i == —> —RQ—Q@R:ixs : AQB—— AQBQRR:
s(x)=xQ1,

apoyandonos en esta transformacién natural definimos los grupos
duales de homotopia. '
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1. DeriNicION.—Sean A, B€ | A b |, definimos
62 (B)=Ker iaz y os2 (B) =102 (BX S*)
siendo S” = ®" S, ®° S:= Z (notemos que B ® Z=B). Si A =7,
«denotaremos ¢,% (B) = ¢, (B) y diremos que es el n-ésimo grupo
«dual de homotopia.
2. PrOPOSICION.—e,~ (—) es un functor del tipo 4 4 X A b —>
—> A b, o,*(—), o, (B) son del tipo 4 b —> A b, aditivos e in-

variantes por homotopia.

DEMOSTRACION.—No tiene dificultad.

3. DeriNici6N.—Sea (X &, Y)€ | A4 b (2) | y C, la cofibra ho-
motoépica candnica de g, definimos

onr (&) =0, _4 (Cs)

para n> 1, como el n-ésimo grupo dual de homotopia asociado al
homomorfismo g.

De que C: A b (2) —> A b sea functor se sigue que
o (—): AbX Ab(2) —> Ab

s un functor. Como el functor C es aditivo y transforma contrac-
tiles en contrictiles con la proposicion anterior, deducimos que

Onh (—):Ab(2) —> Ab y on (g): Ab— 45
son aditivos e invariantes por homotopia.

4. OBSERVACION.—Notemos que por definicién para >0 y
®n> k> 0 se verifica que '

ond (B) =o0n—2 (S*B)

o bienparan>lyn>k>0

ond (g)=2ol_, (S*g).
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Recordemos que el functor suspensién S conserva cuadrados cocar-

tesianos, y que salvo isomorfismo el producto tensorial es conmu-
tativo.

5. TeorReMA.—Sea X _£,Y _ &, 7Z en Ab, de modo que g es
cofibra homotdpica de f, entonces la siguiente sucesion es exacta:

b (X) — > A (Y) — > onh (2Z)

DeMosTRACION.—Lo probaremos primero para la cofibra homo-

tépica candnica de f, X £, Y £, C, (ver III-(2.8)). Veamos que
la sucesién:

(/1)

6qd (X) ——*> ouh (Y) ———> 642 (Cg) es exacta,

Como f, f~0, por la proposicién anterior,

0=1(/1/)sx=(S1)x (F)x
por tanto
Im f, C Ker ( fi)x
Notemos que |
onh (X) =opr (X®S") =10 (AQXQ S")

Entonces basta que en la sucesion:

1R/

‘ 1R/f1 D 1)y
————»GD(A®Y®S")

— 5 (AQ CrQ S*p

% (AQXR®S")
veamos que

Ker (1Q/iQ1)xCim (1QSQ1)s,

recordemos que el functor A ® — @ S* transforma cuadrados co-
cartesianos en cocartesianos, se puede asegurar que en el siguiente
diagrama conmutativo 9 es isomorfismo (T permuta R y S*):
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1R/ @1
ARQXR®S* > AQYRS*
\ N\
ARxQs" \\1®ix®1 1R/ 1) \<®f.®1
1 r 1
A%X@R@S” ®r® \A®cf®s~'
T// a//
//
Y 7
ARQXRSs"QR > C1Q/@1

En consecuencia

Ker (1Q/1Q1)s = Ker (1Q/Q1)4), -

Por tanto bastard que probemos para el functor ¢, que en la sur
cesién:

T (f1)x
g (X) > oy (Y) > 0y (Cr)y Ker (f1)e ©Im f,

Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano:

/i

v
—p Y
”

X
lix
X

QR

Cr

Sea y€ Ker (f.)+ (fi)+ () = fy =0, por la construccién deB
cuadrado anterior, f,y = p 4, () = p (y + 0), siendo 7, la inclusion
candnica de Y en YP (X Q®R) y p la proyecciéon candnica. Sk
? (y + 0):'= 0 entonces existe #€ X tal que fo =9 y ix (¥) =0,
por tanto

x€Kerix=0y(X) y [fo(x)=fx=y,

entonces Ker (f,)« < Im fx. Hemos probado el teorema para las
cofibras homotépicas canénicas, sea Y _&, Z otra cofibra homoto-
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pica de }, entonces existen los siguientes triAngulos conmutativos
salvo homotopia:

Z z
/! S
V 5/
/ /
/ ) / )
Y ) = J1 Y\ = &
\ N\
fl\ fl\
AN AN
N\ N
Cr Cr

¥ en la sucesién

ok (X) —f-t+ ok (V) LN o (Z) Kergo=Ker (fi)e=1Imfy

6. TEOREMA.—Sea X _f, Y un homomorfismo entonces la si-
guiente sucesién es exacta, para n > 0

((’l)* A

.o —>oh (X) ._f*_> o* (V) —(—f_‘)—*> omey () — > 0 1 (X)—> ...
definidos del modo siguiente:

S (aQxQs)=aQf*xQs, (/1) (eQIQs)=2Q/157Qs,
(P @1+ L2, Q7)) Qs =@ (Zxi @2 (7)) Qs

A esta sucesion la llamaremos sucesiéon exacta larga de los grupos
duales de homotopia asociada a un homomorfismo f.

Ademas si el siguiente cuadrado es conmutativo

»
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para © > 0 el siguiente diagrama también lo es

A f* A (fl)* ‘Pl)* A

L=, (X) o, (¥) Onpr () — 00 (X) —> ...
1“* , lp* , l (@, B)e , l’-‘t
A Sx Y (f:)* A (0"

.—> 5, (X) >a, (Y) Spp1 ()0 X)—> ...

Es decir, la sucesién exacta de los grupos duales de homotopia es
natural respecto morfismos («, B): f—> f.

DeMosTRACION.—Recordemos que en III-(2.15), hemos probado
que la sucesién de Puppe asociada a f es de cofibras homotdpicas
«consecutivas

1
X—Ly-é—»cf i x®sf® YRS —> ...

Si le aplicamos el functor ¢,*, tenemos en cuenta el teorema ante-
rior y las definiciones 1 y 3, obtenemos la sucesién y exactitud de-
seadas. Para la naturalidad, observemos que la proposiciéon I1I-(2.17)
nos asegura el comportamiento natural de la sucesién de Puppe res-
pecto morfismos («, B): f—s f.

En el siguiente teorema vemos cémo en la sucesién exacta de
los grupos duales de homotopia, asociada a una cofibracién f, pode-
mos sustituir el m-ésimo grupo dual de homotopia de f por el
(n — 1)-ésimo grupo dual de su confticleo.

7. TeorEMA.—Sea X _f, Y una cofibracién e Y —°, Z su co-
nflicleo entonces para 7 > 0 la siguiente sucesién es exacta:

[4 \%
i A ) T oA () —— oh () — > oh () — ..

donde fi y g« estan definidas de modo natural, V es el morfismo de
conexion que aparece en la sucesién de cofibras homotdpicas aso-
<iadas a una cofibracién (ver ITI-(1.16)).

Ademais para el siguiente cuadrado conmutativo:

—_— Y

.

X — sy
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donde f y ' son cofibraciones con conticleos Y_?,Z e Y _*, 7',
el siguiente diagrama es conmutativo:

p
e o (X) s M Y) — s 0 (2) — > oR (X)) — ...
Oy B l 6* l Ay
l f'* l PI# V’*

= o (X)——> o) (V) —— o) (2) —— o, (X) —>.

B es la inducida de modo natural por « y 8 en los conficleos.

DemosTrACION.—El teorema II1I-(2.15) nos asegura que la suce-
sion de cofibras homotépicas asociadas a una cofibracién f es una
sucesion de cofibras homotépicas consecutivas.

| 1
X f~Y f Y x®sf®AY®s—_».

Si le aplicamos el functor ¢,*, tenemos en cuenta el teorema 5 y la
definicién 1, obtenemos el resultado deseado. La naturalidad es con-
secuencia de la proposicion III-(2.17).

8. CoroLARI0O.—Sea X — T, X’ un epimorfismo y f: X — Y
una cofibracién, entonces el siguiente cuadrado es cocartesiano:

—— Y /f (Kerm

donde % es la proyeccién natural y f es tnica tal que f% =% f ya

que % f se anula sobre Ker=. Ademds el morfismo (f,f): =— %
induce isomorfismo en los grupos duales de homotopia (f, fx:
ea® (7) —> o,* (%) para n > 1.

DEMOSTRACION.—Veamos que el cuadrado anterior es cocartesia-
no, sean X’ 7,7, Y_s,Z tal que rn =sf, sea i: Ker=— X
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da inclusién canénica sfi=r=i =0, entonces existe un fnico

5: Y/f(Kern) — Z tal que §% = s, ademis

A

Fr=s

“,

[f=sf=r=x

y = epimorfismo 5f = r. Si otro s': Y/f (Ker =) —> Z es tal que
s'®"=s5y s f=r entonces por la unicidad anterior s = 5.
Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema III-(2.18)

«que nos asegura que C, es un retracto por deformacion fuerte de
Cz, entonces

oh _, (Cr)=sl_, (C;)
0 bien
() .
o) (%) -f——*'—> o (%)

€s un isomorfismo para n > 1.

9. DeFiNICION.—Sea X € | A4 b |, n> 0 diremos que X es n-
«contractil si ¢, (X):= 0 para k' n.

Por comodidad de notacién vamos a introducir el functor ¢,*:
A b (2) — A b que continfia por la izquierda de modo natural la

sucesion exacta larga de los grupos duales de homotopia asociados
a un homomorfismo f.

10. DeEerFINICION. — Sea f: X —— Y homomorfismo, definimos
e, (f) = Ker fi, siendo ifs: e, (X) —> 5,* (Y) el homomorfismo
que asocia ¢,*: Ab—>Ab af.

No es dificil comprobar que 6,7 (—): Ab>XAb(2)—> Ab
es un functor, ademas

ON (=) Ab(2) —> A6 ¥y oy (f): Ab—— Ab

son aditivos e invariantes por homotopia.

.- 11. DEFINiCION.—Sea f€ | A b (2) | diremos que f es n-contrac-
til si 6, (f) = 0 para 0 < &k < .
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También vamos a definir el functor — @ 1: A b—> A b. Para
X €|A b |, conocemos la transformacién natural ix: X — X @ R,
definimos X ® 1 = Im ix, sobre los homomorfismos acttia de modo
natural, notemos que i: I — — ® R, nos induce de modo natural
una transformacién natural y epimorfa j, del tipo I — — ® 1.

12. ProrosiciON.—Sea X €| A b| y consideremos jx: X —»
—> X ® 1 entonces jx es cofibracién, X ® 1 es el minimo cociente
0-contrictil de X y

(Fx)s

o} (X) 0, (X®1)

es isomorfismo para # > 1.

DeMosTRACION.—Como el siguiente tridngulo es conmutativo

X
i /N
Jx X
/ AN
/ AN
P N
X®1 —> X®R

e ix es cofibracién también lo es jx (ver II-(1.5)).
Veamos que X ® 1 es 0-contréctil, para ello consideremos el si-
guiente diagrama:

(g
O'o(x) _— 00(X®1)
r s
I 4 |
X L X®1

donde 7 y s son las inclusiones canoénicas.

0 =jx7 =5 (jx)« y s monomorfismo entonces (jx)s = 0.

Como jx es cofibracién y epimorfismo, podemos considerar la
siguiente sucesién exacta:

( Jy )e

ve— M (X)——— 0P (X®1) — > 65y, (0)—> ...

Para A =7 y n =0, deducimos que ¢* (X ®1) =0 y para
n>1 vemos que o6, (X) — o,* (X ®1) es isomorfismo.
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Sea X _ T, C un cociente de X tal que s, (C) = 0 si le aplica~
mos a = el functor — @ 1, obtenemos

g (X) g (C)

N
bl

X1 cR1

Por ser ¢, (C) = 0 jc es un isomorfismo, como = es epimorfismo,.
C es un cociente de X ® 1.

13. ProrosicioN.—Sea A € | 4 b | entonces s, (A) = 0 si y sélo-
si cualquier cofibracion del tipo A _i, X es monomorfismo.

z iA
DeMoSTRACION.—Basta observar que A— A @ R es monomor--
fismo si y sélo si g, (A) = 0.
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