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In the abelian groups, we consider the homotopy theory induced by a ring R 
with a unity element. In this context, we define the homotopy dual groups and' 
we prove that the sequence of homotopy dual groups associated to a homomor-
phism or to a cofibration is exact. 

En los grupos abelianos, respecto a la teoría de homotopía inducida por un» 
anillo con unidad R, definimos los grupos duales de homotopía y probamos la 
exactitud de las sucesiones asociadas a un homomorfismo y a una cofibración. 

Introducción 

En la categoría de los grupos abelianos A b, para un anillo COB 
unidad R en [6] hemos introducido una teoría de homotopía, asi 
como los grupos de homotopía. Como estamos en una categoría 
abeliana para dar la relación de homotopía nos basta con dar los 
homomorfismos nulohomótopos, esto lo hacemos a través de un 
functor cono, afortunadamente en este caso este functor tiene ad
junto a derecha, el functor arcos y todos los resultados son duali-
zables. 

En este trabajo dualizamos los grupos de homotopía, definiendo' 
los grupos duales de homotopía de un grupo abeliano A, o bien de 
un homomorfismo, estudiamos la sucesión exacta de los grupos dua-
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íes de homotopía asociados a un homomorfismo, ésta se obtiene 
aplicando el functor tŷ  a la sucesión de Puppe, así como la sucesión 
exacta de los grupos duales de homotopía asociados a una cofi-
bración. 

Aquí definimos d̂  (X) = Ker i^, siendo ix '• X —>• C X la trans
formación natural que compara el functor identidad con el func
tor cono, observemos que en los espacios punteados ix es inyectiva 
con lo cual los grupos duales de homotopía son todos nulos. 

Todas las referencias en las que no se indica nada más corres
ponden a [6]. Denotaremos A b (2) la categoría de los pares. 

A continuación recordamos algunos resultados de [6] en los que 
nos apoyamos para la realización de este trabajo : 

Sea A ^-I-^ X P» C en A 6, diremos que p es cofibra homotó-
pica de g, si para cada grupo abeliano Z la siguiente sucesión es 
-exacta : 

/ * g* 
[ C , Z] • [ X , Z] » - [ A , Z | 

Vemos cómo todo homomorfismo tiene una cofibra homotópica 
asociada. 

III-(2.8) PROPOSICIÓN.—Sea g : A —> X homomorfismo de 
grupos abelianos y consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano : 

A »̂  X 

À(g)R 

^ 1 

Entonces g^ es cofibra homotópica de g. Diremos que es la co
fibra homotópica canónica. 

Por tanto a cada homomorfismo g le podemos asociar la siguien
te sucesión de cofibras homotópicas consecutivas: 

A ». X • C^ • C^ 

Por otra parte, teniendo en cuenta que el conúcleo de una co-
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fibración es del mismo tipo de homotopía que su cofibra homotópica^ 
podemos construir la siguiente sucesión que llamaremos de Puppe, 

A y X > C^ > S A > S X > S C^ > .. . 

Y probamos el siguiente teorema: 

III-(2.16) TEOREMA.—Sea g : A —> X homomorfismo : 
i) La sucesión canónica de cofibras homotópicas consecutivas 

asociada a ^ es /^-equivalente a la sucesión de Puppe asociada a g. 
ii) Si además g es una cofibración la sucesión de Puppe es h-

equivalente a la siguiente sucesión: 

g p V S g Sp 
A 3̂  X > C -> s A > S X i^ S C > . . . 

Siendo p: X —> C el conúcleo de ^ y V = p̂  fe, fe es la inversa 
homotópica de k : Q .—> C : 

Diremos que ésta es la sucesión de cofibras homotópicas asociada 
a una cofibración g. 

III-(2.17) PROPOSICIÓN. — Consideremos el siguiente cuadrado 
conmutativo : 

AO • xo 

a jp 
A» > X» 

Entonces -

i) a y f inducen de modo natural el siguiente diagrama conmu-. 
tativo : 
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AO > XO — > C^ 
P\ 

Al 
g' 

Siendo 

-> XI 
g-^ 

S AO —> S XO > S C^ 

q^ 
P\ 

-> SAI 
S^^ 

sp 
-> SX^ 

ŝ S 
s/ 

S C / 

ii) Si además g^ y ^^ son cofibraciones, a y | inducen de modo 
natural un homomorfismo entre las sucesiones de cofibras homotó-
picas asociadas a ^° y a ^^ (salvo homotopía). 

III-(2.18) TEOREMA.—En el siguiente cuadrado cocartesiano, su
pongamos que fes una cofibración y g^ un epimorfismo : 

-> A' 

X -> X' 

Entonces Ĉo es un retracto por deformación fuerte de Q 
a través de 

Grupos duales de homotopía de grupos abelianos 

Sea R un anillo con unidad, y consideremos los functores 

— (g) — , — ^ - 0 R : Í 4 ^ X ^ ^ • Ab . 

así como la transformación natural 

I' : - 0 >. - 0 - 0 R : íAB : A 0 B 

í AB ( Ji? ) == a: 0 1 , 

A 0 B 0 R 

apoyándonos en esta transformación natural definimos los grupos 
duales de homotopía. 
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1. DEFINICIÓN.—Sean A, B •€ | 4̂ 6 | , definimos 

OQA ( B ) = Z'^r íAB y o«A ( B ) = aoA ( B 0 S « ) 

«siendo S" = 0^* S, ®° S *= Z (notemos que B ® Z ^ B). Si A = Z, 
«denotaremos ^n^ (B) = <j„ (B) y diremos que es el n-ésimo grupo 
•dual de homotopía. 

2. PROPOSICIÓN.—fs^" (—) es un functor del tipo A b X A b '—> 
-—> A b, O (—)> «y»" (B) son del tipo A b —> A b, aditivos e in-
•variantes por homotopía. 

DEMOSTRACIÓN.—No tiene dificultad. 

3. DEFINICIÓN.—Sea (X _J:^ Y)^^\Ab(2)\Y Q la cofibra ho-
tnotópica canónica de g, definimos 

para n í> 1, como el w-ésimo grupo dual de homotopía asociado al 
Ihomomorfismo g. 

De que C : A b (2) '—> A b sea functor se sigue que 

G»- {--) : AdxAè(2) > A b 

•es un functor. Como el functor C es aditivo y transforma contrác
tiles en contráctiles con la proposición anterior, deducimos que 

on^ ( — ) ' Ab(2) > Ab y QfT {g) ' Ab > Ab 

5on aditivos e invariantes por homotopía. 

4. OBSERVACIÓN.—^Notemos que por definición para w > O y 
^ 1> fe > O se verifica que 

a«^ {B) = On-k ( S * B ) 

O bien para w > l y n > f e > 0 

0«A ( ^ ) ^ 0 ¿ „ ; ^ ( S * ^ ) , 
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Recordemos que el functor suspensión S conserva cuadrados cocar
tesianos, y que salvo isomorfismo el producto tensorial es conmu
tativo, 

5. TEOREMA.—Sea X f > Y ^> Z en 4̂ è, de modo que g es> 

cofibra homotópica de /, entonces la siguiente sucesión es exacta: 

a«^ ( X ) ^ a„A ( Y ) ^ a«A ( Z ) 

DEMOSTRACIÓN.-—Lo probaremos primero para la cofibra homo-
tópica canónica de /, X / >. Y — ^ Q (ver III-(2.8)). Veamos que 
la sucesión: 

/ * ( / i ) * 
o«A ( X ) —^—»- a«A ( Y ) — >• a«A ( C ^ ) es exacta . 

Como /i / ~ O, por la proposición anterior, 

por tanto 

Im f^dKer if,)^ 

Notemos que 

a„K ( X ) = aoA ( X ® S « ) = Oo ( A 0 X ( g ) S « ) 

Entonces basta que en la sucesión: 

( 1 ® / ® 1 ) , ( 1 0 / 1 0 1 ) * 

veamos que 

Ker ( 1 0 / , 0 1 ) * c / m ( 1 0 / 0 1 ) * , 

recordemos que el functor A 0 — 0 S" transforma cuadrados c(^ 
cartesianos en cocartesianos, se puede asegurar que en el siguiente 
diagrama conmutativo 6 es isomorfismo (T permuta R y S'*) : 
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1 0 / 0 1 

1211 

A0X0S« 
\ ÍA®X0S'' I \ 1 0 Í X 0 1 

A0X0R0S ' ' 

/ 
A 0 X 0 S « 0 R 

-> A0Y0S'» 

a 0/01), I \i0/,0i 
i0''0i I \ 

A 0 C/0 S" 
> / 

/ 

-> Cl(g|/0í 

En consecuencia 

^^r ( 1 0 / , 0 1 ) ^ = ir^r ( ( 1 0 / 0 1 ) , ) , . 

Por tanto bastará que probemos para el functor <ŷ, que en la sm 
cesión : 

oo ( X ) > oo ( Y ) > oo (C/ ) . Ker (ft).c:rmf^ 

Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano: 

/ 
-> Y 

X 0 R 

/ i 

C/ 

Sea y •€ Ker (/i)* (/j)* (y) = hy = O, por la construcción del 
cuadrado anterior, fiy = p ji (y) = p (y + 0), siendo /i la inclusión 
canónica de Y en Y © (X 0 R) y /̂  la proyección canónica. Si 
p (y + 0) = O entonces existe Jirt€ X tal que / ^ = y y íx (^) = 0^ 
por tanto 

X ^ Kâr ix = ao (X) y /^ {x)=fx=y, 

entonces Ker (/i)* c: /m /*. Hemos probado el teorema para las-
cofibras homotópicas canónicas, sea Y _£> Z otra cofibra homotó-
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pica de /, entonces existen los siguientes triángulos conmutativos 
•salvo homotopía: 

/ 

/ 
/ 

/ i \ 
\ 

\ 

A 

C/ 

\ 

/ 

e/ 
/ 

/ 

\ 

\ 
C/ 

y en la sucesión 

< (X) -^^-* o* (Y) - i ^ o* (Z) Kerg^ = Ker {f,)^ = Imf, 

6. TEOREMA.—Sea X f > Y un homomorfismo entonces la si
guiente sucesión es exacta, para w > O 

•o* (X) - A ^ oil (Y) i : ^ o ^ , (/) i í í ^ , * , , (X). 

•definidos del modo siguiente: 

lA esta sucesión la llamaremos sucesión exacta larga de los grupos 
¿duales de homotopía asociada a un homomorfismo /. 

Además si el siguiente cuadrado es conmutativo 
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para n ^ O el siguiente diagrama también lo es 

o« (X) 

Oni^')-

/ * 
• < (Y) 

( / l ) * 

/ \ 

(pi)* 
>^í+i(X) 

^< (V)-
( / ' l ) * t (p'l)* 

EsS decir, la sucesión exacta de los grupos duales de homotopía es 
natural respecto morfismos (a, p) : / —> f. 

DEMOSTRACIÓN.—Recordemos que en III-(2.15), hemos probado 
-que la sucesión de Puppe asociada a / es de cofibras homotópicas 
consecutivas 

/ A 
• Y 

Pt f® 1 
y X ® S y Y( 

Si le aplicamos el functor Q^^, tenemos en cuenta el teorema ante
rior y las definiciones 1 y 3, obtenemos la sucesión y exactitud de
seadas. Para la naturalidad, observemos que la proposición III-(2.17) 
iios asegura el comportamiento natural de la sucesión de Puppe res
pecto morfismos (a, p): /•—>f. 

En el siguiente teorema vemos cómo en la sucesión exacta de 
los grupos duales de homotopía, asociada a una cofibración /, pode
rnos sustituir el t^-ésimo grupo dual de homotopía de / por el 
{n — l)-ésímo grupo dual de su conúcleo. 

7. TEOREMA.—Sea X f > Y una cofibración e Y — ^ Z su co

núcleo entonces para î  > O la siguiente sucesión es exacta : 

V* 
^n (X) y 0^ (Y) ^« (Z) > i i + i (X) 

•donde /* y ^* están definidas de modo natural, V es el morfismo de 
conexión que aparece en la sucesión de cofibras homotópicas aso
ciadas a una cofibración (ver III-(1.16)). 

Además para el siguiente cuadrado conmutativo : 

X . 

I ^ 
X' -

/ 

/ ' 
-> Y' 
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donde f y f son cofibraciones con conúcleos Y t^ Z e Y ^ Z > 
el siguiente diagrama es conmutativo : 

On (X) — > O-;: (Y) — 

A 

On (Z) > ot+^ (X) 

V'^ 
On (X') ^ o^ (Y') ^ a i ' (Z') ^ a „ % , (XO 

P es la inducida de modo natural por a y § en los conúcleos. 

DEMOSTRACIÓN.—El teorema III-(2.15) nos asegura que la suce
sión de cofibras homotópicas asociadas a una cofibración / es una 
sucesión de cofibras homotópicas consecutivas. 

X ^ Y >• Z • X6àS > Y 6àS 

Si le aplicamos el functor <r̂ ,̂ tenemos en cuenta el teorema 5 y la: 
definición 1, obtenemos el resultado deseado. La naturalidad es con
secuencia de la proposición III-(2.17). 

8. COROLARIO.—Sea X ^ > X^ un epimorfismo y / : X —> Y 

una cofibración, entonces el siguiente cuadrado es cocartesiano : 

-> X' 

/ / 

-^ Y / / {Ker it) 

donde 7t es la proyección natural y / es única tal que f% — íífyw 

que i / se anula sobre Ker -K. Además el morfismo ( / , / ) : 'ÍC •—> ^ 

induce isomorfismo en los grupos duales de homotopía (/, /)* : 

(-)• <y„̂  (TÍ) para n > 1. 

DEMOSTRACIÓN.—^Veamos que el cuadrado anterior es cocartesia
no, sean X ' ^ > Z, Y ^ > Z tal que r TC = s /, sea i : Ker -K —> X 
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la inclusión canónica s f i = r T. i = O, entonces existe un único 
J: Y / / (Ker -K) ^—> Z tal que s íi = s, además 

y Tz epimorfismo s f = r. Si otro s': Y/f (Ker'K)—>Z es tal que 

y TÍ = s y s'f = r entonces por la unicidad anterior s' = s. 
Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema III-(2.18) 

tque nos asegura que C^ es un retracto por deformación fuerte de 
Cíí, entonces 

< - i ( C . ) - a ^ _ i ( C - ) 

O bien 

ees un isomorfismo para n > 1. 

9. DEFINICIÓN.—Sea X'6 | ^ 6 | , n^O diremos que X es n-

contráctil si (T̂  (X) = O para k '< n. 
Por comodidad de notación vamos a introducir el functor tjo^: 

jl 1) (2) —> A b que continúa por la izquierda de modo natural la 
sucesión exacta larga de los grupos duales de homotopía asociados 
a un homomorfismo / . 

10. DEFINICIÓN. — Sea / : X —> Y homomorfismo, definimos 

tf^^ (/) = Ker /*, siendo i/* : (J^^ (X) —> '(J,Ô  (Y) el homomorfismo 
-que asocia -Cô  : A b —> A b a f. 

No es difícil comprobar que ô"" (—) : A b X A b (2) —> A b 
•es un functor, además 

a ^ ( - ) : ^ ¿ ( 2 ) ^Aâ y Q^'-(f):Ab >Áb 

son aditivos e invariantes por homotopía. 

11. DEFINICIÓN.—Sea / '€ | A b (2) \ diremos que / es n-contrác-
til si <5k(f) = O para O < ^ < n. 
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También vamos a definir el functor — 0 1 : A b—>A b. Para 
X '€ | 4 è |, conocemos la transformación natural ixi X —> X 0 Ry 
definimos X 0 1 = Im ix, sobre los homomorfismos actúa de moda 
natural, notemos que i : I —> — 0 R, nos induce de modo natural 
una transformación natural y epimoiffa j , del tipo I —> — 0 1 . 

12. PROPOSICIÓN.—Sea X '€ | ^ è | y consideremos jx : X •—> 

—> X 0 1 entonces jx es cofibración, X 0 1 es el mínimo cociente 
0-contráctil de X y 

a « f X ) - * > o ^ { X 0 1 ) 

es isomorfismo para n > 1. 

DEMOSTRACIÓN.—Como el siguiente triángulo es conmutativo 

X 

A/ V'x 
/ \ 

j / \ 

X 0 1 —> X 0 R 

e ix es cofibración también lo es jx (ver II-(1.5)). 
Veamos que X 0 1 es 0-contráctil, para ello consideremos el sî -

guiente diagrama: 

( /x )* 
Go (X) > O o ( X 0 1 ) 

X 3̂  X 0 1 

donde r y ^ son las inclusiones canónicas. 
O = jx r =: s (/x)* y «y monomorfismo entonces (jx)* = 0. 
Como jx es cofibración y epimorfismo, podemos considerar la 

siguiente sucesión exacta : 

. . . ^ o ^ ( X ) —> o^(X(2)l ) yot+1 (0) • . . . 

Para A = Z y « = O, deducimos que « / ( X ® 1) = O y para 
« > 1 vemos que O ( X ) — > w„-*̂  (X (g) 1) es isomorfismo. 
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Sea X - ^ C un cociente de X tal que cr<, (C) = O si le aplica
mos a -n: el functor — 0 1 , obtenemos 

Oo ( X ) - C 3 o ( C ) 

Por ser CQ (C) = O je es un isomorfismo, como TC es epimorfismo,. 
C es un cociente de X 0 1. 

13. PROPOSICIÓN.—Sea A'€ \ A b \ entonces % (A) = O si y sólo-
si cualquier cofibración del tipo A ^^'> X es monomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta observar que A ^ A 0 R es monomor
fismo si y sólo si <To (A) = 0. 
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