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In this paper it's studied the integration of functions with values in a locally 
^convex space, with respect to infinite measures. The case for finite measures has 
been studied in [5] by us, in relation with the Radon-Nikodym theorem and 
property. Others recent works in this way, about integration of vector functions, 
a r e due to Thomas [8] , Chi [1] and Gilliam [3]. It must be remarked that as 
a (countably additive) vector measure it's not necessarily of bounded variation, 
then the generality of the integration requires the existence of integrable functions 
which aren't absolutely integrable. Moreover, the largeness of the class of 
Integrable it's fundamental for the greater or smaller riches of the properties 
of the integral. So we will give here two versions, one strong and other weak, 
for the theory of integration, appearing the ijx-integrable functions and the pt-
integrable ones. When the measure space is strictly localizable, then the absolutely 
-E-integrable functions coincide with the Grothendieck integrable ones. 

En este trabajo se estudia la integración de funciones con valores 
-en un espacio localmente convexo respecto de medidas infinitas. El 
caso de medidas finitas lo hemos estudiado en [5] en relación con 
•el teorema y la propiedad de Radon-Nikodym. Otros trabajos recien­
tes, en esta dirección, sobre integración de funciones vectoriales se 
deben a Thomas [8], Chi [1] y Gilliam [3]. Es de notar que como 
una medida vectorial (contablemente aditiva) no es necesariamente 
de variación acotada, la generalidad de la integración exige que 
•deban existir funciones integrables no absolutamente integrables. 
Por otra parte, la amplitud de la clase de las funciones integrables 
€S fundamental para la mayor o menor riqueza de las propiedades 
<de la integral. Por ello nosotros daremos dos versiones, una fuerte 
y otra débil, para la teoría de la integración, dando lugar a las fun-
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Clones fx-integrables y pL-integrables. Debemos destacar que las fun­
ciones absolutamente pL-integrables coinciden con las funciones inte­
grables Grothendieck cuando el espacio de medida (O, 2, |jt.) es estric­
tamente localizable. 

El trabajo constará de cuatro partes. Aquí, en la primera, trata­
remos de las funciones (ji-medibles y pL-medibles. En la segunda y en» 
la tercera de las funciones integrables. Finalmente, en la cuarta par­
te, trataremos de las clases de pt.-equivalencia y del rango esencial, 

1. Funciones simples 

1. DEFINICIÓN.—Sea S una c-álgebra de subconjuntos de un 
conjunto Û, y E un espacio vectorial topológico localmente convexa 
sobre el cuerpo K de los números reales o de los complejos, que su­
pondremos siempre Hausdorff. Una función / : O —> E se dice 
simple de clase O : / •€ S^ = SQ (2, E) si es una función 2-medible 
con un número finito de valores, e. d. si 

/=Z" 
con yi'€ E, Ai 6 E para i = 1, 2, ..., n, donde XA es la función ca­
racterística de A. 

Una función / : Q —> E se dice simple : / € S = S (2, E) si es 
límite uniforme de una red (/Otei de funciones simples de clase 0> 

Es claro que S = So para la topología de la convergencia uniforme 
sobre el espacio B (O, E) de las funciones acotadas / : Û '—> E . 

2. PROPOSICIÓN. 

2.1. S es un espacio vectorial. 
2.2. Si f'C^" y 9 es una función escalar acotada ü^-medible, 

<pf€5'. 
2.3. Si í'€ S y p es una seminorma continua sobre E, p *> f €S 

una función escalar acotada y H-medible, 
2.4. Si í^€S y x ' ' € £ ' (dual de E), <f, x'> es una función 

escalar acotada y H-m^edible, 
2.5. Si í'€S(:^,E), F es otro e. 1. c. s. y T: E—>F una 

aplicación lineal continua, entonces T « f'€ 5* (2, F) . 

DEMOSTRACIÓN.—Inmediata. 
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3. PROPOSICIÓN.—Una función f: û — > E es simple si y solo 
si se verifican: 

3.1. f (û) es un sub conjunto pre compacto de E, 
3.2. p ° (f — x) es H^-medihle para toda seminorma continua p 

sobre E y todo x € £ . 

DEMOSTRACIÓN.—Sea / simple. Entonces, según 2.1 y 2.3, se ve­
rifica 3.2. Sea (/,),• ̂  i una red de funciones /< '€ S^ uniformemente 
convergente a / . Entonces, para cada entorno U de O en E, existe 
una función /< tal que / (t) — /< (t) '€ U para todo 11€ Q. Por tanto^ 

/ ( Q ) c : A + U, 

donde A es el conjunto finito /¿ (Q), y resulta que / (O) es precom-
pacto. 

Recíprocamente, si se verifican 3.1 y 3.2, se deduce fácilmente 
que, para todo entorno absolutamente convexo y cerrado U de O 
en E, existe una función /u '€ Ŝ , tal que /u (t) — / (í) € U para 
todo ¿ ' C u y resulta que / es simple. 

2. Funciones p.-nie<libles 

Sea (Û, E, \\i) un espacio de medida y E un e. 1. c. s., e. d., un 
espacio localmente convexo separado. 

4. DEFINICIÓN.—^Una función / : Ù—>E se dice \i-medible si, 
para todo A '€ E de medida finita : A '€ E^, existe una red (fi)i ç i de 
funciones simples que converge casi uniformemente a / en A. 

Una función / : û -—> E se dice totalmente ¡i-medible sí existe 
una red ( / ÍX^I de funciones simples que converge casi uniforme­
mente a / sobre cada conjunto A € EQ. 

Denotaremos por M = M (E, \i, E) el conjunto de las funciones 
/ : Û'—> E ,[jL-medibles y por Mt = M^ (E, i{ji, E) el conjunto de las 
funciones / : O'—>< E totalmente ipi-medibles. 

Es claro que toda función simple es totalmente i|jt.-medible y 
que toda función totalmente fji-medíble es ,|jt.-medible. Por tanto, 
S cr Mt 'C M. También es claro que si / '€ M (resp. / '€ Mt) y g i= f 
en casi todo Û, ^ i€ M (resp. g € M^). 

. Denotaremos por E,o la clase de los conjuntos A'€ E de medida 
finita y por EA la clase de los subconjuntos X '€ E de A. 

file:///i-medible
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5. PROPOSICIÓN.—Son equivalentes : 
5.1. f es y^-medible, 
5.2. Para todo A '€ S^ y todo e > O existe K& '€ 2^ tal que 

p. {A — Ks) < s 3̂  f XK ^S simple, 

5.3. Para todo ^ *€ SQ y todo e > 0 existe K&^^Hj^ tal qug 
¡i {A — K^) <is y í XK, es [i-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—^5.1 = > 5.2. Sea A € ZQ. Si / es (L-medible, 
•existe una red ( / Í ) Í€I de funciones simples que converge casi unifor­
memente a / en A. Entonces, para todo e > O, existe K,e ^ 2A tal 
que |JL (A — K,e) < 6 y (/i)¿ei converge uniformemente a / en Kg. 
Por tanto, (/iXK,)iei converge uniformemente a / XK^ y / XK, ^ S . 

5.2 = > 5.3. Basta tener en cuenta que S e M. 
5.3 í = > 5.2. Para todo A '€ 2^ y todo e > O existe Ke € 2A 

tal que \\i (A — IQ) < &/2 y / XK, es (i-medible. Entonces existe 

una red ( / Í ) Í€I de funciones simples que converge casi uniforme­

mente a / XKg sobre K« '€ 2^. Por tanto, existe K'e ^ 2K, tal que 

yi, (Ke — Kf&) < e/2 y (/<)< ̂  i converge uniformemente a / XK, en K'». 

Luego ( /¿XK' ,)¿€I converge uniformemente a / XK', y f 1K\ ^ S. 

Además 

ji ( A - K ' . ) ^ l i ( A - K e ) + |i. { K , - K ' . ) < s . 

5.2 t = í > 5.1. Procederemos por inducción. Sea A € ZQ, Para 
€ i= 1 existe Ki '€ 2A tal que \L (A — K^) < 1 y / XK» ^ S. Supon-
g-amos construido Kn_i€2^ de modo que [Ji(A — K,^^i)<l/(ii — 1) 
y /XK^_ € S . Para e^=l/n existe K'n€2A tal que \L(A — K'^)<1/H 

y f XK', '̂  S. Sea K« = K^^ U K'„. Entonces 

H. ( A - K „ ) ^}L ( A - K ' « ) < l / « y / XK^ € S . 

Por tanto, si / « ' = : / X K I (/nXeN^s una sucesiórt de funciones sim­

ples que converge casi uniformemente a / sobre A y / es ,[t-medible, 

6. PROPOSICIÓN. 

6.1. El conjunto M de las funciones \h-medibles es un espacio 
vectorial, 

6.2. Si i es ii-medible y -(? es una función escalar ^-mediblé^ f f 
es ¡L-medible, 

file:///h-medibles
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6.3. Si í es \L-fnedible y p es una sendnorma continua sobre Ey 
la función real p ° í es ¡L-medible. 

6.4. Si f es [L-medible y x^ •€ £ ' , la función <£, x ' ) es ^-medible, 
6.5. Si í es \L-medible, F es otro e. I, c, s. y T: E—>F es 

una aplicación lineal continua, entonces T ° í es \L-medible. 
Estas propiedades son también válidas para las funciones total­

mente ^-m^e dibles. 

DEMOSTRACIÓN.—Resulta fácilmente de la proposición 2 y de la 
definición 4. 

7. PROPOSICIÓN.—Si ( Q f ^^ ^^^^ sucesión de funciones ¡i-medí-
bles que converge casi uniformemente a f, entonces í es \L-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea A '€ SQ. Por converger (/n)f casi uniforme­
mente a / sobre A, para todo s > O existe K^ *€ HA tal que 
[ji (A — Ko) < e/2 y (/„),* converge uniformemente a / sobre K,,. 
Por ser /« [Ji-medible, existe un K „ ' € 2 A tal que \L(A — K„)<€/2'*'^* 

Sea 

K = f l K« Ç Sí 
o 

entonces 

VL ( A - K ) ^ 2 * ^ ( A - K „ ) < £ 

y (fn XK)T ^S una sucesión de funciones simples que converge uni­
formemente a / XK, que por la definición 1 es simple. Luego, por la 
proposición 5, / es ^-medible. 

8. PROPOSICIÓN.'—Si (Ü, 2 , ¡L) es un espacio de medida estric­
tamente localisable y í es una función i\í.-medible, entonces í es total­
mente ^-medible. 

DEMOSTRACIÓN. — Por ser O estrictamente localizable existe 
una familia (ÛX)X€A de conjuntos disjuntos medibles tales que 
Qi= M Ox, Ûx'€E^ para cada X € A, y para todo subconjunto A 

X € A 

file:///L-fnedible
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de medida finita de O existe un subconjunto contable M de A tal 

que II (A— \J Ox) = 0. 

Por ser Ox "€ E,o para todo X '€ A y ser / |ji-medible existe una 
red (fi^)i^£i de funciones simples que converge casi uniformemente 
a / sobre Ox. 

Sea P/ (A) el conjunto de las partes finitas de A y definamos en 

I.= P,(A)íx H Ix, 
X e A 

si y sólo si M <= M' e ix [< íx' para todo X '€ A. Entonces (I, < ) es 
un conjunto dirigido. Formemos ahora la red (fi)iei de funciones 
simples poniendo 

/,-X (x) si X ^ ü^ para X Ç M 

/«• ( ^ ) = { O si í̂  3 M Q^ 
X 6 M 

cuando i ' = (M, (íx)xeA). 
Vamos a probar que (/Ofci converge a / casi uniformemente so­

bre cada conjunto A de medida finita. Entonces A = 11 Ax para 

Ax = A n Ox. Para cada e,o > O existe M^ '€ P^ (A) tal que 

it( A - U A J < S O / 2 . 

X € Mo 

Dado X '€ MQ existe Kx '€ EQ^ para el que se verifica 

|i (Qx -Kx)<6o /2 f /o , 

donde WQ es el cardinal de MQ, y (/í^)f^ci converge uniformemente 

a / sobre Kx. Por tanto, si K'x'= A fl Kx, se verifica 
11 (A, -Kj^)^ |x (Q3, -^Kx)<6o/2«o-

Sea K= M K ' X ' C S A , entonces de 

A - K c ( A - U A,) U ( U A). y K ¿ ) 
X fe M« X 6 Me X 6 M o 

resulta [JL (A — K) < EQ. 
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Veamos que (/Oigi converge uniformemente a / sobre K. Como 
{/i^)/j^ei^converge uniformemente a / sobre K \ (X'6 MQ), para todo 
€ > 0 y toda seminorma continua p sobre E, existe i^^ '̂  Ix tal que 

/ ifix ( ^ ) - / ( ^ ) ) < s 

para todo x € K \ y todo ix > Í^-K-

Tomemos ÍQ = (M,o, (i\)x SA)- Si j r ' € K , existe X'€ M^ tal que 
¿ r ' € K \ . Sea í = (M, (ÍX)X€A) > 4- Entonces, M 3 MQ, k>i\ J 
/ , (^) = /̂ ^ (jr), de donde resulta 

/ ( /« ( ^ ) - / ( ^ ) ) - / ( / à ( ^ ) - / ( ^ ) ) < £ 

y, por tanto, que (/Oíei converge uniformemente a / sobre K. Lue-
:go / es totalmente (x-medible. 

3 . Funciones pL-medibles 

9. DEFINICIÓN.—Una función / : €l—>E se dice ^-medible si, 
para todo A '€ S^, existe una red de funciones ,pi-medibles que con­
verge uniformemente a / sobre A. 

Una función / : il—> E se dice totalmente ^-medihle si existe 
tma red de funciones totalmente {Ji-medibles que converge uniforme­
mente a / sobre cada conjunto de medida finita. 

Denotaremos por M (S, i[Ji, E) el conjunto de las funciones / : 

û ,—> E pL-medibles y por Mt (2, [x, E) el conjunto de las funciones 
f: Û — > E totalmente p.-medibles. 

La proposición 6 se puede extender para las funciones p.-medibles 
y totalmente pL-medibles. 

Si E es metrizable de la proposición 7 se deduce que toda función 
pl-medible es ]x-medible. 

10. PROPOSICIÓN.—Si i es límite casi uniforme sobre cada con 
junto de medida finita de una red de funciones ^-medibles, depen­
diente del conjunto, í es ^-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea A C S , , y (/i)fgi una red de funciones pL-
medibles que converge casi uniformemente a / sobre A. Para cada 
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6 = 1/n existe K'„ € S^ tal que [Ji (A — KV.) < 1/n y (/i)¿ ^ i con-
i n - 1 

verge uniformemente a / sobre K'n- Sea K„ = K^„— M K%, en­

tonces (K„)i^ es una sucesión de conjuntos medibles disjuntos tales 
00 

que [i. (A — M K„) = O y (fi)i g i converge uniformemente a / so-

bre cada K„. 

Para todo i € I, /,• es límite uniforme sobre K» de una red de fun­
ciones [JL-medibles. Entonces, para toda seminorma continua p sobre 
E, existe una función /„^p |Ji-medible tal que 

/ ( / « , / - / ) < ! sobre ÏC„ . 

Para todo n^£ N y toda seminorma p ponemos 

gn,p=^fh,p sobre K^ para \ Z. h Z, n 

gn,p=f sobre A — (J KA 
1 

g^^p = o sobre y KA U A^ . 
M + 1 

Entonces ^n, p es [Ji-medible ya que es igual a la función ^ /̂ ^ p XK 
-4 = 1 

salvo en un conjunto de medida nula. La función g^ definida poniendo» 

gpz=ifn^p sobre K« ( « Ç N ) 
OC 

gp z=zf sobre A — ( J K« 

1 

^^ = O sobre A^, 

es el límite casi uniforme de la sucesión (^n. p)neN sobre A, de don­
de según la proposición 7 g^ es pt-medible para cada seminorma p. 

Finalmente, {g^p converge uniformemente a / sobre A ya que 
para toda seminorma p,Q se tiene 

/o (gp—f)< 1 sobre A 

para toda seminorma p > pQ. Entonces / es ¡i-medible. 
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11. DEFINICIÓN.—^Una aplicación / : Q —> E se dice esencial­
mente (ú-precompacta si, para todo conjunto A de medida finita y 
todo entorno V de O en E, existe un subconjunto Z de medida nula^ 
de A y un conjunto contable M 'C E tales que / (A — Z) c M + V . 

12. PROPOSICIÓN.—Una función f es ^-medihle si y sólo si se' 

verifican : 

12.1. f es esencialmente w-precompacta. 

12.2. p ° (f — x) es ¡i-medible para toda seminorma continua p-

de E y todo x€E (^). 

DEMOSTRACIÓN.—Sea / una función pL-medible. Entonces, para 
cada A € SQ, existe una red (fi)i ç i de funciones |jL-medibles que con­
verge uniformemente a / sobre A. Si V es un entorno absolutamente 
convexo de O en E existe un 4 '€ I tal que 

/ ( / ) - / / ( / ) € V / 2 

para todo i > ÍQ y todo t € A. 

Fijemos i > ÍQJ entonces por ser /,• (jt.-medible existe una sucesión-
(K»)f de subconjuntos disjuntos y medibles de A tales que 

I. ( A ~ u ^0 = ̂  

1 

sobre A, donde Z = A — 1} ^n y fiXu es una función simple-^ 
n 

Como fi (Kn) es precompacto, dado el entorno V de O existe un 
conjunto finito F„ tal que 

(*) Este teorema para medidas finitas se debe a J. L. de María. Véase [4] y 
Sion, M. (1973), A Theory of Semigroup Valued Measures. «Lect. Notes in 
Math.», num. 355, págs. 42-51. Springer-Berlin. 
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Cuego 

/ / { A - . Z ) c : M + V / 2 

00 

-siendo M == M F^ un conjunto contable. Entonces 
1 

/ ( A — Z ) c / / ( A — Z ) - f V / 2 c M + V / 2 + V / 2 = : M - f V . 

De las propiedades 6.1 y 6.3 extendidas para las funciones pL-me-
^ibles resulta que /> « (/ — x) es i[Jt.-medible para toda seminornia con­
tinua p de E. 

Recíprocamente, sea / : O —^ E una aplicación que cumpla 12.1 
y 12.2. Sean A '€ E ,̂ V un entorno absolutamente convexo y cerrado 
•de O en E y /> su funcional de Minkowski. Entonces existe un con­
junto Z de medida nula y un conjunto contable M = (^n)" tal que 

/ ( A - Z ) c M - 4 - V . 

íPor tanto, existe una partición (An) t de A — Z en S tal que / (t) — 
-—̂  4̂» •€ V para todo t € A„, y la función 

oo 

/ / = ^ «̂ ^A«+/Xz 
1 

«es |Jt.-medible y verifica 

/ Kfp—f) ái 1 sobre A , 

Luego, para todo A '€ SQ, existe una red (/p)p de funciones sfji-medi-
Ibles que converge uniformemente a / sobre A, e. d., / es pL-medible. 

13. PROPOSICIÓN.—Una junción f € ikf (S, [JL, E) si y sólo si se 
-verifica : 

13.1. Para todo entorno absolutamente convexo U de ^ en E, 

T C u o f Ç M ( S , | i . , E u ) 

hiendo "TCU la aplicación canónica E —> £u. 
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DEMOSTRACIÓN.—Es obvio que si / € M ( 2 , |JL, E) se tiene que cada 

itu o / C M ( S , |JL, Eu ) 

y, por tanto, que î u ° / ' ^ M (S, [ji, Eu) oor ser Eu un espacio 
¡normado. 

Recíprocamente, supongamos que se verifica 13.1 y que A € S^. 
Entonces, por la proposición 12, para cada seminorma continua p 
sobre E, existe una familia (A,)igi de conjuntos disjuntos 

A/ € 2 A + = ¡ X Ç I A : [X ( X ) > 0 Î 

y otra familia (yi)¿ g i de elementos y i € E taies que I es contable, 

Z = A ^ U A, 
iei 

-es de medida nula y 

/ ( / ( O - j y * ) ^ ! para todo t ^ Ai ( Î Ç I ) , 

Entonces, si 

Tel 

'(fp)p ^s una sucesión de funciones [i-medibles que converge unifor-
imemente a / sobre A. Luego / es pL-medible. 

14. PROPOSICIÓN.—Si (fn)r ^^ ^^Û^ sucesión de funciones ^-medi-
Mes in ' Û —> E que converge a í en casi todo O, f es una función 
^-medible. 

DEMOSTRACIÓN.—Nos basaremos en la proposición 12. Es claro 
-que podemos suponer que 

U m / « {t)=/(t) 
H 

¡para todo ¿ '€ ù . Por ser /« p.-medible, para todo conjunto A '€ S<j y 
todo entorno absolutamente convexo V de O en E, existe un sub-



6 0 BALTASAR RODRÍGUEZ-SALINAS 

conjunto Z„ de medida nula de A y un conjunto contable M^ cz K 
tales que 

/„ {A->Z„)c:M« + V / 2 . 

00 

Por tanto, Z = j j Z„ es un subconjunto de medida nula de A y 
1 

eo 

M = i j M„ c: E es un conjunto contable para los que se verifica 

/ ( A ~ Z ) c = \J fn{A^Z„)c:(M + YI2)-
1 

c M - f V / 2 + V/2 = M + V. 

Finalmente, es inmediato que /> ° (/ — ^) es [i-medible para toda, 
seminorma continua p sobre E y todo x € E. 
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