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In this paper it’s studied the integration of functions with values in a locally
«convex space, ‘with respect to infinite measures. The case for finite measures has
been studied in [5] by us, in relation ‘with the Radon-Nikodym theorem and
property. Others recent works in this way, about integration of vector functions,
are due to Thomas [8], Chi [1] and Gilliam [8]. It must be remarked that as
:a (countably additive) vector measure it’s not necessarily of bounded variation,
then the generality of the integration requires the existence of integrable functions
which aren’t absolutely integrable. Moreover, the largeness of the class of
integrable it’s fundamental for the greater or smaller riches of the properties
of the integral. So 'we will give here two versions, one strong and other weak,
for the theory of integration, appearing the y-integrable functions and the @-
integrable ones. When the measure space is strictly localizable, then the absolutely
{-integrable functions coincide with the Grothendieck integrable ones.

En este trabajo se estudia la integracion de funciones con valores
en un espacio localmente convexo respecto de medidas infinitas. El
caso de medidas finitas lo hemos estudiado en [5] en relacién con
€l teorema y la propiedad de Radon-Nikodym. Otros trabajos recien-
tes, en esta direccién, sobre integracion de funciones vectoriales se
deben a Thomas [8], Chi [1] y Gilliam [3]. Es de notar que como
una medida vectorial (contablemente aditiva) no es necesariamente
de variacién acotada, la generalidad de la integracién exige que
deban existir funciones integrables no absolutamente integrables.
Por otra parte, la amplitud de la clase de las funciones integrables
es fundamental para la mayor o menor riqueza de las propiedades
de la integral. Por ello nosotros daremos dos versiones, una fuerte
v otra débil, para la teoria de la integracion, dando lugar a las fun-
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ciones p-integrables y p-integrables. Debemos destacar que las fun-
ciones absolutamente p-integrables coinciden con las funciones inte-
grables Grothendieck cuando el espacio de medida (Q, =, ) es estric-
tamente localizable.

El trabajo constard de cuatro partes. Aqui, en la primera, trata-
remos de las funciones p-medibles y p-medibles. En la segunda y en
la tercera de las funciones integrables. Finalmente, en la cuarta par-
te, trataremos de las clases de p-equivalencia y del rango esencial.

1. Funciones simples

1. DeriNiciON.—Sea X una s-ilgebra de subconjuntos de um
conjunto Q, y E un espacio vectorial topolégico localmente convexo
sobre el cuerpo K de los nfimeros reales o de los complejos, que su-
pondremos siempre Hausdorff. Una funcién f: Q— E se dice
simple de clase 0: f€ S, =S, (Z, E) si es una funcién Z-medible
con un niimero finito de valores, e. d. si

‘ f=2],'XA,-

con y;€ E, A;€X para i =1,2, ..., n donde y, es la funcién ca-
racteristica de A.

Una funcién f: @ — E se dice simple: f€S =S (I, E) si es
limite uniforme de una red (f;);.: de funciones simples de clase 0.
Es claro que S.= S, para la topologia de la convergencia uniforme
sobre el espacio B (Q, E) de las funciones acotadas f: Q—— E.

2. PRrOPOSICION.

21. S es un espacio vectorial.
22 Si f€S y o es una funcidn escalar acotada E-medible,
of€S.

23. Si f€S y p es una seminorma continua sobre E, pof es
wuna funcién escalar acotada y T-medible.

24. Si f€S y x’€E (dual de E), (f,x') es una funcion
escalar acotada y T-medible.

25 Si f€SE,E), F es otro e. l. ¢. s. y T: E—>F uno
a[)lichio’n lineal continua, entonces T - f€ S (X, F).

- DEMOSTRACION.—Inmediata.
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3. ProrosictoN.—Una funcidn f: Q——> E es simple si y sélo
si se verifican:

3.1. f(Q) es un subconjunto precompacto de E.

382. po(f—x) es Z-medible para toda seminorma continua P
sobre E y todo x€ E.

DeMOSTRACION.—Sea f simple. Entonces, seglin 2.1 y 2.3, se ve-
rifica 8.2. Sea (f);: una red de funciones f;€ S, uniformemente
convergente a f. Entonces, para cada entorno U de 0 en E, existe
una funcién f; tal que f () — f, (t) € U para todo ¢t € Q. Por tanto,

f(Q)cA+U,

donde A es el conjunto finito f; (Q), y resulta que f(Q) es precom-
pacto.

Reciprocamente, si se verifican 8.1 y 8.2, se deduce ficilmente
que, para todo entorno absolutamente convexo y cerrado U de ¢
en E, existe una funcién fy€ S, tal que fy (¢) —f(¥) € U para
todo £'€ Q y resulta que f es simple. ‘

2. Funciones p-medibles

Sea (Q, &, ) un espacio de medida y E une. I c. s., e. d., un
espacio localmente convexo separado.

4. DEFINICION.—Una funcién f: Q—> E se dice p-medible si,
para todo A € T de medida finita: A € X, existe una red (f;);: de
funciones simples que converge casi uniformemente a f en A.

Una funcién f: Q—-s E se dice totalmente p-medible si existe
una red (f);c: de funciones simples que converge casi uniforme-
mente a f sobre cada conjunto A € X,.

Denotaremos por M = M (T, p, E) el conjunto de las funciones
t: Q@ — E p-medibles y por M, = M, (S, ¢, E) el conjunto de las
funciones f: Q—-» E totalmente p-medibles." )

Es claro que toda funcién simple es totalmente p-medible y
que toda funcién totalmente p-medible es p-medible. Por tanto,
S'c M,«< M. También es claro que si f€ M (resp. f€M,) y gi=f
en casi todo Q, g'€ M (resp. g€ M,).

+ . Denotaremos por T, la clase de los conjuntos A€ X de medida
finita y por T4 la clase de los subconjuntos X €= de A.
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5. PROPOSICION.—Son equivalentes :

51. f es p-medible.

5.2. Para todo A€, y todo ¢>0 existe K.€3X, tal que
p(Ad—Ke)<e y fyx, es simple.

5.3. Para todo A€ZX, y todo ¢>0 existe K. €3, tal que
2 (A —Ke)<ey fyx, es p-medible.

DEMOSTRACION.—5.1 == 5.2. Sea A€X, Si f es p-medible,
existe una red (f;);: de funciones simples que converge casi unifor-
memente a f en A. Entonces, para todo ¢ > 0, existe K. € Z, tal
que p (A —Ke)<e y (fi)ic: converge uniformemente a f en K,.
Por tanto, (fiyx,)ier converge uniformemente a fyx, y fxx, €S.

5.2 =—=> 5.3. Basta tener en cuenta que S < M.

5.3 ==> 5.2, Para todo A€X, y todo ¢>0 existe K;€ T,
tal que p(A—K:)<e¢/2 y fyx, es p-medible. Entonces existe
una red (f)ic: de funciones simples que converge casi uniforme-
mente a f xx, sobre K. € Z, Por tanto, existe K’ € Zg, tal que
¢ (Ke—K') <e/2 y (fier converge uniformemente a fyx, en K'e.
Luego (fixwx )ier converge uniformemente a fyw, ¥ fxw, €S.
Ademais

B (A—Ke) £y (A—Ke)4p (Ke— Ki) <.

5.2 == 5.1. Procederemos por inducciéon. Sea A€ X, Para
s=1 existe K, €3, tal que p (A—K,)<1y fxx €S. Supon-
gamos construido K, ;€%, de modo que p(A—K, ,))<1/(n—1)
y fXg”_lES. Para e=1/n existe K, €5, tal que p (A—K',)<1/n
Y frw, €S. Sea K, = K, ;UK. Entonces

p(A—Ka) £n (A—KW)<1/m y flg, €S.

Por tanto, si f.'= fxx,» (fa)nen €s una sucesién de funciones sim-
ples que converge casi uniformemente a f sobre A y f es y-medible.

6. PROPOSICION.

6.1. El conjunto M de las funciones p-medibles es un espacio
wvectorial.

6.2. Sif es p-medible y v es una funcién escalar p-medible, o f
es p-medible.
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6.3. Si f es p-medible y p es una seminorma continua sobre E,
la funcién real p - £ es p-medible.

6.4. Sif es p-medible y x’ € E’, la funcién (f, X’) es p-medible.

6.5. Si f es p-medible, F es otro e. l. ¢c. s. y T: E—>F es
una aplicacion lineal continua, entonces T o f es w-medible.

Estas propiedades son también vilidas para las funciones total-
mente p-medibles.

DeMosTRACION.—Resulta ficilmente de la proposicién 2 y de la
definicién 4. :

7. ProrosicioN.—Si (£,)7 es una sucesién de funciones p-medi-
bles que converge casi uniformemente a f, entonces f es p-medible.

DeMoSTRACION.—Sea A € X,. Por converger (f,);" casi uniforme-
mente a f sobre A, para todo ¢>0 existe K,€X, tal que
r(A—K)<¢/2 y (f.)” converge uniformemente a f sobre K,.
Por ser f, p-medible, existe un K, €=, tal que p (A—K,)<<e/2"?
Y fa xx, € S.

Sea

K= [ Ku« € Za,
0
entonces
[}
p(A—K)Z D w(A—Ky)<ce
0

y (fa xx)? es una sucesién de funciones simples que converge uni-
formemente a f yx, que por la definicién 1 es simple. Luego, por la
proposicion 5, f es p-medible.

8. PRrOPOSICION.—Si (Q, T, 1) es un espacio de medida eStric-
tamente localizable y f es una funcion p-medible, entonces f es total-
mente p-medible.

DEMOSTRACION. — Por ser Q estrictamente localizable existe
una familia (Q)),¢a de conjuntos disjuntos medibles tales que

Q= U Q,, Q,€X, para cada )€ A, y para todo subconjunto A
A€A
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de medida finita de Q existe un subconjunto contable M de A tal
que (A — U Q,) = 0. '

AeM
Por ser Q,'€ X, para todo A€ A y ser f p-medible existe una
red (fi, )i, e de funciones simples que converge casi uniformemente
a f sobre Q,.
Sea P; (A) el conjunto de las partes finitas de A y definamos en

=Py (A)1x H I

A€EA
(M, (f))nep) £ (M, (F1)ren)

si y sélo si M< M’ e 4, /<4y para todo A€ A. Entonces (I, <) es
un conjunto dirigido. Formemos ahora la red (f));c: de funciones
simples poniendo

S (%) si x € Q, para A EM
Ji(#)=14¢ s xg )@
AEM
cuando 7= (M, () e a)-
Vamos a probar que (f;); 1 converge a f casi uniformemente so-

bre cada conjunto A de medida finita. Entonces A = U A, para
A €A
Ay = ANQ, Para cada ¢, > 0 existe M, € P, (A) tal que

e(a-Ua) <ar2.

A€M,
Dado 1€ M, existe K, € Zg, para el que se verifica

(2 —Ka)<<ef2m, -

donde 7, es el cardinal de M,, y (fy )i,'c1, converge uniformemente

a f sobre K,. Por tanto, si K’y = AN K,, se verifica
p(Ay) —K )2 (9 —Ky)<e/2m.

Sea K = U K’, € Z,, entonces de

A € My

A—Kc (A— Ua)u (U Ay U Ki)

A € Mg A€My A€My

resulta p (A —K) <e,.
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Veamos que (f;); 1 converge uniformemente a f sobre K. Como
(f:3 )i, er,converge uniformemente a f sobre K’y (A'€ M,), para todo

s> 0 y toda seminorma continua p sobre E, existe % € I, tal que
2 (fip (x)—f(x))<Te

para todo x€ K’y y todo 4, > .

Tomemos 4, = (Mg, (®)rea). Si x€ K, existe €M, tal que
x€ K. Sea 7:= (M, ()rca) > 4. Entonces, M DM, 5 >, ¥y
fi (®) = f;, (#), de donde resulta

pfi(x)=F(x))=p (S (¥) =S (x))<e

¥y, por tanto, que (f;); 1 converge uniformemente a f sobre K. Lue-
go } es totalmente p-medible.

3. Funciones {-medibles

9. DeriNICION.—Una funcién f: Q — E se dice p-medible si,
para todo A € X,, existe una red de funciones p-medibles que con-
verge uniformemente a f sobre A.

Una funcién f: Q——» E se dice totalmente p-medible si existe
una red de funciones totalmente p-medibles que converge uniforme-
mente a f sobre cada conjunto de medida finita.

Denotaremos por M (5, i, E) el conjunto de las funciones f:

0 —> E f-medibles y por M, (%, ¢, E) el conjunto de las funciones
1: @ — E totalmente @i-medibles.

La proposicién 6 se puede extender para las funciones p-medibles
y totalmente f-medibles.

Si E es metrizable de la proposicién 7 se deduce que toda funcion
g-~-medible es p-medible.

10. ProprosiciON.—Si f es limite casi uniforme sobre cada con
junto de medida finita de una red de funciones p-medibles, depen-
diente del conjunto, f es p-medible.

DEMOSTRACION.—Sea A€ %, y (f)ie: una red de funciones -
medibles que converge casi uniformemente a f sobre A. Para cada
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s = 1/n existe K, €Z, tal que p (A— K, <1/ y (f)ie: con-
m-—1
verge uniformemente a f sobre K’,. Sea K, = K/, — U K, en-
1

tonces (K,);” es una sucesién de conjuntos medibles disjuntos tales
oo

que (A — U K.) = 0 y (f)ie1 converge uniformemente a f so-
1

bre cada K,.

Para todo i€ I, f; es limite uniforme sobre K, de una red de fun-
ciones p-medibles. Entonces, para toda seminorma continua p sobre
E, existe una funcién f, , p-medible tal que

2 (fmp—S)<<1 sobre K,.
Para todo n'€ N y toda seminorma p ponemos

gmp=shp Sobre K, para 1ZLhZLn

0

Enmp =7 sobre A — U K,
1

L
gnp=20 sobre U Kz U Ac.

n+1

Entonces g, , es p-medible ya que es igual a la funcién Z fo o Xx
k=1
salvo en un conjunto de medida nula. La funcién g, definida poniendo

gp=/np sobre K, (7€ N)
o

g=r sobre A——-UK,.
1

& =0 sobre  Ac,

es el limite casi uniforme de la sucesidén (g, p)nen Sobre A, de don-
de segtin la proposicién 7 g, es p-medible para cada seminorma p.

‘Finalmente, (g,), converge uniformemente a f sobre A ya que
para toda seminorma p, se tiene

fo (8p—f)<<1 sobre A

para toda seminorma p > p,. Entonces f es p-medible.
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11. DerFiNiciON.—Una aplicaciéon f: Q — E se dice esencial-
mente w-precompacta si, para todo conjunto A de medida finita y
todo entorno V de 0 en E, existe un subconjunto Z de medida nula.
de A y un conjunto contable M E tales que f(A—Z)< M + V.

12. ProrosiCiON.—Una funcidn f es f-medible si vy sdlo si se
verifican :
12.1. f es esencialmente w-precompacta.

12.2. po (f —x) es p-medible para toda seminorma continua p-
de E y todo x€ E (¥).

DeMOSTRACION.—Sea f una funcién p-medible. Entonces, para.
cada A€ X, existe una red (f,);c: de funciones p-medibles que con~
verge uniformemente a f sobre A. Si V es un entorno absolutamente:
convexo de 0 en E existe un 7,'€ I tal que

S —fi(t)eV]/2

para todo ¢ >4, y todo £t€ A.

Fijemos 4 > 1,, entonces por ser f; p-medible existe una sucesiom
(K,)f de subconjuntos disjuntos y medibles de A tales que

y.(A—l"JK,.)=0

fi= 2 file,+fita
1

sobre A, donde Z = A — U K. y fixx, es una funcién simple.

Como f; (K,) es precompacto, dado el entorno V de 0 existe un
conjunto finito F, tal que

fi(Kn)CTF,4+V/2,

(*) Este teorema para medidas finitas se debe a J. L. de Maria. Véase [4] y
Sion, M. (1978), A Theory of Semigroup Valued Measures. «Lect. Notes in
Math.», ntim. 355, pags. 42-51. Springer-Berlin.



58 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS
Luego

fi(A-Z)cM4V/2
0
siendo M = U F, un conjunto contable. Entonces
1

F(A—Z)Cfi(A—Z)+V/2CM+V/24V/2=M}V.

De las propiedades 6.1 y 6.3 extendidas para las funciones fi-me-
«dibles resulta que p o (f — #) es p-medible para toda seminorma con-
tinua p de E.

Reciprocamente, sea f: @ ——» E una aplicacién que cumpla 12.1
7y 12.2, Sean A€ £,, V un entorno absolutamente convexo y cerrado
de 0 en E y p su funcional de Minkowski. Entonces existe un con-
junto Z de medida nula y un conjunto contable M = (#,); tal que

F(A—=Z)c M4V,

Por tanto, existe una particién (A,), de A — Z en X tal que f (¢) —
— %,'€ V para todo ¢€ A,, y la funcién

f}: Zx,.XA“-{-sz
1

<s p-medible y verifica
P2fs—sS)<£1 sobre A,

Luego, para todo A€ X, existe una red (f,), de funciones gw-medi-
bles que converge uniformemente a f sobre A, e. d., f es fi-medible.

13. PROPOSICION.—Una funcidn £€ M (S, u, E) si y sélo si se
werifica:
13.1. Para todo entorno absolutamente convexo U de 0 en E,

RuofEM(z,p, Eu)

siendo =y la aplicacidn candnica E —> Ey.
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DEeMosTrACION.—Es obvio que si f€ M (T, ¢, E) se tiene que cada

Tuo f € ﬁ(zv w, Eu)

y, por tanto, que =y-° f€ M (T, u, Ey) por ser Ey un espacio
mnormado.

Reciprocamente, supongamos que se verifica 13.1 y que A€ X,
Entonces, por la proposicién 12, para cada seminorma continua p
sobre E, existe una familia (A;); 1 de conjuntos disjuntos

hi € Zat= X € %a: p (X)>0}

y otra familia (3,);¢1 de elementos ;€ E tales que I es contable,

Z=A—UA,~

i€l
s de medida nula y

pLf(t)y—9)<£Ll paratodo ¢ € Ay (£€1).

Entonces, si

fr= 2 L7RIVE VRN

i€l

«(fs)» es una sucesién de funciones gp-medibles que converge unifor-
memente a f sobre A. Luego f es f-medible.

14. ProproSICION.—Si (f,);° es una sucesidn de funciones p-medi-
bles f,: Q@ —> E que converge a f en casi todo Q, f es una funcién
f-medible,

DEMOSTRACION.—Nos basaremos en la proposicién 12. Es claro
.que podemos suponer que

im fo (2) =/ (¢)

para todo ¢'€Q. Por ser f, i-medible, para todo conjunto A€ X, y
todo entorno absolutamente convexo V de 0 en E, existe un sub-
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conjunto Z, de medida nula de A y un conjunto contable M, € E
tales que

fe(A—Zy)C M, +V/2.

Por tanto, Z = U Z, es un subconjunto de medida nula de A y
1

M= U M, < E es un conjunto contable para los que se verifica.
1

f(A—Z)c U fa(A—Z,)Cc (M4 V/2)"
1

CM4V/24+V/2=M+V.

Finalmente, es inmediato que p - (f — x) es p-medible para toda
seminorma continua p sobre E y todo x € E.
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