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Introduccién

Sea G un grupo y X un conjunto cualquiera. En este trabajo una.
medida g en X serd una aplicacién de & (X) en [0, oo] finitamente-
aditiva. Al actuar G sobre X como grupo de permutaciones diremos-
que p es G-invariante si p (g (B)) = ¢ (B), para todko B X y
todo g de G. Por un invariante (X, G, A) entenderemos una me-
dida p en & (X), G-invariante y tal que p (A) = 1, A < X no vacio.

En el trabajo de J. M. Rosenblatt [3] se ha utilizado la propie--
dad S (A, ¢) (def. 2.4) como condicién suficiente para que si un gru-
po G es medible, exista un (X, G, A). Actualmente (proposicién 2.6)
demostramos que si la propiedad S (B, ¢) es cierta para todo B mu--
tuamente acotado con A (def. 2.5) entonces existe (X, G, A) y reci-
procamente.

1. El invariante (X, G, A)

El problema de la existencia de un invariante puede establecerse-
(véase [3]) en los siguientes términos: Sea X cualquiera, G actfa.
sobre X y A un subconjunto no vacio de X. Diremos que B< X

es A-acotado si existen g, g, ..., go de G y B < U g A.
i=1
B, (X) es el conjunto de las funciones reales acotadas, definidas:
en X, tales que su soporte es A-acotado. B, (X) es espacio vectoriak
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para la suma puntual de funciones y el producto por escalares reales.
En esta situaciéon G actia como un grupo de transformaciones linea-
les en By (X) haciendo (gf) (#) = f(g* (@), g€ G, f€Ba(X)
y #€X.

Un funcional lineal ® en B, (X) es G-invariante si @ (gf) = @ (f)
para todo g de G y f de B, (X).

El orden en B, (X) es el usual, es decir f > 0 si y solamente si
1 () > 0, para todo #'€ X y un funcional lineal @ en B, (X) es po-
sitivo si cuando f > 0 entonces @ (f) > 0.

1.1. Prorosicion.—Existe una medida g en X, G-invariante tal
que p (A) =1. Ac X vy Az @ si y solamente si existe un funcio-
mnal lineal ®, positivo, G-invariante definido en B, (X) y tal que
@ (I,) = 1.

2. La caracterizacion

Sean L y L’ dos reticulos en & (X), es decir dos clases de sub-
<conjuntos de X cerrados para la unién e interseccion finitas tales
que L © L’. Diremos que el par (L, L’) tiene la «propiedad de la
-extension interior» si para toda medida acotada p definida en L, la
Testricciéon de px a L’ es una medida acotada en L. Es necesario
precisar que para las dos proposiciones siguientes la aditividad lo
s en el sentido fuerte:

p(AUB)+u(ANB)=p(A)+n(B) VABEL.

Si la clase en que esta definida p es cerrada por complementacion,
Ja aditividad fuerte es equivalente a la definicién usual dada en la in-
troduccion.

Diremos que el par (L, L’) tiene la propiedad «intertwining» si
-para cualesquiera B, C; (: =1, 2) de L y L’ respectivamente, cum-
pliendo B < C, U C, existen B; ( = 1, 2) de L. de modo que B; < C;
y B.=B,UB,.

2.1. Prorosicion.—Un par de reticulos (L, L) que contengan
al vacio tienen la propiedad de la «extensiéon interior» si y solamente
si tiene la propiedad «intertwining».

La demostraciéon puede verse en [2]. Unas sencillas modificacio-
nes permiten enunciar :
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2.2. ProrosicioN.—Un par de reticulos (L, L') que contengan
al total X, tienen la propiedad de la «extensién exterior» si y sola-
mente si cumplen: Para cualesquiera B de L, C; (¢ =1,2) de L’
tales que BD C, N C,, existen B; (¢! = 1, 2) de L cumpliendo B; > C;
(=1,2)y B=B,NB,.

DEMOSTRACION.—Sea p fuertemente aditiva en L y p* la restric-
«ci6én de la medida exterior a L, u¥ es acotada y monoétona. Veamos
-que en L':

@®
¥ (Cr U Co)+u* (€N Co) 2 p* (G +pt (Cy)

para ello sean M y N de L tales que M D> C,UC, y N> C, NC,,
‘bastard probar que:

@)
(M) 4 p (N) > p* (Cp)+p* (Cy)

Ahora bien, N © C, N C, y por hipodtesis existen N, y N, en L
tales que N =N, NN, y N;2C; (i =1,2); consideremos

N:;=N;NM (i=12),
s claro que los N’; son de L. y ademas:
N, UN,CM: N, AN, N, NN,=N; N;NC; (i=12),

-de estas contenciones y la aditividad fuerte de p en L se sigue (1').

La desigualdad en sentido contrario a la de (1) es evidente y
<on ello la aditividad fuerte de p* en L’ estd demostrada.

Para el reciproco razonaremos por reduccién al absurdo, por
tanto :

(2) Existen B, de L, C,,C, de L’ cumpliendo B, > C, NC,
-mientras que para todo B,, B, de L que contengan a C,, C, respec-
tivamente B, % B, N B,.

Trivialmente ni C, ni C, pueden ser el vacio.

Definimos las clases

U=!BeL/BDC;| (i=1,2) U=]B,NBy/B; € Ut.
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8) U, es no vacia porque el total X estd en U, y U,. Ademis
es cerrada por interseccién finita.

(4) El vacio no pertenece a U, en otro caso existirin en L.
B, o C, y B, o C, disjuntos, entonces los conjuntos

Bi=B;UB, (i=12)
siendo B, el de (2) cumplen
B:>C; (¢i=12) B;e€L y B;NB,=B8,

en contra de (2).
(5) Un razonamiento similar muestra que para todo B, N B, € U,,

BN (B NB)F &

Después de (3), (4) v (5) sea U un ultrafiltro en & (X) que con-
tenga a U, y a B, y sea p la medida asociada. Consideremos la.
restricciéon de p a L, la correspondiente p* en L’ cumplird:

¥ (C UG+ p* (CNC)=140=1

distinto de p* (C,) + p* (C,) = 2, es decir el par (L, L) no tiene
la propiedad de la «extension exterior».

Antes de continuar nos parece preciso advertir que la condicion:
de que sea acotada y la de que el vacio (en su caso el total) perte-
nezca a los reticulos no son esenciales. La razén de ambas es evitar
complicaciones en la definicién de la medida interior (exterior). De-
hecho podriamos sustituirlas por la expresién «siempre que ¢, L, L”
sean tales que w« (respectivamente u*) restringida a L’ esté bien:
definida a partir de los valores de g en L...».

2.3. ProrosicioN [1].—Sea E un espacio vectorial ordenado,.
con el cono asociado K = {f€ E/f > 0} y G un grupo de trans-
tormaciones de E. Definimos el cono

W=ilw €Elo=/fo+(fi=a /i)t e+ (So— 8 S2):
fo €K, /L€EE, g1 €G, A=1,...,4{

que contiene a K.
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Sea F un subespacio de E, IT un funcional sublineal en E y & un
‘tuncional lineal en F. Con estas hipétesis son equivalentes:

a) Existe una extensién lineal ® de ® a todo E tal que & es

positiva, invariante y & (f) < I (f).
b) @ (f) <I(f + o) para todo f de F y todo » de W.

2.4. DEerFiNICION [3].—Dado B'< X, no vacio, y e real positivo,
diremos que se cumple la propiedad S (B, ¢) si para cualquier sub-
conjunto finito de G, {g; ... ga} existe un subconjunto finito de X
{que anotaremos por S (B, ¢)) tal que

card S (B, ¢) N g;B
card S (B,e) N B

€E(1—e,14¢e) i=1,2....,n.

2.5. DerFiNiciON.—Dado B < X diremos que es mutuamente aco-
tado con A si B es A-acotado y A es B-acotado, es decir si existen
L1 s Eus &1y ooy &m de G de modo que

n m
ACUg;B y BCUg','A.
§==1 j=1

2.6. ProrosiciON.—Existe un invariante (X, G, A) si y sola-
mente si para todo ¢ >0, ¢ real y todo B de X mutuamente aco-
tado con A, se cumple la propiedad S (B, ¢).

Lema.—Sea & el invariante (X, G, A) caracterizado en la propo-
sicién 1.1 y B mutuamente acotado con A. Entonces:
1) 0< o (Iz) <oo.

(2 Si g, ..., 8 de G son tales que U g: B © B entonces

i=1

r
n g: B es no vacio, méas todavia
i=1 i
O (lg)=0 (I , ).
n g;v
i=1

DeMoSTRACION.—Desde luego Iy es de B, (X), por tanto tiene
sentido & (Iz) y también & (I rr] ) asi como & (I - ).

g,.B U g‘.B
i=1 i=1
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Segtin hemos definido la mutua acotacién (2.5)

”

1=0 (1) 20 ( D 1, )=n0 (Is),

i=1

luego @ (Iz) > _1_ > 0. Y también
n

Es claro que la segunda parte de (2) incluye a la primera afirma-
ci6én, después que & (Ip) es estrictamente positivo.
Procedemos a establecer (2) por induccién. Para r = 2

P (Is)>Q(lg Bug,y)=20 (Is)— 0 (le,Bn g, p)>

luego
O (Is) £9 (le,8ne, )

La otra desigualdad se sigue de la positividad de ®.
Supongamos que es cierta para r — 1. De que

=1 ,—1 £ Ip

Ir—~1 +’grs—l r
N <8 ﬂ & B (N #8) ueg,s
1=7

i=1 i=1

se sigue

20 (Ie)—® (I » ) £ @ (Is),

[
i=1

luego
O (Ig) £d (I , ).
i=1
De nuevo la otra desigualdad es trivial.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION.—Sea B mutuamente acotado
con A y & el invariante (X, G, A). Sea g,, ..., g, un conjunto finito
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cualquiera de G. Por convenio de notacién pondremos g, B = B.
Después de (2) del lema podemos suponer que los g; B no verifican
relaciones de contencién ya que la eleccién de puntos para formar
el S (B, ¢) la podemos hacer indistintamente en g; B o en la inter-
seccién de los g; B contenidos en él.

Distingamos dos casos: a) Alguno de los ¢;B (I =0,1, ..., n)
estd recubierto casi seguro (¥) por varios, eventualmente todos, los.
restantes.

b) No es éste el caso.

Cuando b) existe en cada g; B un punto a; que no estd en los.
restantes, de modo que tomando S (B, ¢) = {x,, 4, ..., #,} estd re-
suelta la cuestién porque

card [S(B,e) N B]=card [S(B,e)Ng&B;=1 i=12,...,7

Cuando se dé a) en cada &, B (¢ =0, 1, ..., n) consideramos la
particion mas fina &, generada por el corte con él de los demas.
g, B, trasladamos estas particiones mediante las aplicaciones g, a.
B = g, B con lo que obtendremos una particion & finita, mas fina
que todas, en B. Obviamente los conjuntos de & no pueden ser
todos casi seguro nulos.

(1) Sean C,,C, (0<h) los elementos de &, tales que @ (IC’,)>0,

Unas sencillas consecuencias de la invarianza de @ por G, su li-
nealidad y la positividad estricta sobre los Ic, (i =1, ..., h) son:

(2; card {g:Cj, ..., &G} = card {C,,...,Ci} ¢ =0,1, ..., n.

3) Los g, C,, ..., g;C, son disjuntos y recubren casi seguro 2.
&B,i=0,1, .., n

Con estas indicaciones, construimos S (B, ¢) de la siguiente-
forma:

Sea S, = {#,, ..., #,} obtenido seleccionando un punto en cada.

Ciii=1,..., /4 S,CgyB=B.

Consideremos g, B, si no corta casi seguro a B tomamos um
punto #% en cada uno de los g, C;, § =1, ..., h. En caso contrario»
como BN g, B es uniéon de varios C; supongamos que sean

Cryevar Cpy (1 £ h)

(*) Entendemos que C es casi seguro nulo si @ (Io) = 0.
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«quienes cumplen
N
D & CG=BNg B;
i=1
‘tomamos un punto #%; en cada uno de los restantes
& G j=ri+1,..., 4,

-que recubren casi seguro a g, B — B. De este modo disponemos en
&, B de h puntos: los ', .4, ..., 4%, anteriores y

xly=2,..., :Jc‘,x = %y,
«comunes con B. El conjunto
S, =%y, .00y %h, x‘,lﬂ, oo x4
«cumple :
card [S; N B] =card [S; N gy B] = 4.

Consideremos g, B. Si es casi seguro disjunto de g, BUB to-
-mamos un punto x;2 en cada uno de los g, C; (j = 1, ..., ). En caso
«contrario de entre los C; eliminamos aquellos que cumplan

D & C=(sBUB)N#B,

i=1

Jos restantes

82 (Cr,+1)--~~1$’z (Cr)

‘recubren casi seguro a g, B — (g, BU B), tomamos un punto en
«ada uno de ellos 4?,,,, ..., #%, finalmente en S, habra », puntos

«correspondientes a g, BN B y a (g, B— B) N g, B. Con esto tene-
mos un conjunto

Sg =}y, ..., s, x‘,lH,....xl;,, xfr’“,...,x’H
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que cumple

card [§; N1 B]=card [SyNg; B]=4% (i= 1,2).

Repitiendo el proceso con g, B, ..., g, B construimos un S (B, ¢)
tal que
card [S (B, e) N B]=card [S(B,e)N g B]l=4(i=1,...,n)

€£0mo queriamos.

Reciprocamente, sea E el espacio vectorial real generado por Iy
y sus transformados por G, siendo los B subconjuntos no vacios de
X mutuamente acotados con A. Sea F el subespacio generado por

I, y sus transformados por G. Definimos en F el funcional lineal
«®, G-invariante por

0 (3 )=

i=1 i=1
«ue es positivo, ya que si

”n

Za;g;héo

i=1
la propiedad S (A, ¢) para {gi, ..., g&x} garantiza

” ”

0 < Z (Z a; g; Ia (x))=Za;card [g:ANS(Ae)]Z

z€S(a,e) i=1 i=1

£(1+e) card [AnS(A,s)](Z”‘ a.-)
i=1

es decir,

i’a;=¢(2 a;vg,'IA) 20

=1 i=1

ademis @ (I,) = 1.
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Finalmente definimos en E el funcional sublineal II, mediante:

ll(ﬁ'(ib;;g;ih;)):lz": (Zﬂi”"i)l'

i=1 j=1 i=1 j=1

Veamos que se cumple b) de la proposicién 2.3 y para ello sean:

=§:‘(25,,3,, )+Z(Z(vagv )

ji=1 h=1 i=1 j=1
Ca (3ot 1)) w5 r= S apiar.
i=1 j=1 i=1

Una sencilla comprobacién proporciona.

@(f):Za; y H(f+W)=|Z“i+Z(Z’?j)E
i=1 i=1 i=1 j=1
y a fin de que @ (f) < 1II (f + w) demostremos que
2 (28) >0

i=1 j=1

Por construccién de W (proposicién 2.3)

=S )

i=1 j=1
es positiva, como
0 0
B=3BJU ... UBJ,
es mutuamente acotado con A para

’8?j/j=1v'-"”i: i=1,...,m}
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y cualquier ¢ real positivo existe S (B, ¢) por hipétesis tal que
card [S (B,:) N g}; B] £ card [S(B,¢) NB] (14¢)

y con ello

0 D (x)ézm:' (2‘53}. card [S (B,e) N gl B%] ) <

z€S(B ¢ =1 =1
= 5‘3(2(63 card [S (B,¢) N gy, B]) £

i=1 j=1
é(l—{—-s)card[S(B,s)nB](ﬁ 2”?,-)‘

i=1 j=1

En consecuencia existe un funcional lineal & positivo, invariante por
G, definido en E y que extiende a &.

En general si Iy, € Iy, son de E I5 o5, es de E porque trivial-
mente lo es

I, + I, — In,y my

aun cuando B, 1 B, no tenga que ser mutuamente acotado con A,
esto nos permite considerar la clase L. de las intersecciones finitas
de conjuntos mutuamente acotados con A.

”
¢ L={B:= n B;/A y B, son mutuamente acotados,
i=1
i=1,..n)yla medida p inducida sobre ella por &, que es fuerte-
mente aditiva, finita para cada B de L y ¢ (A) = 1. Ademis L es
reticulo y tanto L como p son invariantes por G.

(5) Sea I’ = {Cc X /existe B de L y B o C}.
(6) L’ es un reticulo que contiene a L.

En efecto, si C,, ..., C, son de L’ existen

B;o>C; i=1,,..,n B;€L
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€ntonces

n C; y U Cx
i=1 i=1
estan contenidas en
n n
n B; y U B;
=1 i=1

que pertenecen a L porque es reticulo. Trivialmente L’ D L.

Mas todavia, (L, L) cumple la condicién de la proposicién 2.2.
Para probarlo supongamos que B€ L y existen C,C, de L’ de
modo que BDC,NC,; sea B, = C,'UB que contiene a C,. En

&
general, B = n B; con los B; mutuamente acotados con A de

. ji=1
modo que

k

B,=[) (C.UB).

j=1

Evidentemente como A es Bjacotado entonces A es C, U Bj-
acotado, j =1, ..., k, ademis ya que C,€ L’ estd contenido en un
conjunto de L y por lo tanto es A-acotado, como B; es también A-
acotado es claro que C, U B; es A-acotado, j = 1, ..., B y en conse-
cuencia B, es de L.

De forma aniloga B, = C,'U B también es de L y contiene a
‘C,. Finalmente

B,NBy=(C,NC)UB=B

después de la relaciéon que hay por hipoétesis entre By C, N C,.

Asi pues aplicando 2.2 al par (L, L) tenemos que p* en L’ es
fuertemente aditiva. La invariancia de L’ por G y la definiciéon de
p¥* garantizan que p* es invariante por G. Aun cuando p¥ estd res-
tringida a L’ seguiremos anotando por ¢* a esta medida.

Hay que observar que ni L ni L’ han de contener necesaria-
mente al total, pero p es finita para cada conjunto de L (son A-aco-
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tados), por tanto p* para un elemento cualquiera de L’ esti bien
definida ya que existen conjuntos de medida finita que lo contienen.

El par (L', & (X)) son reticulos que cumplen la propiedad «in-
tertwining» ya que si B€L’, C,C, son de & (X) cumpliendo
Bc C,UC, basta con tomar B;=C, N B, ¢=1,2 entonces
B, C, i =1, 2; por otro lado, B,/ B, ¢ =1,2y B es de L, lo
que implica que existe D de L y B, © B < D, con lo que forzosa-
mente B; € L (i =1, 2); ademas

ByUB;,=BN(C,UCy)=B

por la relacién que por hipétesis hay entre B y C,U C,.

Ademés, ambas contienen al vacio; en consecuencia, la proposi-
cién 2.1 garantiza que (p¥)s es fuertemente aditiva en & (X) y por
tanto aditiva. La invariancia por G se sigue de la de los reticulos
L’y & (X), de la definicién de medida interior y la invariancia de p*.
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