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Damos una caracterización de los espacios topológicos de Moore en términos 
de bases de entornos de sus puntos. 

We give a characterization of Moore topological spaces by the neighbourhood 
bases of their points. 

Un desarrollo en un espacio topológico (X, %) es una suce-
sión {Un}n=i de cubrimientos abiertos tales que U,n+i es un refina­
miento de U,n, n = 1, 2, ..., y St (x, U„) n = 1, 2, ... es una base 
de entornos del punto x, V ^ "€ X, donde 

S/(:^,U„)=: U ÍM € U„:A; Ç Mj. 

Un espacio de Moore es un espacio topológico regular que admite 
un desarrollo ([1]—23,6). 

Sea (X, %) un espacio topológico que verifica el primer axioma 
de numerabilidad y {V^ (x), n = 1, 2, ...} una base de entornos de 
X tal que 

Vi{x) = X, \fxex. 

Llamaremos d (d) a la aplicación de X x X en [O, 1] tal que 

dix, y) - inf ¡ 4 " : 3' € V« {x)\¡^'d(x, y) ^inf^~:y Ç: V ^ W j ) > 
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y S (8) a la aplicación de 9^ (X)^ ( = partes no vacias de X) en 
[0, 1] definidas por 

l{h) = syx^\d{x,y)'.x € A, >- C A| (B"(A) = sup 1/{A;,JK) : ̂  € A,^ 6 k\s. 

LEMA 1.—Supongamos que {Un}*=i es un desarrollo del espacio 
topológico (X, %), que X € Ui y que 

Vn{oc)^St{x,\3n\n^ 1,2, . . . v ^ € X. 

Enfonces 

lim B(S/(jc, U«)) = 0 . 

Si (X, 'S) es regular se tiene que 

lim g((S/(Ar,U«)) = 0 . 
#» - V 00 

DEMOSTRACIÓN.—Dado ^o sea U € Un tal que x ^ \ 3 , y sea m^ 

tal que si m > m^ entonces St {x, Uw) <= U. Se tiene que 

Por tanto, 

También 

B ( S / { : x r , U ^ ) ) ^ 5 { U ) < - — -

lim l{%t{x,\3n) = 0 . 

B ( S 2 f ( : : ^ , U ^ ) ) < B ( U ) < - — 

de donde se deduce, si (X, %) es regular, que 

lim B ( S / ( j ^ , U « ) ) = 0 . 

LEMA 2.—Sea {Vn (4;), 7̂  = 1, 2, ...} una base de entornos de x 
en el espacio topológico (X, %) tal que 

V, {x) = Xjv lim B (V« (r;) = 0, V ^ € X. 
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Sea 

ün^lvm W : B (V«, (2)) < — , m^h2,...z^X 

Se tiene que {Un}n=i ^s un desarrollo para X. 

DEMOSTRACIÓN.—U^ es un cubrimiento abierto de X, Vn+i es un 

refinamiento de Un, ^ = 1, 2, ..., y si {Vn (^), n = 1, 2, ...} es una 

base de entornos cerrados de X es obvio que d = d, 

{St (x, Un), n = 1, 2, ...} es una base de entornos de x, ¥ x € X, 
debido a que 

Sfix,V„)c:V„{x), 

pues si 3̂  '€ St (x, Un) existe ^ 6 X tal que {.r, 3'} c: V^ (^), siendo 

n 

por lo que 

^(^.^X — ' 

de lo que se deduce que 

y € ^nix) . 

{Un}^=i es un desarrollo para X. 
De estos dos lemas se deduce inmediatamente : 

TEOREMA 1.—Un espacio topológico (X, %) es de Moore si, y 
sólo si, cada punto x admite una base numerable decreciente 
{Wn (x), n — 1, 2, ...} de entornos cerrados tal que 

lim a (W« (:xr)) = O, 

siendo W^ {x) = X. 

DEMOSTRACIÓN.—Si (X, %) es de Moore es regular y, por el 
lema 1, si 

W« (x)=zSt {X, \5n) 
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se tiene que 

0 =- lim B (S / {X, Vn)) = lim Z (W« {x)), 
f f - > 00 « - > ce 

donde 5 es la aplicación correspondiente a 

\W^{xh « = ! , ? , . . . ( ^ € X. 

El recíproco es consecuencia directa del lema 2. 
Análogamente se establece : 

TEOREMA 2.—Un espacio topológico regular (X, %) es de Moore 
si, y sólo si, cada punto x admite una base numerable decreciente 
{Y,n (x), n = 1, 2y ...} áe entornos tal que 

lim B(V„ (:*;)) = O, 

siendo Vj (x) = X. 
NOTA.—Si (X, "S) verifica el primer axioma de numerabilidad y 

Yn (^')y n = 1, 2, ... es una base de entornos decrecientes de x,. 
V ̂  € X, se verifica que 

lim h {Vn (x)) == o 

si, y sólo si, la aplicación d es continua en todos los puntos de la-
diagonal de X íx X. Esta consideración, de prueba inmediata, nos 
permite dar otras formulaciones de los teoremas 1 y 2 que no expli-
citamos por brevedad, dada su sencillez. 
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