SOBRE CIERTAS CLASES DE ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS

Pedro Pérez Carreras
E. S. I. I. de Valencia

Recibido: 4 febrero 1981

PRESENTADO POR EL ACADEMICO NUMERARIO D. MANUEL VALDIVIA
URERNA

A natural extensién to topological vector spaces of the class of suprabarreled
spaces [6] is given and their hereditary properties are studied.

Este trabajo trata de la extensién al caso no localmente convexo de los espa-
cios supratonelados [6] definidos por M. Valdivia. Asi aparecen los espacios
g-supratonelados que, incluso en el caso localmente convexo son una clase nueva.
El espacio [ de las sucesiones de escalares que toman a lo sumo un nimero
finito de valores distintos, como subespacio de #», es un espacio supratonelado,
ver [7], pero no es un espacio g-supratonelado localmente convexo como la
misma prueba de Grothendieck del hecho de que I no es un espacio de Baire
y la definicién de espaciog-supratonelado indica.

Por exigencias técnicas introducimos una extensién de los espacios Baire-
like [4], aunque los métodos basicos de estudio de esta clase se pueden encon-
trar en [8]. En [5] se anuncia un estudio de los espacios x-no-ordenados-Baire-
like. Técnicas utilizadas en [6] extendidas al caso no localmente convexo permiten
separar esta clase de los espacios x-supratonelados. Los espacios x-no-ordenados-
Baire-like, de ser estables frente al paso a subespacios de codimensién finita, estarz
separada de la clase de los espacios de Baire debido a un ejemplo contenido
en [2]. El clasico ejemplo de [P con 0 < p <1, con la topologia inducida por I3,
puede considerarse como un espacio no-ordenado-Baire-like que no es x-no-orde-
nado-Baire-like.

En lo que sigue, utilizaremos espacios vectoriales definidos sobre
el cuerpo de los ntimeros reales o complejos. La palabra espacio de-
notard a un espacio vectorial topolégico separado E. Sea E un espa-
cio y sea U = (U,) una sucesién de subconjuntos de E. Se dice que
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U es una sucesién basica en E (s. b.) si cada U, es absorbente,
equilibrado y satisface la propiedad sumativa Uy, + Up, < U,.
Una s. b. (U,) es cerrada si cada U, es un conjunto cerrado en E.
Sea A un subconjunto de E. Decimos que A es admisible si es equi-
librado y si existe una s. b. & = (A,) en la envoltura lineal de A
con A, = A. Si existe en E una sucesiéon (U™),, de conjuntos admi-

sibles tales que U U™ es absorbente en E y si U™ = (U™,) son

las s. b. asociadas verificando U,™ < U,™** para cada » y m, la
sucesi6én doble (U,™) recibe el nombre de cuadro generado por
(U™),. Si cada U™ es cerrado podemos suponer el cuadro engendra-
do como constituido todo él de conjuntos cerrados.

Un espacio E es ultratonelado si toda s. b. cerrada en E es topo-
légica, es decir, si toda ella estd constituida por entornos del origen.
Es obvio que toda s. b. cerrada genera un cuadro cerrado (U,™)
con U," = m U,.

Sea E un espacio y sea U un subconjunto de E. Decimos que U
es pseudoconvexo si existe un real ¢t >0 tal que U + Uc ¢ U. En
el contexto de los espacios semiconvexos se introducen en [9] los
espacios hipertonelados como aquellos espacios semiconvexos en
donde todo equilibrado pseudoconvexo cerrado y absorbente es en-
torno del origen en el espacio, definicién que se puede tratar en
espacios vectoriales topolégicos generales. Todo espacio ultratone-
lado es hipertonelado y no es dificil dar ejemplos de hipertonelados
que no son ultratonelados. El siguiente nos parece de interés:
en [3] se prueba que si U es un equilibrado absorbente tal que
U + U c 2¢/? U, entonces la envoltura p-convexa de U estd inclui-
da en 27 U. Sea E la suma directa @ (E;:7€1) con E,= K,
1=WU1I, con I, no numerable. Sea (p,) una sucesién de ntimeros
estrictamente decreciente con 0 << p,<<1 y convergente a cero.
Denotamos mediante

Um=§x=(x.') de E: D D lwiltnz1/2mn=12... y i€ln.

Se trata de una s. b. cerrada para la topologia producto. Probe-
mos que U, no puede contener a ningin equilibrado absorbente
pseudoconvexo. Bastard con demostrar que no puede contener nin-
gin absolutamente p-convexo absorbente. Supongamos que no fuera
asi: sea B un absolutamente p-convexo absorbente contenido en
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U,. Dado el vector unitario ¢, existird un b, > 0 tal que b, ¢; € B.
“Tomemos p, < p. Existird un ¢> 0 tal que '

C=\|i € Ip:6;=¢!

sea infinito. Tomemos i, Z,, ..., I, en C; bi], e estdn en B para
j=12,..,¢q. Como

g b;.
7 ¢; €BC U,

1
&~ q1/p

s€ sigue que

iv ‘bijlfnSl
4
~ o

luego
paracadag gl Z,p - e L1

Jo que es una contradicciéon. Tomando en E la topologia generada
-por todos los equilibrados absorbentes y pseudoconvexos, digamos
‘T, la sucesién bisica construida es T-cerrada y no es topologica.

DeFINiciON 1.—E es s-Baire-like (+-BL) si siempre que E sea
unién creciente de una sucesién (U™) de conjuntos admisibles ce-
rrados que generen un cuadro, existe un natural n tal que U™ es
-entorno del origen en E.

E es x-supratonelado (x-ST) si siempre que exista una sucesidén
(U™) de conjuntos admisibles cerrados en su envoltura lineal tal

que U U™ sea absorbente en E y tal que (L (U™)), sea creciente,

existe un natural n tal que la clausura en E de U, es un entorno
del origen en E.

Es obvio que todo espacio x-supratonelado (x-ST) es x-BL y que
todo espacio #-BL es ultratonelado.

La siguiente proposiciéon es de caracter sencillo.

ProrosicioN 1.—(a) Sea F un subespacio denso de un espacio
E y sea F un %-BL. Entonces, E es %-BL.

(b) Sea F un subespacio cerrado de un espacio %-BL E. En-
tonces, E/F es »-BL.
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Prorosicidon 2.—Sea (E,; : ¢ € I) una familia no vacia de espacios
%-BL. Entonces, E = II (E; : ¢ € I) es un espacio %-BL.

DemostrACION.—Sea (U?,) un cuadro cerrado en E; probare-
mos que existe un natural m tal que U,™ es entorno del origen..
Primeramente, veamos que existe una parte finita J de I y un natu-

ral m’ tal que @ E, estd contenida en U,™ y, por lo tanto, en U,”
N}
con p > m'. En efecto, si no fuera cierto, existiria un natural m,

tal que @ E, ¢ U™ y determinariamos un punto #''€ @ E, con'
1 1

21 ¢ U, Sea J, = {i€1:4%35£0}. Entonces, existira un punto-

x*€ @ E, con #* ¢ 27U%, y procediendo asi, determinaremos el
1IN
conjunto (4%, 42, ...) y la sucesién de partes finitas J,, J,, ... L

disjuntas, con

x? € Ei, x7¢ ¢qUs,
}

@
UNEAU ISR

Es obvio que existe un conjunto B en E, absolutamente convexo:
y compacto, tal que contiene a (4!, #%, ...). B es un conjunto es-
trictamente acotado, [8], luego aplicando [8], proposiciéon 3, existe-
un natural m’ tal que B es absorbido por U,™, luego para algam
> 0, B estd contenido en ¢t U,™. Si ¢ > max (¢, m) se sigue que-
B estd contenido en g U%,, lo que es una contradiccién. Como cada.

U?, es cerrado, es claro que ” E, estd contenido en U”, com
1]

p>m'. Sea J ={j, ], ....,Js}. Para cada 1'€(1,2,...,s}, (U.,"NE;)
es un cuadro cerrado en E; , luego existe un natural m, tal que:
UrLs N E;, es un entorno del origen en E;, (pues la definicién de-

espacio %-BL implica la existencia de un entorno del origen en cada.
«filan (U,™), con = fijo, del cuadro). Si

m = max (my, mg, .., mgm’)

entonces Uz ., N E; es entorno del origen para cada 1€ {1,2, ..., s}..

Veamos, finalmente, que el entorno del origen en E,

V= (II E;)X (Uzso* N Fj) o ... o (Uses N Ej)
I\7J
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estd contenido en U,™: Sea » € V que lo escribimos como &' + y"

con & € H E, ¥ =% + ... + 95 con
I\

ypGU;‘_'_?:nEjp, }):1,2...,3.
Claramente, #’, y’ € U,™, luego » pertenece a U™, c. q. d.

Utilizando el método de prueba de [4], Th. 2.18, damos la si--
guiente :

ProrosicioN 8.—Sea E un espacio *-BL. Sea p un real com
0<p<<ly sea F el limite inductivo de una sucesion (F,) de es-
pacios p-normados completos. Si g: E—= F es una aplicacién.
lineal con grafica cerrada, entonces g es continua.

DeMOSTRACION.—E = U g7 (F,), luego aplicando [8], Th. 2,

E se puede considerar como el limite inductivo de la sucesiomn
(g (F,)), luego basta con probar que la restriccién de g a cada
g' (F,) es continua en F,, dotado de la topologia de la p-norma
o, mas sencillamente, que es casicontinua, pues F,, es un F-espacio.
Supongamos que no fuera cierto: existiria un natural »’ tal que,
para cada n > " g: g-'(F,) — F, no es casicontinua. Asi, exis-
te un a, > 0 tal que

g7 (U N g™ (Fa)
no es entorno del origen g-! (F,/), siendo
Uy={x € Fu:llxil<<a,.

U, es un conjunto acotado, absolutamente-p-convexo y verificando

1
U, + U, € 21/ U,, por lo que genera una s. b. (—2—,,7 Ul) en F,.
Como U, también es acotado en F,,, existe un a, > 0 tal que

Ug=1}x € Fpraq1 :fl ¢ lll < aq}
contiene a U, y tal que
71Uy N g1 (Fuat)

no es entorno del origen en g~! (F,,,).
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Procediendo de esta forma determinamos una sucesién (U;) cre-
«ciente con

&1 U) N g (Fures)
mo entorno del origen en g (F,). Definimos (U7;) con

1
Uor=vaUr9=_2qT'Ur r=12....¢=12,...

'y consideremos en E el cuadro cerrado
871U r=12,...;9=01,...

‘Como E es un x-BL espacio, existe un natural m tal que g=* (U ™)
es un entorno del origen en E, luego

g7 Ug”) N &7 (Fu'+m)

s entorno del origen en g~! (F,.») lo que es una contradiccidn,
<. e. d.

De [8], Cor. 2, se deduce sin mis la siguiente:

ProrosiciéNn 4.—Todo espacio ultratonelado E cuya completa-
€i6n sea un espacio de Baire es un espacio %-BL.

Prorosicion 5.—Un espacio E es #-ST si y s6lo si siempre que
E sea unién creciente de subespacios (E,), existe un natural »’ tal
que E,s es denso en E y ultratonelado.

DEMOSTRACION.—Sea E unidn creciente de una sucesion de sub-
espacios (E,). Como E es «ST es %-BL, luego existe un natural »’
tal que E,. es denso en E. Supongamos que ningin E, fuera ultra-
tonelado. Determinamos una s. b. cerrada (U";) en E, tal que nin-
gtn U", sea entorno del origen en E,. Como U U™, es absorben-

”
te en E, existirA un natural n, tal que U,"» es entorno del origen
en E, lo que es una contradiccién. Reciprocamente, sea (U,) una
sucesién de conjuntos admisibles y cerrados en su envoltura lineal

L (U,) con L (U,) =L (U,,,) y tal que U U, es absorbente en
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E. Sea E, = L (U,). Obviamente, E es la unién creciente de la
sucesién (E,). Entonces, existe un natural »’ tal que E,, es denso
en E y ultratonelado, por lo que U,  es un entorno del origen en

E. y asi U, serd entorno del origen en E, q. e. d.

ProrosicidoN 6.—(a) Sea F un subespacio denso de un espacio
E y sea F un espacio #%-ST. Entonces, E es %-ST.

(b) Sea H un subespacio cerrado de un espacio %-ST E. En-
tonces, E/H es %-ST.

DEeMOSTRACION.—(a) Si E = U E,, entonces F = U (E.NF),

luego existe un natural #’ tal que E N F es denso en F y ultra-
tonelado, luego E,, es denso en E. Como E,, N F es denso en E,,

entonces E,, es ultratonelado. (b) Sea E/H = U F. y sea h:

E - E/H la sobreyeccién canénica. Como E = U h=t (F,),

€xiste un natural »’ tal que A~! (F,) es denso en E y ultratonelado.
Asi, F, es denso en E/H. Sea (U,) una s. b. cerrada en F,. En-
tonces, (h~* (U,)) es una s. b. cerrada en A~ (F,,), luego es topo-
légica y asi h='(U,) son entornos del origen en E. Entonces U,
es un entorno del origen en E/H, luego U, es un entorno del ori-
gen en F,, c. e. d.

ProrosiciON 7.—Sea F un subespacio de codimension numerable
«de un espacio %-ST E. Entonces, F es %-ST.

DEMOSTRACION.—Supongamos que F es denso en E y sea F la
unién creciente de subespacios (F,). Consideremos la sucesién do-
ble (U,™) en F con U,” = F,, para todo n. Como F es ultratone-
lado, [1], p. 91, aplicamos [8], Th. 1, para obtener que

Fop = F,, =E,
Y=y

Tuego E = F,. para algtin natural m’, por ser E %ST, luego F,
s denso en F para m > m’. Sea G una cobase de F en E y sea
Gpm = Fn + G con m > w/.

Como E es la unién creciente de (G,), existe un natural p tal
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que G, es denso en E y ultratonelado. Pero F, serd entonces ultra-
tonelado. Sea, ahora, F un subespacio de codimensién numerable
en E y sea (#,, #,, ...) una cobase de F en E. Llamamos

Fu=F@P[x; ..., %m]

Como E es la unidon creciente de (F,), existe un natural ' tal que
F,» es denso en E y ultratonelado, por lo que, aplicando el razo-
namiento anterior, F,. es %-ST, luego basta razonar para el caso
de codimensiéon uno, para el cual el resultado es obvio: si F es
cerrado utilizamos la proposicién anterior y si F es denso, el razo-
namiento anterior, q. e. d.

Prorosicién 8.—Sea (E,;: 7€ I) una familia no vacia de espacios:
*-ST. Entonces, E =TI (E; :14€1) es %-ST.

DeMoSTRACION.—Probaremos, en primer lugar, que el producto
numerable E = (E,: n = 1,2, ...) de espacios %ST es %-ST. Sea
E unién creciente de subespacios (F,). Como E es -BL, existe umwr
natural m’ tal que F,, es denso. Si ningun F,, con m > m’, fuera
ultratonelado existirian sucesiones bdsicas cerradas U™ = (U,™) en
F,. no topolodgicas. Se puede suponer que ningin U,™ es entorno del
origen en F,. Probaremos que existe un natural m, tal que la suce-

sién (U,™) es una sucesién basica en E. Si no fuera asi, existe um

punto #* de E que no es absorbido por U,’::' para algdn natural #,.
Existird un natural m, > m’ tal que la sucesién (U,™) es basica
en E,. En efecto,

E, = U (Fm N Ey)

m>m'

y como es x-ST, existe un natural m, tal que Fn, N E; es denso
en E, y ultratonelado. Obviamente, (U,™ N E,) es una sucesién ba-
sica cerrada en F,, N E,, luego es topolégica y asi

By

U7 N E,

son entornos del origen en E,, luego (U,™) absorben los puntos
de E,. El producto H E, no puede ser absorbido por (U,™), lue-

n>2
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go existe un punto %€ H E, que no sera absorbido por algin
n2
Uyr. Con la técnica anterior se comprueba la existencia de un na-
tural m, > m, tal que (U,™ ) absorbe a E, y a E, pero no a H E,.
n>3
Se determina (!, #2, ...) en E con a*€ H E, y #* no es absorbido
n>k

por UT* con m’ = m, < m, < ... Tomamos un absolutamente con-
&

vexo compacto B de E que contenga a (s4%, #?%, ...). Como

o @
Ep = U U ;?U:l:——l N Est

7=1 k=1

existen naturales &’ y ¢’ tales que

P17k
q U"k’—1 N Es

tiene punto interior en Eg, luego

mpr

Lk

N Es

es entorno del origen en Ep, por lo que absorberd B y llegamos a
una contradiccién.

Sea, ahora, E = II (E;: 1€ I) con I infinito no numerable y sea
E, el subespacio denso de E de todos aquellos elementos de E con,
a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas distintas de cero.
Debido a la proposicién 6, basta con probar que E, es %-ST. Sea
E, unién creciente de subespacios (F,). Como E, es %-BL, existe
un natural m’ tal que F,. es denso en E,. Tomemos m' = 1. Si nin-
gun F, fuera ultratonelado, existirian s. b. cerradas (U,™) en F,
que no son topolégicas. Veamos que para algtn m, (U,™) es una
sucesién basica en E,;, lo que claramente implica el resultado. Si no
fuera cierto, existirian puntos (#?, #2%, ...) de E; tal que #” no seria

absorbido por U”,,,P, p=1,2, ... Sea Jp={j€l: 47,0} y sea

L=H(Ej=f€ 0-7;)
i=1
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que es un espacio %-ST, por ser un producto numerable. Claramente,

L= U (Fm N L)

m

y existira un natural m, tal que F, N L es denso en L y ultrato-
nelado. Como (U,™ N L) es una sucesion basica cerrada en F,, N L,

se sigue que es topoldgico, luego U,™ I L es entorno del origem

en L, luego U:,"; absorbe a 4™, lo que es una contradiccién, q. e. d.
(]

Prorosicion 9.—Sea E un espacio %-ST y sea F el limite induc-
tivo de una sucesién (F,) de infra-s-espacios (ver [1]). Sea g:
E—-» F una aplicacién lineal con grafica cerrada. Entonces, g es
continua.

DEMOSTRACION.—E = U g' (F,), luego existe un natural m’

”

tal que g~* (F,») es denso en E y ultratonelado. Sea % la restriccion
de g a g (F,). Utilizando el teorema de la grafica cerrada ([1],
p. 45) h es continua. Pero F,. con la topologia ultratonelada aso-
ciada es completo ([1], p. 56), luego podemos extender %4 a una
aplicacién continua f: E ——» F,.. Por tener g grifica cerrada, f
coincide con g, q. e. d.
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