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UREÑA 

A natural extensión to topological vector spaces of the class of suprabarreled 
spaces [6] is given and their hereditary properties are studied. 

Este trabajo trata de la extensión al caso no localmente convexo de los espa­
cios supratonelados [6] definidos por M. Valdivia. Así aparecen los espacios 
:jí-supratonelados que, incluso en el caso localmente convexo son una clase nueva. 
El espacio l*^ de las sucesiones de escalares que toman a lo sumo un número 
finito de valores distintos, como subespacio de i^, es un espacio supratonelado, 
ver [7], pero no es un espacio :}:-supratonelado localmente convexo como la 
misma prueba de Grothendieck del hecho de que / •» no es un espacio de Baire 
y la definición de espacio^jc-supratonelado indica. 

Por exigencias técnicas introducimos una extensión de los espacios Baire-
like [4], aunque los métodos básicos de estudio de esta clase se pueden encon­
trar en [8]. En [5] se anuncia un estudio de los espacios :}c-no-ordenados-Baire-
like. Técnicas utilizadas en [6] extendidas al caso no localmente convexo permiten 
separar esta clase de los espacios :jí-supratoneIados. Los espacios :|i-no-ordenados-
Baire-like, de ser estables frente al paso a subespacios de codimensión finita, estará 
separada de la clase de los espacios de Baire debido a un ejemplo contenido 
en [2]. El clásico ejemplo de P con O </> < 1, con la topología inducida por l^, 
puede considerarse como un espacio no-ordenado-Baire-like que no es ^^.-no-orde-
nado-Baire-like. 

En lo que sigue, utilizaremos espacios vectoriales definidos sobre 
el cuerpo de los números reales o complejos. La palabra espacio de­
notará a un espacio vectorial topológico separado E. Sea ~E un espa­
cio y sea %C = (Un) una sucesión de subconjuntos de E. Se dice que 
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'U es una sucesión básica en E (s. b.) si cada U,n es absorbente, 
equilibrado y satisface la propiedad sumativa U^+i + Unn-i "^ Un. 
Una s. b. (U^) es cerrada si cada U,n es un conjunto cerrado en E. 
Sea A un subconjunto de E. Decimos que A es admisible si es equi­
librado y si existe una s. b. S í = (An) en la envoltura lineal de A 
con Al = A. Si existe en E una sucesión (U"')m de conjuntos admi­
sibles tales que M U"* es absorbente en E y si ^"^ = (IJ^n) son 

m 

las s. b. asociadas verificando JJn^ c: U '̂̂ '̂ ^ para cada n j m, la, 
sucesión doble (UfT) recibe el nombre de cuadro generado por 
(U^)m. Si cada U™ es cerrado podemos suponer el cuadro engendra­
do como constituido todo él de conjuntos cerrados. 

Un espacio E es ultratonelado si toda s. b. cerrada en E es topo-
lógica, es decir, si toda ella está constituida por entornos del origen. 
Es obvio que toda s. b. cerrada genera un cuadro cerrado (U î"̂ ) 
con Un"^ = m U«. 

Sea E un espacio y sea U un subconjunto de E. Decimos que U 
es pseudoconvexo si existe un real ¿ > O tal que U + U c: ¿ U. En 
el contexto de los espacios semiconvexos se introducen en [9i] los 
espacios hipertonelados como aquellos espacios semiconvexos en 
donde todo equilibrado pseudoconvexo cerrado y absorbente es en­
torno del origen en el espacio, definición que se puede tratar en 
espacios vectoriales topológicos generales. Todo espacio ultratone­
lado es hipertonelado y no es difícil dar ejemplos de hipertonelados 
que no son ultratonelados. El siguiente nos parece de interés : 
en [3] se prueba que si U es un equilibrado absorbente tal que 
U + U c: 2^/^ U, entonces la envoltura ^-convexa de U está inclui­
da en 2^/^U. Sea E la suma directa © (E, : ¿ ' € I ) con E^ = K, 
I '= U I,„ con I,n no numerable. Sea (pn) una sucesión de números 
estrictamente decreciente con O < /'.n < 1 y convergente a cero. 
Denotamos mediante 

U^ = L=(^,-) de E : ^ ^ U / | / « ^ l / 2 ' « ; « = l ,2 , . . . y / € W . 

Se trata de una s. b. cerrada para la topología producto. Probe­
mos que Ui no puede contener a ningún equilibrado absorbente 
pseudoconvexo. Bastará con demostrar que no puede contener nin­
gún absolutamente /^-convexo absorbente. Supongamos que no fuera 
así : sea B un absolutamente /^-convexo absorbente contenido en 
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U j . Dado el vector unitario e^ existirá un bi > O tal que bi d € B. 
'Tomemos pn<ip' Existirá un s > O tal que 

isea infinito. Tomemos ¿1,̂ 25 -", ia eî  C ; bi. e^. están en B para 

j = 1, 2, ..., q. Como 

7 = 1 ^ 

rse sigue que 

luego 

para cada q Ç^'^njp • e ^ 1 

lo que es una contradicción. Tomando en E la topología generada 
jpor todos los equilibrados absorbentes y pseudoconvexos, digamos 
T , la sucesión básica construida es T-cerrada y no es topológica. 

DEFINICIÓN 1.—E es sn-Baire-like (*-BL) si siempre que E sea 
unión creciente de una sucesión (U^) de conjuntos admisibles ce­
rrados que generen un cuadro, existe un natural n tal que U"̂  es 
^entorno del origen en E. 

E es *-supratonelado (*-ST) si siempre que exista una sucesión 
t(U^) de conjuntos admisibles cerrados en su envoltura lineal tal 

•que M U"* sea absorbente en E y tal que (L (U"^))»! sea creciente, 
m 

•existe un natural n tal que la clausura en E de U,n es un entorno 
•del origen en E. 

Es obvio que todo espacio *-supratonelado (*-ST) es *-BL y que 
iodo espacio *-BL es ultratonelado. 

La siguiente proposición es de carácter sencillo. 

PROPOSICIÓN 1.—(a) Sea F un subespacio denso de un espacio 
E y sea F un ^«-BL. Entonces, E es *-BL. 

(b) Sea F un subespacio cerrado de un espacio *-BL E. En­
tonces, E / F es :íc-BL. 
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PROPOSICIÓN 2.—Sea ( E Í : Í € I) una familia no vacía de espacios-
*-BL. Entonces, E = n (E? : i € I) es un espacio *-BL. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea (U'^m) un cuadro cerrado en E ; probare­
mos que existe un natural m tal que Ui*" es entorno del origen.. 
Primeramente, veamos que existe una parte finita J de I y un natu­
ral m' tal que 0 Ej está contenida en \J^' y, por lo tanto, en U2'' 

con p ^ m\ En efecto, si no fuera cierto, existiría un natural m^^ 
tal que 0 E¿ c{: Us'̂ » y determinaríamos un punto ^^ '€ 0 Ej con' 

I I 

x'^ í U^a- Sea Ji = {ii€ I : 4;^ yé: 0}. Entonces, existirá ün punto-
x^ '€ 0 Eí con x^ í 21]%^ y procediendo así, determinaremos el 

conjunto {x^, x^, ,..) y la sucesión de partes finitas Ji, J2J •••'^ T-
disjuntas, con 

xí Ç: © E,-, xí ê q V^^ 

Es obvio que existe un conjunto B en E, absolutamente convexo^ 
y compacto, tal que contiene a {x^, x^, . . .) . B es un conjunto es­
trictamente acotado, [8], luego aplicando [8], proposición 3, existe^ 
un natural m' tal que B es absorbido por \]^\ luego para algún* 
r > O, B está contenido en t \]^\ Si q> max (í, wf) se sigue que-
B está contenido en q Û 2> lo ^^^ ^s una contradicción. Como cada. 

U^3 es cerrado, es claro que TT E¿ está contenido en U ,̂̂  coni 

/ > > ^ ' . Sea J = {/i,;;, . . . , /5}. Para cada /'€ {1, 2, ..., ^ } , (U.^nEy^)^ 
es un cuadro cerrado en Ey^, luego existe un natural m^ tal que-
IJ^l^s n Ey es un entorno del origen en E* (pues la definición de-
espacio *-BL implica la existencia de un entorno del origen en cada. 
«fila» (Un^), con n fijo, del cuadro). Si 

m = max (w,, m^^ . . . , w^, m') 

entonces U^^^^ fl Ey es entorno del origen para cada Z€ {1,2, ...,s).. 

Veamos, finalmente, que el entorno del origen en E, 

X ( U í + 2 ' n É y , ) ^ . . . í ^ { U 3 + ! i ^ REy^) 
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está contenido en Ui^ : Sea x ^Y que lo escribimos como x' + y' 

con X € TT E¿, y' = y^ + ... 4- ys con 

yp^ u-^2^ n %. / = i ,2 . . . , x . 

Claramente, x', y' '€ Ug^, luego x pertenece a Uj^, c. q. d. 
Utilizando el método de prueba de [4], Th. 2.18, damos la si­

guiente : 

PROPOSICIÓN 3.—Sea E un espacio *-BL. Sea p un real con' 
O < /> < 1 y sea F el límite inductivo de una sucesión (F„) de es­
pacios />-normados completos. Si g: E — > - F es una aplicación 
lineal con gráfica cerrada, entonces g es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—E = M g^'^ (F„), luego aplicando [8], Th. 2, 
n 

E se puede considerar como el límite inductivo de la sucesión 
(^~^ (Fn)), luego basta con probar que la restricción de ^ a cada 
g~^ (F,„) es continua en F^, dotado de la topología de la /^-norma 
o, más sencillamente, que es casicontinua, pues F,„ es un F-espacio. 
Supongamos que no fuera cierto : existiría un natural n' tal que,, 
para cada n ^ n' g: g-"^ (Fn) —> F^ no es casicontinua. Así, exis­
te un «1 > O tal que 

no es entorno del origen g"'^ (Fn'), siendo 

l], = \x e F„':| | |^| | l<^,!. 

Uj es un conjunto acotado, absolutamente-Z'-convexo y verificanda 

Uj + Ui c 2^/^ Ui, por lo que genera una s. b. (~2^ u j en F^.. 

Como Ui también es acotado en Fn̂ +i existe un ag > O tal que 

U2 = í^ C Fn'^1 :\í\x\\\<a^\ 

contiene a Uj y tal que 

no es entorno del origen en g^'^ (Fn/+i). 
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Procediendo de esta forma determinamos una sucesión (Us) cre­
ciente con 

>no entorno del origen en g-'^ (F^.+s). Definimos (U%) con 

Uo'- = U.,U'-, = ¿ - U , r = l,2, . . . : ^ = 1 , 2 , . . , 

y consideremos en E el cuadro cerrado 

{g-'iU'-ç}) r = = l , 2 , . . . ;ár = 0,l . 

Como E es un *-BL espacio, existe un natural m tal que g"^ (UQ*^) 

es un entorno del origen en E, luego 

es entorno del origen en g~^ (Fn̂ +w) lo que es una contradicción, 
<. e. d. 

De [8], Cor. 2, se deduce sin más la siguiente: 

PROPOSICIÓN 4.—Todo espacio ultratonelado E cuya completa-
ción sea un espacio de Baire es un espacio *-BL. 

PROPOSICIÓN 5.—Un espacio E es *-ST si y sólo si siempre que 
E sea unión creciente de subespacios (E,„), existe un natural n' tal 
^que En' es denso en E y ultratonelado. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea E unión creciente de una sucesión de sub-
^espacios (En). Como E es *-ST es *-BL, luego existe un natural n' 
tal que En' es denso en E. Supongamos que ningún En fuera ultra-
íonelado. Determinamos una s. b. cerrada (U%) en En tal que nin­
gún U% sea entorno del origen en En- Como M U'̂ i es absorben­

te en E, existirá un natural % tal que TJ^^^ es entorno del origen 
en E, lo que es una contradicción. Recíprocamente, sea (Un) una 
rsucesión de conjuntos admisibles y cerrados en su envoltura lineal 
lu (Un) con L (Un) c: L (U^+i) y tal que M Un es absorbente en 
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Ë. Sea E« = L (U,^). Obviamente, E es la unión creciente de la 

sucesión (E^). Entonces, existe un natural n' tal que En' es denso 

en E y ultratonelado, por lo que Un' es un entorno del origen en 

Eni y así Un' será entorno del origen en E, q. e. d. 

PROPOSICIÓN 6.—(a) Sea F un subespacio denso de un espacio 
E y sea F un espacio *-ST. Entonces, E es *-ST. 

(b) Sea H un subespacio cerrado de un espacio *-ST E. En­
tonces, E / H es *-ST. 

DEMOSTRACIÓN.—(a) Si E = M En, entonces F = M (En PI F j , 
n n 

luego existe un natural n' tal que En' fl F es denso en F y ultra­

tonelado, luego En' es denso en E. Como En' fi F es denso en E^r, 

•entonces En' es ultratonelado. (b) Sea E / H = M En y sea \Í\ 
n 

E —> E / H la sobreyección canónica. Como E = U ^~' ^^' 
n 

-existe un natural n' tal que hr"^ (En') es denso en E y ultratonelado. 
Así, Fn es denso en E / H . Sea (U„) una s. b. cerrada en Fm- En­
tonces, {hr'^ (Un)) es una s. b. cerrada en h~^ (En'), luego es topo-
lógica y así /t~^ (U^) son entornos del origen en E. Entonces Üw 
es un entorno del origen en E / H , luego Un es un entorno del ori-
;gen en F^^, c. e. d. 

PROPOSICIÓN 7.—Sea F un subespacio de codimensión numerable 
4e un espacio *-ST E. Entonces, F es *-ST. 

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que F es denso en E y sea F la 
unión creciente de subespacios (F^). Consideremos la sucesión do­
tóle (Un* )̂ en F con U "̂* = F^ para todo n. Como F es ultratone­
lado, [1], p. 91, aplicamos [8], Th. 1, para obtener que 

UF«.=yF» = E, 

luego E = FM^ para algún natural m', por ser E *-ST, luego F^ 
•es denso en F para m > m'. Sea G una cobase de F en E y sea 
C^ = Fm + G con m > m'. 

Como E es la unión creciente de (G^), existe un natural p tal 
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que Gp es denso en E y ultratonelado. Pero Fp será entonces ultra-
tonelado. Sea, ahora, F un subespacio de codimensión numerable 
en E y sea (JITI, J^^, ...) una cobase de F en E. Llamamos 

Como E es la unión creciente de (F^), existe un natural m' tal que 
F^/ es denso en E y ultratonelado, por lo que, aplicando el razo­
namiento anterior, F^r es *~ST, luego basta razonar para el caso^ 
de codimensión uno, para el cual el resultado es obvio : si F es­
cerrado utilizamos la proposición anterior y si F es denso, el razo­
namiento anterior, q. e. d. 

PROPOSICIÓN 8.—Sea (EfiriC I) una familia no vacía de espacios-
*-ST. Entonces, E = n (E,- : ' i ' ^ I) es *-ST. 

DEMOSTRACIÓN.—Probaremos, en primer lugar, que el producto^ 
numerable E = n (Emi n = 1, 2, ...) de espacios *-ST es *-ST. Sea 
E unión creciente de subespacios (F;^)- Como E es :H-BL, existe un' 
natural m' tal que F^/ es denso. Si ningún F^, con m > m\ fuera 
ultratonelado existirían sucesiones básicas cerradas *tC^ = (U/*) em 
Fm no topológicas. Se puede suponer que ningún U,n^ es entorno deî 
origen en Fm- Probaremos que existe un natural m.^ tal que la suce­
sión (Un'^0 es una sucesión básica en E. Si no fuera así, existe UÎÏ 
punto x"^ de E que no es absorbido por U^¡ para algún natural n^^ 

Existirá un natural m^ !> m' tal que la sucesión (Um'̂ O es básicar. 
en El. En efecto. 

y como es ^ÍC-ST, existe un natural m^ tal que F .̂̂  O E^ es denso^ 
en Ej y ultratonelado. Obviamente, (Un^» fl E J es una sucesión bá­
sica cerrada en Fm^ fl E^, luego es topólogica y así 

K' n E, 

son entornos del origen en Ej, luego (Um'̂ O absorben los puntos^ 

de Ej . El producto TT En no puede ser absorbido por (Un^O? lue­
nga 
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^ o existe un punto x"^ € TT E,, que no será absorbido por algún 

XJ^'. Con la técnica anterior se comprueba la existencia de un na­

tural m^ > m^ tal que (U.n'̂ s ) absorbe a E^ y a Eg pero no a TT E^. 

Se determina (û S x-, ...) en E con jir*'€ TT E,n y x^ no es absorbido 

por Xi^k con m' = m^ <C mg < ... Tomamos un absolutamente con-
k 

vexo compacto B de E que contenga a {x^^ x^, . . .) . Como 

00 CO 

E B = U U í ?^ :* nEsi, 

existen naturales k' y q' tales que 

/C,1-inE, 

tiene punto interior en EB, luego 

€s entorno del origen en EB, por lo que absorberá B y llegamos a 
xina contradicción. 

Sea, ahora, E ' = n (E¿ : i'€ I) con I infinito no numerable y sea 
E,o el subespacio denso de E de todos aquellos elementos de E con, 
a lo sumo, una cantidad numerable de coordenadas distintas de cero. 
Debido a la proposición 6, basta con probar que E,o es *-ST. Sea 
EQ unión creciente de subespacios (Fm). Como EQ es *-BL, existe 
un natural m' tal que F^/ es denso en Ep. Tomemos ^ = 1. Si nin­
gún Fm fuera ultratonelado, existirían s. b. cerradas (Um"") en F^ 
que no son topológicas. Veamos que para algún m, (Un* )̂ es una 
sucesión básica en E,o, lo que claramente implica el resultado. Si no 
fuera cierto, existirían puntos (JTS X^, ...) de Eg tal que x^ no sería 
absorbido por U ,̂„ , /> = 1, 2, . . . Sea ]p = {/€ I : X^JÍ^O} y sea 
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que es un espacio *-ST, por ser un producto numerable. Claramente^ 

L = ( J (F^ n L) 
tn 

y existirá un natural m^^ tal que Fw„ fl L es denso en L y ultrato­

nelado. Como (Un"̂ » n L) es una sucesión básica cerrada en Y^^ fl L^ 

se sigue que es topológico, luego Un*̂ « fl L es entorno del origen 

en L, luego U^o absorbe a ^r^», lo que es una contradicción, q. e. d. 

PROPOSICIÓN 9.—Sea E un espacio *-ST y sea F el límite induc­
tivo de una sucesión (F»j) de infra-^-espacios (ver [1]). Sea g\ 
E.—> F una aplicación lineal con gráfica cerrada. Entonces, g es-
continua. 

DEMOSTRACIÓN.—E = M g~'^ (F^), luego existe un natural m 

tal que g""^ (F^/) es denso en E y ultratonelado. Sea h la restricción 
de ¿f a ^"^ (F^/). Utilizando el teorema de la gráfica cerrada ([IQy 
p. 45) h es continua. Pero F^^ con la topología ultratonelada aso­
ciada es completo ([1] , p. 56), luego podemos extender h a una 
aplicación continua / : E —> F^/. Por tener g gráfica cerrada, / 
coincide con g, q. e. d. 
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