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Let p and v be two positive measures on the measurable space (X, 3). A real
function, useful for the study of the absolute continuity and singularity of the
‘measures u and v, is defined. This function can also be used to obtain the best
-upper and lower bounds for integrals of the form [, fdu. In theorem 3.1, an
-improved version of the two-dimentional theorem of Lyapunov on the range of a
vector measure is given. In § 4, it is proved, using convexity techniques, that
‘the Radon-Nikodym theorem is equivalent to the Lyapunov theorem.

Sean g y v dos medidas positivas sobre el espacio medible (X, Z). Se define
una funcién real la cual es 1til para el estudio de la continuidad absoluta y sin-
.gularidad de las medidas p y v. Esta funcién también puede ser utilizada para
obtener las mejores cotas superiores e inferiores de integrales de la forma f, fd u.
En el teorema 8.1 se da una versién mejorada del teorema de Lyapunov sobre el
rango de una medida vectorial (para el caso de los espacios de Banach de di-
‘mensiéon 2). En el § 4 se prueba, usando técnicas de convexidad, que el teorema
de Radon-Nikodym es equivalente al teoréma de Lyapunov.

1. Introduccién y notaciones

Sea (X, X) un espacio medible y sean g y v dos medidas posi-
tivas y finitas sobre (X, £). Para cada ¢ > 0 sea H. el conjunto

H o ={38>0,(A€X, pA)<) = (v(A) <}
Consideremos la funcién 3,, definida en R*'U {0} por

Syp, (E) = sup H.s
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(donde supondremos que sup ¢ = 0). Salvo indicaciéon expresa de
lo contrario escribiremos 3 (¢) en lugar de 3y, ().

Sea ahora Z = {(v (A),n. (A)), A€ X} el rango de la medida
vectorial (v, u). Para # e y nimeros reales y positivos, representa-
remos por M s el conjunto [J#,00[ x [0,y [ y por S el con-
junto {M, »; Z 0N M,y = ¢}. Para -cada ¢> 0 definimos

Se={y; M €S}

En el presente trabajo establecemos las propiedades de las fun-
ciones del tipo 3,, (¢). Estudiamos la relacidén existente entre la.
funcién 3 (¢) y el rango de la medida vectorial (v, p). Utilizamos
dicha funcién para el estudio de la continuidad absoluta y singula--
ridad entre las medidas v y ¢ y obtenemos cotas, superiores e in-
feriores, para las integrales de la forma [, fdy. Damos una de-
mostracion elemental de la versién 2-dimensional del teorema de
Lyapunov y probamos la equivalencia entre los teoremas de Lyapu-
nov y de Radon-Nikodym, usando técnicas de convexidad. Como
consecuencia se da una solucién constructiva al problema del zo-
noide de dimensién 2.

2. Propiedades de la funcién 3., (e)
2.1. TeoREMA

Sea (X, T) es un espacio medible y sean p. v v dos medidas de
probabilidad sobre (X, X). Se wverifica:

1) 8 () = inf {n (B); BEZ, v (B)> ¢} (sG]O 1.

2) Para cada <€'10,110, 8(c) = sup Se.

3) 3 (¢) es una funcidn creciente y continua por la derecha ew
cada punto de 10, 17. \

4) Para cada s€ 10,1

Suy (8) = sup {1 —¢; 8,, (&) >1—s}

5 8(v(4A)—0) <w(4) para cada A€Z con v(4A)>0.

6) Si existe algin ¢,€1]0,1'] tal que 3 () = 0 para e < e,
entonces existe un A €L tal que p (A) =0 y v (4) > =,.

T v<yp siy sélo si para cada ¢€]0,1[,3 () >0.
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8) w v v son equivalentes si y sdlo si para cada ¢ € 10,1 se
verifica § () > 0 y ademds lim 3 (¢) = 1.
et
9 w y v son mutuamente singulares si v sélo si & () = 0 para

cade ¢€]0,1].

10) (Teorema de descomposicion de Lebesgue). Existe un tinico
par de medidas v, y v, tales que v, < p, vy Lvy, vpo L yv = v, + v,
Si ademds v, y v, no son idénticamente nulas se verifica;

Sy =0 s 0<e<y,(X)
Syp (&) =3, w(8) si e=y,(X)+s, s>0

2.2. OBSERVACIONES

1. Aunque el teorema 2.1 ha sido enunciado, y serd demostra-
«do, para dos medidas de probabilidad g y v, los resultados que
aparecen en ese teorema siguen siendo validos, con las oportunas
‘modificaciones, para medidas finitas y positivas cualesquiera.

2. El teorema 2.1.2 nos indica que la grafica de la funcién 3 (¢)
limita inferiormente al rango de la medida vectorial X = (v, p). Para
€l caso en que las medidas p y v sean puramente atoémicas, la cons-
truccién de la funcidén 3 (¢) es inmediata.

3. Existen numerosos ejemplos en los que la funcién 3 () no
s continua. En este caso, probaremos que las medidas ¢ y v deben
tener atomos comunes (Prop. 2.4).

4. El teorema 2.1.4 nos relaciona las funciones 8, (¢) y 3y ().
Hablando informalmente, puede decirse que la grafica de la funcion
uy es la simétrica de la grafica de la funcién 3,, respecto del punto
(1/,21/2). En este caso los saltos de la funcién 3,, se corresponden
«con intervalos en los que 3,, es constante y los intervalos en los
que 3,, es constante se corresponden con saltos de la funcidn 3.

5. La desigualdad que aparece en el teorema 2.1.5 permite aco-
tar inferiormente integrales de la forma [, f d p, siendo f una fun-
<ién p-integrable. Para ello basta considerar la medida v = f-p y
la correspondiente funcién 3,,. Se verifica entonces que

Sy (W (A)—0) < [ fdp.

En la préoxima seccion veremos que la funcién 3,, permite también
acotar superiormente integrales del tipo anterior.
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Dado que la funcién 3,, (¢) puede ser discontinua, no es valida
en general la desigualdad 8,, (v (A)) < 1 (A), salvo que la funcién
8 sea continua en el punto ¢ = v (A).

La cota 3 (v (A) — 0) para p (A) no puede ser, en general, me-
jorada en el sentido siguiente: si & (¢) es una funcién creciente,
definida en 1]10,1 [, tal que & (v (A)) < ¢ (A) para cada A€ X en-
tonces h () < 8y, (¢), para cada «€.]0,1[. En efecto; si para
algtn ¢ ‘se tiene h (¢) >3 () entonces existe un B€ X tal que
5()<u(B) <h()y tal que v (B) > . Dado que h es creciente,
h () < h (v(B)) y por tanto, ¢ (B) <k (v (B)), lo cual es una con-
tradiccion.

6. En virtud del teorema 2.1.10, para estudiar las propiedades
de la funcién 3 (¢) podremos suponer que v < .

2.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1

1) Sea g () = inf { (B), B€ X, v (B) >¢}. Si p (B) <3 (c) en-
tonces v (B) <e; por tanto, 3 (¢) < g (e). Si fuese 3 (e) << g (¢),
podriamos encontrar un conjunto A€ X tal que p (A) < g (¢) y tal
que v (A) > ¢, lo cual contradice la definiciéon de g (e).

2) Sea 8§, () la funcién definida en ]0,1[ por 3, (¢) = sup Se.
Supongamos en primer lugar que €] 0,1 [ es tal que 3, (s) > 0.
Si g (A) <3, (c), existe un y € S, tal que g (A) <y. En este caso
Me €S, M.y NZ =¢ y por tanto v (A) < e. Esto prueba que
3, () <8(e). Sin>0

MW, 3y(e) + M) ¢s vy 72N M(s. 5 (E) + M) 7é'¢
por lo cual existe un A€ZX tal que v(A) > ¢ y
B, () < p (A) <3, (&) + -

Esto ‘demuestra que 8, (¢) = 3 (¢). Si ahora se tiene que §, (¢) =0,
se sigue directamente de las definiciones que 3 (¢) = 0.

3) Este apartado es consecuencia del apartado 1) y de las de-
finiciones. ‘

4) Para cada s€1]0,1[, sea g(s)=sup{l—e;3(e)>1—s}.
Se sigue directamente de la definicién de § (¢) que p (B) <1 —3 ()
siempre que B€ £ y v (B) <<1—«¢. Esto prueba que g (s) < 3,y (5)-
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Se puede probar directamente que para cada e tal que g (5) <1—-e
existe un C € T tal que g (s) < v(C)<1—¢ y tal que p (C) > s.
De aqui se sigue que g (s) = Sy ().

5) Para cada 4 > 0, se tiene que

Syp W (A) — ) =inf {pn B); v (B)>v (A) — 7} < pn (A).
Teniendo en cuenta que 8§ es una funcién creciente, se tiene que

(v (A)—0) < p (A)

6) Para cada n€ N tal que so—l>0, se tiene, por defini-
n
cién de 8<a,0 —_ —}t—) que existe un conjunto A,€X tal que p (A,)<<2™

y tal que ¢, -——l—<v (A,). Para cada n€ N tal que ao——;z— > 0
n

sea E, ='U? A,y sea A la interseccién de esos E,. Se verifica que
(A) =0y que v (A)> e,

7) Este es un resultado bien conocido de la teoria general de
la medida.

8) Este apartado es consecuencia de los apartados 4) y 7).

9) Si p y v son mutuamente singulares existe un conjunto:
A€x tal que n (A) =0 y v(A) = 1. Si para algin €] 0, 1] se
tuviese & (¢) > 0, la definicién de 3 () nos conduce a una contra-
diccion.

10) Si 8 () > 0 para cada ¢€']0, 1], tomamos v; =v ¥ v, = 0.
Si 3(¢) = 0 para cada «€']0,1[, tomamos v, =v y v, = 0. Su-
pongamos ahora que existe un € ]0,1[ tal que 3(c) = 0 para
e<<g¢g y tal que 8 () > 0 para e >¢,. En virtud del apartado 6),
existe un conjunto A€ X tal que ¢ (A) = 0 y tal que v (A) > s,
Para cada ¢ > ¢, se tiene g (A) = 0 << 3 (¢) y por tanto, v (A) < «,.
Esto prueba que ¢ (A) =0 y v(A) =¢,. Si elegimos v, = vy ¥
v, = vx\a, €l resultado de este apartado queda como una mera.
comprobacion.

En el teorema 2.1.3 se establece que la funcién 5 (¢) es creciente
y continua por la derecha en cada punto del intervalo 70,1[. A
continuacién, estudiaremos el caso en que la funcién § (¢) presente
alguna discontinuidad y el caso en que 3 (¢) no sea estrictamente
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«reciente. En virtud del teorema 2.1.10, supondremos que las me-
didas ¢ y v son equivalentes.

2.4. PROPOSICION

Sea (X, ) un espacio medible y sean p. y v dos medidas de pro
babilidad equivalentes sobre (X, ). En cada uno de los dos casos
siguientes las medidas p y v tiemen dtomos comunes:

1) lim 3(r) = h>0. En este caso se wverifica, ademds, que
ri 0

Jas medidas p. y v son puramente atdmicas.
2) La funcion 3 () es discontinua en algin punto ,€]0,1[.

DEMOSTRACION.

1) Si las medidas ¢ y v no fuesen puramente atomicas, existi-
rian conjuntos de T tales que sus medidas sean positivas y arbitra-
riamente pequefias para ambas medidas y, en virtud del teorema 2.1.2,
se obtendria una contradiccidn.

2) Sea h = 1i{n 3 (e —r) y supongamos que 3 (¢)) > h. Sea

rvO0

b =3 (¢g) — h. Para cada r > 0 se tiene:

1—58(,) =sup{p B);v(B)>1—¢ }<1l—h
<swp{p B);v(B)>1—¢ +7r}=1—5(,— 1)

Tomemos 7, € N de forma que si # > n,, 2~ "+ < b. Para cada
m>n, sea r, = 2-+2_  Existen conjuntos B, € T tales que

1— 5@, —r) —r<u(®) <1—35(,—7)

v tales que 1—e, <v(B,) <1—¢, + 7. Si para cada n > n,
«<xiste un conjunto B’,'< B, tal que

vB)EIL—¢g —7,,1—¢ [
entonces se sigue facilmente que
u,(Bn\B’ﬂ)>b—rn y v(B,\B))<2r,.
Si, para n > n,, definimos

A, =URBN\BY) vy A=np A

n
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se tiene que v (A) = 0 y 1 (A) > b, lo cual es imposible. Por con-
.siguiente, existe al menos un # > n, tal que B, posee v 4tomos y
o posee un subconjunto B’, tal que

vB)EILl—eg—rl—c, L.

Esto significa que B, posee un v-atomo cuya v-medida es mayor
que 7,. Es facil ahora concluir que cada uno de esos v-dtomos es
un p-atomo.

2.5. OBSERVACION

En virtud de la proposicion 2.4 y del teorema 2.1.4, si la fun-
«cién 3§ (¢) es constante en algin subintervalo abierto de ]0,1[ las
“medidas ¢ y v también tienen itomos comunes. Si ¢ y v no tienen
:Atomos comunes la funcién 3§ (¢) es continua y estrictamente cre-
ciente en ] 0, 1. Existen casos en que la funcién 3 (¢) es continua
.a pesar de que las medidas ¢ y v poseen atomos comunes.

3. El teorema de Lyapunov

Un famoso teorema de Lyapunov (cf. [4]) permite afirmar que
«l rango de una medida vectorial no atdémica con valores en un
«espacio de Banach de dimension finita es cerrado y convexo. Se
han realizado, desde diversos puntos de vista, numerosas demos-
traciones y generalizaciones de dicho teorema (cf. [1], [2], etc.).
En este trabajo necesitaremos una formulacién mis precisa de ese
teorema para el caso particular de la medida vectorial A = (v, ).
Daremos una demostracién sencilla del teorema de Lyapunov que
-1ios - permitird dar una demostracién constructiva del teorema de
Radon-Nikodym. Asimismo, demostraremos el teorema de Lyapu-
nov (para este caso particular) a partir del teorema de Radon-Niko-
dym. Por este motivo, y para pares de medidas, los dos teoremas
arriba mencionados son consecuencia uno del otro.

-3.1. TEOREMA

Sea (X, L) un espacio medible y sean p. y v dos medidas de pro-
babilidad no atémicas tales que v € w. Se wverifica:
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1) La funcidn 3 () es convexa.
2) Para cada ¢€]0,1[ existe un conjunto A ()€ X tal que
v(AE) =ey u(d(E) =3(.

DemostrACION.—Para cada par de conjuntos A y B de T escri-
biremos A~B si t (AAB) =0 (AAB es la diferencia simétrica
de los conjuntos A y B). La relacién ~ es de equivalencia en Z.

Sea T el conjunto cociente de X respecto de la relacién ~. Si para
cada A €32 definimos §(A) = p (A) y % (A) = v (A) resulta que

& y 9 son funciones bien definidas en ¥. Escribiremos A ‘< B para
indicar que g (A \ B) = 0 (en cuyo caso v (A \ B) = 0). El conjun-

to ¥ estd parcialmente ordenado por la relacién <. Con esta orde-

nacién, X es un reticulo s-completo en el que se definen las siguientes.
operaciones «booleanasy :

AVB=AUB, AANB=ANB, A\B=A\B y AAB=AAB.

Los pares (%, @) y =, 9) son anillos de medida respecto de esas
operaciones.

Si se considera la clase aditiva ﬁ, la cual esti libre de atomos,
y la medida vectorial A = (v, 1), puede usarse la técnica seguida
por Bolker (cf. [1], pags. 294 y 295) para probar que el rango de
X es un conjunto convexo en R% En virtud de este resultado y dek
teorema 2.1.2, resulta que 8§ (¢) es una funcién convexa.

Para cada k€ RtU {0} consideremos el conjunto ¥, formado
por el elemento 0 de = y por los A€ %, A £ 0 tales que si B <A
y B£0 existe un M£0, M'< B tal que § (M) < k g (M). Orde-
nemos el conjunto %, por medio de la relacién <. Cada cadena I'
en ¥, admite un subconjunto cofinal numerable {A,}. En este caso,
V.~ A, es un mayorante de T' que pertenece a 3. El lema de Zorn

- *
nos permite afirmar que existe un elemento maximal B, en Z,. La
unicidad de este elemento maximal es clara. Comprobemos que

v (Bk) <kp (Bk). En efecto: Sea A, la familia de los elementos.
M € %, tales que ¥ (M) < k@ (M). Ordenemos A, por medio de <.
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Es claro que cada cadena en A, posee un mayorante que sigue es-
tando en A;. Sea C, un elemento maximal en Ag. Si fuese ]'3,,# Ck
podriamos encontrar en Bk \ C, un «subcdnjunto» M,, tal que M,, 750
y tal que 5 (My) < k i (My). El hecho de ser My V Ci> C: nos
conduce a una contradiccién. Por consiguiente, Ck = B, € A;. Es
inmediato comprobar que si k << k’ entonces B,, < Bk,.

Probemos ahora que los puntos (@ (By), 5 (By)) pertenecen a la
grafica de la funcién 3, () (si & (By) 5% 0). En efecto: suponga-
mos que B€X es tal que (o (B), s (B)) = ¢ (i (By), v (Be)) para
algn t> 0. En este caso @ (B)3 (By) = % (B) i (By). Por otro
lado ¥ (]'3,,) <kp (Bk). De aqui se deduce que % (B) <kp (B),
B < By y t <1. La convexidad de la funcién 3,, (¢) prueba que
los puntos (p (By), 9 (By)) con i (By) £ 0 estin en la grifica de la

funcién 8,,. No obstante, la familia {By; k€ R*U {0}} no tiene
por qué ser estrictamente creciente y pueden existir puntos de esa

grafica que no estén representados por medio de algtn B,. Estudia-
mos a continuacién este problema.

Si el conjunto de puntos {{ (By), k € R¥} es denso en [0, 1], la
continuidad de la funcién 3,, prueba 2). Supongamos ahora que ese
no es el caso, entonces existe al menos un £, > 0 y unos ¢, y ¢, en

[0, 1], & <s,, tales que si k<< k, se tiene (B,,) < ¢, (supondre-
mos que, si k<0, B, =0) y si B>k, se tiene g (By) > ¢,. En
este caso {i (B,,o) — B (B,,) > e, —¢,, para cada k << k,. Sea ahora

]'3',‘0 = V B, Es ficil comprobar que
k< ke

v(By\ Br) = ko (B \B%)

y que para todo Be€x tal que B _<B,,o\]'3’,o se tiene §(B) =

=Ry (B). Por consiguiente, en el conjunto Bk. \B’ku las medidas
¢ ¥ v son proporcionales. Dado que ¢ y v son no atémicas, para
cada ¢€']e, ¢, [ podemos encontrar un conjunto Cc € £ tal que si

e<<¢ C.c Ce y tal que los puntos (@, 9) (B V C.) describan el
segmento que une los puntos (f, V) (}'3’,,0) vy (@, 9) (Bkn). En el in-



1260 JUAN LUIS ROMERO ROMERO

tervalo [e,, e,] la funcién 3,, es lineal y con pendiente £k, Si
&€1] ¢,, e, [ el conjunto C. anteriormente considerado no es unico.
En este caso.el punto (e, 3y (¢)) no es extremal para rang (}). Sin
embargo, los puntos (g, v) (Bx), para k€ R*U {0}, si son extrema-
tales para ese conjunto y se corresponden con un finico elemento

de Z. El resto de la demostracién se sigue de forma inmediata.

8.2. OBSERVACION

~ En la demostracién del teorema 3.1 el hecho de ser v <y ha
jugado solamente un papel secundario. En virtud del teorema
2.1.10, los resultados del teorema 3.1 siguen siendo validos para
& y v probabilidades no atémicas cualesquiera. En dicha demostra-
<ioén no hemos utilizado el teorema de Radon-Nikodym.

3.3. COROLARIO

Sea (X, T) un espacio medible. Sean p y v dos medidas de pro-
babilidad no atémicas sobre (X, X). Sea Z el rango de la medida
wectorial (p., v). Se verifica:

Z=1x0<x<L3,N<<y<I—3;,I—x)}
donde

By ) =0y 3, (D) =lim §,, ().
x4l

DeEMOSTRACION. — Basta observar que los conjuntos A (¢), ¢ €
€110, 1[ que aparecen en el teorema 3.1 son tales que los puntos
{, v) (A (g)) describen la grafica de la funcién 3,, y los puntos
{, v) (X \ A (¢)) describen: la grafica de la funcién 1 — 3,,. El teo-
rema 2.1.4 demuestra el corolario.

4, Los teoremas de Lyapunov y de Radon-Nikodym

Sea p. una medida de probabilidad no atémica sobre el espacio me-
dible (X, ). Sea f > 0 una funcién p-integrable. Sea v = f . u. Su-
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pongamos en primer lugar que para cada ¢t€ R*U {0} se tiene
w({r€X;f&) =i}) =0. Para cada ¢€ R*U {0} sea

A(t)={x'€X;f(?),<i}~

La familia de conjuntos {A (¢); ¢ € R* U {0}} constituye una colec-
cién creciente de conjuntos p-medibles en X. En general esta familia
no es estrictamente creciente. Es facil ver que para cada ¢€ j0,1 [
existe un £ > 0 tal que ¢ = p (A (¢)). Para cada ¢€ ] 0,1 [ sea

t(e)=sup{t>0; u(A(®) =¢}
y sea
Y()=inf{t>0pnA@)=c¢c}
Se verifica que
p (A »(t @ =pAEE) =-

Se puede comprobar facilmente que si B€ X y p (B) > (A (t ()
entonces v (B) > v (A (¢ (¢))). Dado que p es no atémica, si

pENACGENFED

podemos construir una sucesiéon {C,} decreciente de subconjuntos de
X\ A (¢ (¢)) tal que p (C,) > 0 para cada n € N y tal que ¢ (C,) \1, 0.
Es claro que

(g, v) (A (¢ (U C,) — (g, v) (A (£ (e)))

y por tanto los puntos (g, v) (A (¢)) describen la grafica de la fun-
cion . 2
Probemos ahora que la funcién §,, tiene derivadas laterales en
cada punto de :] 0, 1 [ y después probaremos que estas derivadas son
crecientes. De aqui deduciremos que la funcién 3, es convexa
(cf. [B]).
Sea 1 > 0. Se verifica:

Sy (e + ) — 3y (€) o AW E+a)N—v (AEEN a
n T AW+ )= (AlE) )
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Por otro lado

U@+ I\VACGEN < vAE E+ O \AEE)) <
KtE+m)p@EE+)\AEE). (2

Por consiguiente, en virtud de (1) y (2),
£(e) S Byy (e + ) — 3y @1/ 0 <t (e + m)-
Se puede probar directamente que

lim ¢ (¢ + 'q) =t (g).
ny0

Por tanto, &y (¢ + 0) = ¢ (¢). De forma analoga se puede probar
que existe 8y (e — 0) y que ¥y (e — 0) = ¢’ (¢).
Es claro que se verifica:

f(x) =inf{t>0;x€A()} si x€ U A (f)
0

f#) =+ o0 s rex\|Jao

tN0

Para cada € X sea
e, =inf{e>0;7€A ()} = inf B,
&onde
Be={e>0;2€A(t(E)}

Si definimos f, (#) = &y (. + 0) si BesZ ¢ y fo (#) = + 00 si Be = ¢,
resulta que las funciones f (#) y f, (#) son iguales salvo en un con-
junto de p-medida cero.

Estudiemos ahora el caso en que para algiin ¢, > 0 se verifique

p{reX;f#) =t1hH>0
Si ¢, es uno de esos puntos se tiene que

e = lim p (A, — 7)) <p (A
nyo
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¥, por otro lado,

lim y (A (¢, — ) < v (A ().
ny o

En el conjunto {# € X ; f () = t,} las medidas g y v son proporcio-
nales y, dado que p no posee atomos, en el intervalo [, u (A (4,))]
la funcién 8, es lineal y con pendiente ¢,. ‘

En cualquiera de los dos casos tratados anteriormente la funcién
8,y admite derivadas laterales en cada punto de ] 0, 1 [ y estas deri-
vadas constituyen funciones crecientes. Por consiguiente, la funcién
3uy €s convexa y su grafica limita inferiormente al rango de la medi-
da vectorial (g, v). Si denotamos por x (¢) la funcidén cuya grafica
limita superiormente al rango de (g, v), resulta que los puntos
(1, v) (X \ A (#)) describen la grafica de x. Es facil ahora completar
el teorema de Lyapunov, probando que el rango de (g, v) es un
conjunto convexo en R2

Sea P = (#, y) un punto que estd comprendido entre las graficas
de las funciones 3,, y x, es decir un punto tal que 3,, () < ¥y
< x (#). Consideremos la semirecta que pasa por (0, 0) y por P. Esta
semirecta corta a alguna de las graficas definidas por 3,, o por x.
Supongamos que, por ejemplo, esa semirecta corta a la grafica de
3.y en un punto Q. En la grifica de esta dltima funcién existen dos
puntos R y S de forma que el poligono definido por P, R, S, Q sea
un paralelogramo. Se tiene:

R=(w,v)(AE)), S=(u @A) Q= vACE)

para algunos nimeros reales ¢, t, y ¢, tales que ¢, < ¢, < £;. Se ve-
rifica ademas que

P=(n, v) (AGE)\TA )\ A (E)D)-

Con esto se prueba que el rango de (., v) es convexo (ya que el
razonamiento que se seguiria en caso de que la referida semirecta
corte a la grafica de x es totalmente anilogo al anterior). Hemos
probado, por consiguiente, que el teorema de Lyapunov para medi-
das vectoriales con valores en un espacio de Banach de dimensiéon 2
es una consecuencia directa del teorema de Radon-Nikodym.
Probaremos a continuacién un resultado reciproco: El teorema
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de Radon-Nikodym es consecuencia del teorema 3.1 (teorema de
Lyapunov).
4.1. TeorREMA (Teorema de Radon-Nikodym).

Sea (X, X) un espacio medible y sean . y v dos medidas positi-
vas, acotadas y no atdmicas tales que v <€ w. Existe una funcidw
f,u-integrable, definida en X, tal que v = f. p.

DemosTRACION.—Continuaremos con las notaciones del teore-—
ma 3.1 y supondremos que g y v son medidas de probabilidad. Para-
cada x € X, escribiremos

g, =inf{e €10,1[,x€A(e)}
y definamos f (#) = &y (e, + 0). Para cada ¢t > 0 sea
B ={+s€X;f)<t}
Para cada ¢ €[ 0,1 sea
t(e) = &yy (e +0) = &y, (n (A () + 0).
Es facil probar que para cada ¢'€]0,1[ se verifica la igualdad
A (e) = B (¢ (¢)), lo cual prueba que la funcién f, definida anterior-
mente, es p-medible.

Probemos ahora que para cada conjunto C'€ T contenido en al-
gun A (¢) se tiene v (C) = (f- 1) (C). En efecto: para cada 4 >0,
consideremos una particién {t,, ¢, ..., t,} del intervalo [0, £] com:
norma menor que w. Consideremos también los correspondientes:
conjuntos B (¢;), 0 <i'< n, y escribamos

g =W (B (ti)) =W’ (A (‘51))-
Para 1 < i < n, definamos

C,=CNIA()I\A(; )]

Vamos a probar que

tlei) i (CY<< v (C) < tley) 1 (C). ©))
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Si p (Cy) = 0 para algn i, se tiene que v (C;) =0 y, por tanto,
se sigue (3). Supongamos ahora que g (C,) 5% 0. Se verifica: '

VEC)=vAED—vAEI\C) =vALl)—v (Al —a)

para algin « > 0. Si « = 0, v (C,) = 0 y la segunda igualdad en (3}
es trivial. Supongamos pues que « > 0. La convexidad del rangos
de (@, v) permite probar que

pAEI\NC)<eg—a=pnA(— ).
Por consiguiente,

pC)>pAlk)—p Ak —a)

v(€) _ v@AEN—y Al—w)
<

<< < t(E;)‘
W ) “ (A (¢;) — ) (A (ey—a))

v

Esto prueba la segunda desigualdad en (3). Teniendo en cuenta que
Al DUC) =p A, +u(C)) =¢, +u(C),
se sigue, de forma aniloga a la anterior, que

v (€) v (Ao, + 1 €M —v (Al
B C) Z  pAl, o) —p A

> t (51_1)

lo cual prueba la primera desigualdad en (8).
Por otro lado es inmediato comprobar que

tley) 0 (C) S () (C)< E(e)  (C). @
De (3) y (4) se sigue:
Iv (C)—(F - w) (€Y <qu(C),

para 1 < ¢ < n. Por tanto,
[vO = )OO | <np(O),



1266 JUAN LUIS ROMERO ROMERO

para cada n > 0. Esto prueba que v (C) = (f- ¢) (C), si C€ X esta
~contenido en algin A (¢), con ¢ > 0.

Si ahora C € X es un conjunto arbitrario, sea {t,} una sucesién
arbitraria de niimeros reales que diverge a + 0o. Se tiene:

v(C) = Im y(CAB(,)) = lim (f- ) (CAB () = (f ) (O),

”n-> 0 ”n—> ®©

«con lo cual el teorema queda demostrado.

La demostracién del teorema de Radon-Nikodym que hemos dado
utiliza fundamentalmente técnicas de convexidad. Usando este tipo
-de técnicas, vamos a probar, constructivamente, que todo conjunto
«compacto, convexo, centralmente simétrico y que contenga al origen
«de coordenadas en R2? es un zonoide, es decir es el rango de una
medida vectorial no atémica. Este resultado ha sido probado por
«diversos autores utilizando otro tipo de técnicas.

-4.2. PRrROPOSICION

Todo subconjunto K, de R® que contenga al origen de coorde-
wmadas y Sea compacto, convexo Yy centralmente simétrico ec un
zonoide.

DEMOSTRACION.—Sea #, = inf {#; (#, ¥) € K, para algin y}. Sea

y, = inf{y; (#,,9) €K, ]

‘Sea § = (#,, ¥,) € K;. El conjunto K, es un zonoide si y sélo si el
<conjunto K = K, — ¢ es un zonoide. Probaremos que K es un zo-
noide. Sea a = sup {#; (#, y) € K para algtn y}. Para x € [0, a],
sea 3 (#) = inf {y; (#, y) € K}. La funcién 3 asi definida es conve-
xa. Esta funcién junto con el centro de simetria de K determinan
completamente a K. Sea p la medida de Lebesgue en el intervalo
{0,a[. Sea vy = f-p donde f es la funcién definida en [0, a [
por f (#) =¥ (# + 0). Dado que 3 es una funcién convexa, f es una
funcién creciente y por tanto, es de variaciéon acotada. Para cada
2#€[0,a[, se tiene que p ([0, #]) =% y v, ([0, #]) = 3 (#).

Sea ahora b = sup {y; (0, y) € K} y sea v, la medida de Le-
besgue restringida al intervalo [@, @ + b]. Si definimos v = v,i+ vy,
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se tiene que la medida vectorial (., v) definida (por extensién tri-
wial) en todos los conjuntos de Borel de R tiene un rango que es
Pprecisamente K.
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