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In this paper a generalization of the Wold-Debreu's theorem on a vectorial 
fashion is given, obtaining a vector-valued fmiction. This new function is ri 
generalization of the Debreu's scalar-valued function, and represents a partial 
ordering in ^ ^ , or more general in a topological space. Such a vector-valued 
function is used in the construction of a sequential optimization process. 

Finally, the optimization problem of the process is considered, obtaining a 
•convergent process for the sets of efficient points. 

0. Introducción 

El método de optimación que consideramos se puede suponer 
'encuadrado dentro de la teoría de la decisión con multiatributos, y 
para su construcción y desarrollo han sido dos las motivaciones prin­
cipales. 

La primera, simplificar la construcción efectiva de la función de 
utilidad (contexto aleatorio) mediante la simplificación de la cons­
trucción previa de la función de valor (contexto determinista), y la 
segunda resolver un problema propuesto por Aumann (1964), en 
relación con la existencia de puntos maximales en un recinto que 
pueden no corresponder a máximos de una función de utilidad defi­
nida en él. La idea directriz de esta metodología parte de una gene­
ralización de la función de valor escalar de Debreu, sustituyéndola 
por una función de valor vectorial que corresponde a un orden par­
cial en ffi^ o más general en un espacio topológico. 
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1. Notación 

Hay una cierta pluralidad de notación o nomenclatura utilizada-
en los libros o memorias dedicados a la teoría de la decisión cort̂  
multiatributos, y nosotros hemos fijado para el presente trabajo la 
siguiente : 

Tenemos un conjunto Sí de alternativas, o decisiones, a € Sly. 
como consecuencia de una de las cuales se obtiene un resultado. Un. 
resultado es, pues, un ente u objeto seguro que se recibe como con­
secuencia de una decisión y que es susceptible de identificación me­
diante N atributos o cualidades características, que suponemos sus­
ceptibles de medidas o evaluadores : 

(5, (a), z^ia), Zí4 (a]) = z (a) 

Consideramos objetivos o criterios como ciertas características^ 
(algunas coincidirán con los atributos, otras dependerán de todos ô  
algunos de ellos) que el decisor está interesado en optimizar. 

Supondremos que estos criterios son n y que se designan po r 

(̂ 1 (z (a)), x^ (z {a)\ ...,xn{z (a))) = ^(z (a)) 

Así X (z) es una aplicación ,9^ —> ¿R"^, mientras z (a) es una-
aplicación SZ '—> SB 'C: ff(^. Es frecuente que haya una jerarquía de­
atributos en dependencia unos de otros. 

En esta nomenclatura los atributos son características, cuyas me­
didas se pueden obtener directamente, mientras los criterios son in­
troducidos a partir de aquéllos como escalas que representan unas 
ciertas preferencias fijadas por el decisor, y se adaptan a las opera­
ciones que se definen de modo natural en el espacio de atributos. 
Se consideran de un modo especial en este trabajo objetivos de 1.^ 
etapa, de 2.*̂  etapa, etc. 

2. Formalización del método 

Para formalizar el método de optimación se da un teorema, que 
introduce una función de valor vectorial que viene a representar una 
generalización de la función de valor escalar de Wold-Debreu (Koop-
mans, 1972; Ríos, 1976), y cuyas componentes serán los objetivos^ 
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•'de primera etapa, y estará definida sobre el espacio de atributos. Tal 
función de valor vectorial, nos hace pasar del espacio N-dimensional 

nde los atributos al ^-dimensional de los objetivos de primera etapa (1). 
Se tiene así el siguiente : 

TEOREMA 2.1.—Sea ¿B >= ^¡J un conjunto de elementos z = 
= (^1, ..., ^̂ N) (que corresponden a los N atributos), y supongamos 
«que el individuo tiene un comportamiento preferencial regulado por 
^1 conjunto de axiomas siguientes : 

1. Las preferencias están reguladas por n preórdenes comple-
'tos >i 

t;(cada uno de ellos asociado a un objetivo). 
2. El orden parcial natural definido por 

(z^, . . . , SN) > • {z\, . . . , 2'N) cuando Zj > z'j, y^j 

(á?i, . . . , % ) > • (2',, . . . , z's) cuando zj > z'j, yj 

y St > ^'t para algún t, es compatible con los preórdenes >i (i = 1, 
...., 7z,), es decir 

z > z =C> z <:, z' ) 
__̂  / = ! , . . , « * 

z:>' z = > z ^íz' \ 

3. Si z^i z '^ü x'' (i = 1, ..., n), existe Xi € [O, 1] tal que 

z' ^iXiZ + {l~Xi)z" 

En estas condiciones existe una función de valor vectorial, con­
tinua, isótoría y fiel 

•donde 

x(z) = rr, (z), .,,x„(z)) 

(1) Respecto a la relación entre N y w, consideramos natural, el que sea n 
más pequeño que N, puesto que los criterios tratan de resumir los atributos y lo­
grar una reducción de dimensión, para hacer más sencilla la resolución del proble­
ma en cuestión. 



1238 MÉTODO SECUENCIAL DE OPTIMACIÓN DE DECISIONES 

es decir, tal que 

Z > / Z' < = > Xi (Z) > Xi {%') ) 
} í = - l , 2 , . . . , w 

Z ~ , - Z < = í > X^- (Z) = ;r,- (Z') ) 

Además, tal función es única salvo una transformación monóto­
na. Es decir, si existe otra función vectorial y (z) que tiene las mis­
mas propiedades citadas que x (z), se verifica que 

siendo g i (i = 1, ..., ^) funciones estrictamente monótonas, y con-̂  
tinuas. 

DEMOSTRACIÓN.—Se tiene en ^¡J definidos n preórdenes comple­
tos > ! , cada uno de ellos respecto de uno de los n objetivos de pri­
mera etapa. 

Vamos a probar que para cada i = 1, ...jfi existe una función 

xiiz): ^^ -> ^ + 

continua, isótona y fiel, siendo además única salvo una transforma­
ción estrictamente monótona, y continua. Una vez demostrado esto, 
tedremos probada la existencia de la función vectorial x (z) con las 
propiedades indicadas. 

En efecto, sea un elemento z° >* O, y sea el subconjunto 

Z = jz€ ^ N / 3 ^ ^ 0 , z ^ X z o j c ^ J ; 

Este subconjunto Z, está completamente ordenado como conse­
cuencia del axioma 2, pues dados z^, z^'€ Z, existen Â , X^ > O ta­
les que 

Z» =;= X, ZO 

o bien Xj > Xg luego X, zO>-Xj zO£=í>zi ^/Z^, 
o bien Xi<X2 luego Xj z^ • < X2Z<'=Í> z*-<,-z«, y 
o bien X, =X2 luego X, zO = X2Z<^=í>zi'^/z». 
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Definamos ahora la función 

en la forma siguiente : 

V,- (z) = X, si es z = X Ẑ  

Esta función v̂  (z), así definida, es isótona y fiel, siendo además^ 
V, (0) = O y V, (zO '= 1. 

Veamos que es isótona. Para ello, sean z \ z^'€ Z, tales que 
z^ ^i z^, será entonces 

z* = X,z9>,X8zo = z2 

luego Al > X3 y puesto que v¿ (z^) = \ y v̂  (z^) = X,2, será v̂  (z^) > 
> V. (z^). 

Supongamos ahora z^ ~ Í Z^, tendremos que 

Z»=XjZ0'- , .X2Z0 = Z« 

luego Xj = X2, que implica que v̂  (z^) = Vi (z^). 
Por tanto, Vj (z) es isótona y además fiel por ser el preorden >p 

completo. 

Vamos a extender ahora la función v¿ (z) a todo ^ ^ , 

Dado z Ç ^N> se pueden encontrar dos números Xi, l^ tales que 

XjZO>- z > X , z O > - 0 . 

Por el axioma 2, será 

X2zo^/z>,-X, zo, 

y en virtud del axioma 3, existirá un ¡i '€ [O, 1] tal que 

z-/}iiXaZO + (l--jjL)X,zO = (|xX2 + (l-|i.)Xi)zo = íz' € Z ' 

ya que 

l>lJiX2 + ( l - i i ) X i > 0 . 

Por tanto, dado z ' € ^ j ^ , existe un z''€ Z tal que z-^ z'.-
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Definimos entonces la función 

-por el convenio 

Xi{z)=z'k si z~,'Xzo 

Esta función x.i (z) así definida, es isótona por serlo la función 
Vi (z) y fiel ya que el preorden >i es completo. Además Xi (z) es 
«continua en cada punto z'€ «̂ jj*, es decir, dado un s >> O se puede 
^determinar un S > O tal que si d (z, z') < S, entonces 

I Xi{z) — Xi{z') I < e . 

^En efecto, sea Xi (z') = X, es decir z ' '^i X z^ y sean 

itales que 

Como consecuencia del axioma 3, resulta fácilmente que los con­
juntos 

Ci = Jz:Xizo>/z| 
C 2 = ¡ z : z > , - X 2 z O Í 

:son abiertos. 
En efecto, sea C '€ Q , luego Ç /•< Xj z^ Sea C > ' X̂  z^ C > ' s 

Fig. 1. 



MÉTODO SECUENCIAL DE OPTIMACIÓN DE DECISIONES 1 2 4 1 

y ^' ̂ i Xi z°, luego por el axioma 3, existe § tal que 

Si tomamos 
1 

se verifica que el entorno Ee (S) está contenido en Cj, luego C^ es 
abierto. También es abierto I = Ci fl C2. Como x € I, existirá un 
•entorno E5 (z') contenido en I, y para todo z ̂  E5 (z') será 

Xa z^ = {X- B) ZO ,•-< Z X (̂  4- e) ^^ = 1̂ Z^ 

j como Xi (z) es isótona 

l-B<X¿{Z)<l-j-B 

O bien 

Como 

I ;xr,-(z)-5^,-(z') I < £ . 

Probemos ahora que la función de valor Xi (z), es única salvo 
ima transformación estrictamente monótona, y continua, es decir, 
•que para toda otra yt (z) continua y monótona de z, es yt (Xi) con­
tinua y monótona de Xi. 

En efecto, supongamos que existe otra función vectorial y (z) 
con las mismas propiedades que x (z), y vamos a ver la relación 
entre yt (z) y x.^ (z). Si llamamos [z'] a la clase de todos los ele­
mentos equivalentes a z, tenemos que a cada [z] corresponden dos 
números Xt (z), yi (z). Podemos establecer una correspondencia 1-1 
entre Xt e yi, y vamos a ver que es estrictamente monótona en am­
bos sentidos. En efecto, 

x^ (z«) > X,- (z«) < = > z» > i z* < = > y i {%') > y i (z«), 

Al ser y i {xi) función estrictamente monótona y análogamente 
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Xi (yi), resulta que al intervalo comprendido entre dos valores fija­
dos de una de las variables corresponde el intervalo entre los valo­
res homólogos de la otra ; luego los valores de yt quedan dentro 
del entorno (yi (^¿°) — e, y^ (Xi^) + e) sin más que tomar Xi en el. 
intervalo (xt^ — 8, Xi^ + 5), y recíprocamente, luego y¿ (xt) y Xi (y¿). 
son ambas continuas. 

Puesto que se ha probado que cada función Xi (z) (i = 1, ..., n)-
es isótona, fiel y continua, y única salvo una transformación estric­
tamente monótona y continua, se tendrá que la función vectorial 
X (z) cumplirá las propiedades exigidas y el teorema queda probado. 

El caso más sencillo, relativo a este teorema, es aquel en que 
^ = 1, es decir, el caso en que el espacio C de objetivos de primera, 
etapa está formado por un único objetivo. 

A este caso, se refiere el teorema de Wold-Debreu, sobre el mo­
delo de «utilidad para complejos de bienes en certidumbre», iniciado^ 
en los problemas clásicos de la economía del consumidor y del que-
el teorema dado es una generalización. 

Es importante indicar que el objetivo del método es facilitar al 
máximo la determinación de la decisión óptima. Entonces resulta in­
teresante la situación en que hay la posibilidad de establecer un sis­
tema de preferencias entre los n objetivos de primera etapa, lo que 
permite llegar mediante una nueva función de valor vectorial a un 
espacio de dimensión k de objetivos de segunda etapa, siendo este 
espacio de menor dimensión que el anterior. A continuación consi 
derar sobre el espacio de k objetivos de segunda etapa, una nueva 
función de valor vectorial para pasar a otro espacio de dimensión /, 
menor que k, a continuación hacer una nueva reducción, etc. Intui­
tivamente la idea desarrollada, es ir haciendo una reducción de los 
distintos espacios de objetivos en consideración, usando como puen­
te entre ellos una función de valor vectorial, para pasar después al 
problema de optimación, teniendo en cuenta, sin embargo, que el 
problema de óptimo que permite resolver este método, estará mejor 
definido cuanto más próximo esté a la unidad la dimensión del último 
espacio de objetivos considerado. En cada una de las etapas de este 
proceso, el conjunto de puntos que son maximales se va reduciendo 
y el proceso es convergente. En la práctica esta reducción sucesiva 
se hará de acuerdo con el decisor de modo que éste pida la continua­
ción del proceso, si no está satisfecho con la reducción del conjunto 
maximal a que se ha llegado. Esta es la idea directriz del método 
que hemos llamado «Método secuencial de optimación de decisiones». 
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3. El problema de optixnación 

En este apartado vamos a centrarnos sobre el problema de cons­
trucción de la función de valor, cuya evaluación correcta es requi­
sito previo en cualquier metodología más o menos sofisticada. 

Dentro del aspecto del problema de optimación, a saber la cons­
trucción de la función de valor, vamos a desarrollar primero un mé­
todo y a continuación, indicar dos generalizaciones de éste. 

Veamos los aspectos teóricos de este primer método para una 
etapa, para después hacer la extensión a un número finito de ellas,, 
con el correspondiente proceso secuencial de optimación. 

Consideremos la función de valor vectorial 

X (z) : <^^ -> ík'l 

donde 
X (Z) = (ATJ ( Z ) , . . . . X „ (Z)) 

siendo Xi (z) el valor del i-ésimo objetivo en el punto z'€ Z. 

Sea X = {x'€ ffl^ / s, = x (z) para algún z'€ Z}, es decir,. 
X = X (Z). 

Supondremos en lo que sigue, que para todos los atributos y ob­
jetivos el decisor prefiere valores mayores de Xi y ^i a menores. 

DEFINICIÓN 3.1.—Se dice que x* '€ X, es un punto maximal err 
X para el orden parcial > en <^", si no existe un x •€ X tal que 
X > x^ y X ^ X*. 

Si el orden parcial > en 0^^ es el orden parcial natural, la defi­
nición anterior se ve inmediatamente que es equivalente a que 

xnx(x* ) = jx*¡ 

donde X (x" )̂ es el cono positivo de ¿R!^ trasladado al punto x'̂ '. AÎ 
conjunto de puntos maximales respecto del orden parcial natural 
> en 9i'\ lo indicaremos por M (X). 

Análogamente se definiría punto maximal en Z respecto de un 
orden parcial en «^^. Si tal orden parcial es el natural en ¿R^, que 
representaremos por > ' , el conjunto de puntos maximales en Z res-
oecto de éste lo indirj^remnq nnr M (7-\ pecto de éste lo indicaremos por M (Z). 
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Vamos a dar a continuación la definición de punto eficiente (2). 
Para ello supongamos la función vectorial 

x(z) : c'̂ N-> ^n 

donde x (z) = {x^ (z), ..., ^n (z)) y siendo Xi (z) para todo 
i = 1, ..., n, funciones unívocas, continuas y monótonas. Sea 
Z 'C ^N y X = X (Z) con X c ^ \ Las familias Xi = Xi (z) for­
man unas familias de superficies isoútiles x.t (z) = k, definiendo 
cada una de ellas un preorden completo en Z, y conjuntamente un 
preorden parcial > ^ en la forma siguiente : 

DEFINICIÓN 3.2.—Dados z, z ' '€ Z, diremos que z >^ z ' si y sólo 
si Xi (z) !> ^í (zO para todo i'= 1, ..., w. 

Entonces se tiene : 

DEFINICIÓN 3.3.—Se dice que z"̂  '€ Z .̂? í*n punto eficiente en Z 
o maximal en Z respecto del preorden parcial > ^ , si no existe un 
X '€ Z tal que z ^^ z, o de forma equivalente si no existe 
un z' '€ Z, tal que Xi (z') > ^i (z^) para todo i — 1, ..., n siendo 
Xj (zO > Xj (z*) para algún /. 

Tal conjunto de puntos eficientes, lo indicaremos por M^ (Z). 
Parece intuitivo que si es X = x (Z), interesará considerar en 

X c ^ ^ , el conjunto de puntos maximales M (X), y obtener los 
puntos de Z que se transforman en los de M (X). Vamos a ver que 
tales puntos forman un subconjunto de M (Z), y que éste es preci­
samente M^ (Z). 

Para ello, damos el siguiente teorema : 

TEOREMA 3.1.—Sea x (z) • ^ ^ —> ^ una transformación univo­
ca, continua y estrictamente monótona, es decir 

Xi (z -h A 5̂) ^ Xi (z), para todo / = ! , . . . , « y gy 

tal que 

siendo 

A 2A ^ O para todo A = 1, . . . , j ^ y 3/ 

tal que Zt > 0. 

(2) También llamado optimal de Pareto, no dominado, etc. 
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Sea z"̂  '€ Z c .^^ un punto tal que x (z^) = x* es maximal en 
X = X (Z) ^c: <^^ para el orden parcial natural > en ^'^. Entonces 
se verifica que z^ '€ Z es maximal en Z para el orden parcial natu­
ral > ' en <^^. 

DEMOSTRACIÓN.—Puesto que x^ = x (z^) es maximal en X para 
el orden parcial natural en ¿RP-, se verificará que 

X n x(x*} = íx*¡ 

Vamos a probar que también Z H Z (z"^) = {z'^}. Para ello su­
pongamos que 

z n z(z*)7^jz*i 

En consecuencia existe z^ ^ z^, tal que z^ *€ Z (1 Z (z*). Enton­
ces será z^ ^ ' z, y como x (z) es estrictamente monótona, 

X (zi) > X (z), y X íz^) T^x (z*). 

Por tanto x = x (z) no sería maximal, luego 

z n z (2̂ *) = í2^*i. 

Se tiene entonces por el teorema 3.1, que 

M (Z) 3 X-^ (M (X)) n Z 

de la definición 3.3 

M*(Z) = x-'(M(X)) n Z, 

De ambas relaciones se deduce que deberá ser 

M*(Z)C M(Z). 

Resulta así que, una vez determinado el conjunto M (X), que se 
determina por métodos conocidos (Kuhn y Tucker, 1951 ; Karlin, 
1959; Zeleny, 1974; Colion, 1978 y Ching-Lai Hwang, 1979), se pa­
saría al conjunto 

M*(Z) = j^-i(M(X)) n Z 
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de decisiones o alternativas eficientes y bastaría investigar M'̂  (Z) 
en lugar de M (Z), para llegar a una decisión óptima. 

Conviene resaltar, que en las situaciones de decisión real, la nece­
sidad de llegar a la elección de una alternativa final de decisión, 
llevaría a una reducción adicional del conjunto M^ (Z), de alterna­
tivas eficientes, que sean igualmente preferidas respecto a las acti­
tudes del decisor y más preferidas que el resto. Esto es precisamente 
lo que se consigue mediante el proceso polietápico que considera 
mos, es decir, ir reduciendo el conjunto M* (Z) mediante la consi­
deración de nuevas etapas. 

Vamos ahora a hacer la extensión del proceso de optimación 
para dos o más etapas. 

Para ello, sean ji> J2> ••• > jiZ> •-. > jn las dimensiones de 
los distintos espacios que se consideran en el proceso. 

Representemos por >j , la relación de preorden parcial en ¿Bt, 
donde á8¿ representa el espacio de objetivos que corresponde a la 
reducción a la dimensión / Í , para los objetivos de la etapa i — 1, 
siendo o8¿ = ¿R^: , para todo i = 1, ..., h. 

Esquemáticamente se tendría una serie de transformaciones en 
la forma 

, Xí , Xn X^_« . X^.f , 

J\ Jt Jh-\ Jh 

donde x/ (¿ = 1, ..., h — 1) son las funciones de valor vectoriales, 
dadas por los correspondientes teoremas, siendo áS^ el espacio de 
atributos, Sg espacio de objetivos de primera etapa, ¿B^ espacio de 
^objetivos de segunda etapa, etc. 

Es natural considerar que si el decisor ha llegado a la rela-
'ción >j , y tiene elementos de información suficientes para obtener 
la función de valor vectorial que da la etapa siguiente, deberá ser 

que se ha de entender en el sentido de que la primera relación está 
definida en el espacio áS/, y la segunda en el ^i+i, y será posible 
comparar nuevos vectores mediante la relación >j. , aunque para 
todo par comparable por >j., debe verificarse que sus transforma­
dos mediante Xi deben ser comparables por >j. . 
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Veamos ahora la definición de punto eficiente de o8¿. 

DEFINICIÓN 3.4.—Se dice que el punto z"̂  '€ ¿Bi es eficiente en 
áS/, o bien maximal en ¿Bt respecto de la relación de preorden par-
•cial >j , si no existe otro x ^ S8i, tal que z'>-/.z^. 

Tal conjunto de puntos eficientes lo designaremos por M*. . 

En el caso particular en que >y . fuera el orden parcial natural 
-en ^^if el conjunto de puntos maximales respecto de éste, lo indi­
caremos Mj., y se verificará que 

My.3MX 

:sin más que tener en cuenta el teorema 3.1 y la definición 3.3. 

La extensión del proceso de optimación es sencilla. En efecto, 
.aplicando en forma reiterada los resultados anteriores, se tendrá que 
«en la etapa h — 1, 

M%_^ = X¡1, (My,) n S3,^, C My,_̂  

Análogamente en la etapa h — 2, el conjunto My de puntos 

eficientes de á8;i_2, es tal que 

Sin embargo este conjunto podría ser reducido, mediante la con­
sideración natural de tomar, no la transformación inversa median­
te x¿Í2 de My^ , sino la de My,_ , habiendo obtenido este último 
conjunto en la anterior etapa. Esto nos llevaría a considerar un 

icido aún más del M nuevo conjunto reducido aún más del M,- , que sería 

verificándose que 

M4_,C:My,_^CMy,^ 
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y teniendo en cuenta que mediante la consideración de esta segunda 
etapa, ha obtenido el decisor una nueva reducción del conjunto de 
puntos maximales de su interés. 

Reiterando el proceso, se llegaría al subconjunto de puntos de ¿B^ 

u'j, = x~i (M;,) n ^1 = x - i (x¡-i (M;3) n ^ Í ) n « î = •. . = 

= x - i (x-i (... (x-^2 (M%_^) n ás^.^)...) n ^2) n ^1 = 

= x - i {x¡-i (... {x~i^ (x-^j (Mŷ ) <©A,i) n ^^ -2 ) . . • ) n ^2) n <Si 

Se observa que en este proceso polietápico, se parte del con­
junto My de puntos maximales de ^n, respecto del orden parcial-
natural en ffih, y se va produciendo una reducción, llegando final­
mente al conjunto M'^^, donde 

M}, <= . . . c= x7^ {Uj,) n áSi c= MJ^ c Mj, 

y este conjunto M'y , sensiblemente reducido del My, es en el que 
el decisor debería investigar para determinar su curso de acción, 
óptimo. 

Una generalización de este método (3) consiste, en considerar 
órdenes parciales más fuertes en el espacio X, y sus correspondien­
tes órdenes parciales en Z, y como situación extrema el paso al lími­
te del anterior. 
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