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Given a sequence space A the c-dual A¢ = {u = (u,) : S u, », is convergent
‘in the sense of Cesaro for every x = (#,) of A} is introduced. The convergence
.of the n-sections of a vector of A is studied for the weak [o (A, A°)] topology
.and the c-topology, which is an analogous of the normal topology of Kothe.
A necesary and sufficient condition for a sequence space to be c-perfect is given.

1. Introduccién

Si p es alguna medida de convergencia de series, podemos defi-
mir el p-dual de cualquier espacio de sucesiones A mediante:

A= ;:;:(::,,):Zu,. %n es p — convergente, Yx = (xn) € N |
n

En este sentido, han sido estudiados el a-dual (cuando p es la
<convergencia absoluta), el §-dual (cuando p es la convergencia or-
dinaria) o el g-dual (cuando p es la convergencia en el sentido de
Abel).

El objeto de este trabajo es estudiar el caso en que p es la con-
vergencia en el sentido de Cesiro, con lo que obtenemos el c¢-dual
de un espacio de sucesiones:

A=

u=(u.):2 #n xn es Cesiro-convergente, Y x = (x.) € A } -
”

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Mateméaticas de la
E. S. I. 1. de Sevilla que dirige el Prof. Dr. P. Pérez Carreras.
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De las implicaciones: convergencia absoluta =—> convergencia
ordinaria ==> convergencia Cesdro =—> convergencia Abel; se sigue
que 2* € AP © ¢ C x°. También es conocido (ver [1]) que si A es
normal entonces A*™ = X° y por tanto A* = A = A° = AP,

2. Propiedades elementales

En este apartado estudiaremos algunas propiedades de la c¢-dua-
lidad cuyas demostraciones omitimos por poderse realizar de forma
analoga a las realizadas en [6] respecto a la a-dualidad.

Prorosicidén 1.—Sean X y p dos espacios de sucesiones, entonces
se verifican: (a) Si A Cy, se tiene que p® ©A° y que (b) 1°° =
= (A°)° DA,

DerFiniciON 1.—Se dice que un espacio de sucesiones X es c-per-
fecto si verifica que A¢° = 1,

Prorosicién 2.—(a) El c-dual de cualquier espacio de sucesiones
es c-perfecto. (b) 1°° es el menor espacio c-perfecto que contiene a
X. (c) Si X es c-perfecto, entonces X contiene al espacio ¢ de las suce-
siones con solo un nidmero finito de coordenadas no nulas.

En [6] se demuestra que todo espacio wa-perfecto es necesaria-
mente normal ; el siguiente ejemplo muestra que existen espacios c-
perfectos que no son normales, separando de esta forma el concep-
to de w-dualidad y el de c-dualidad.

EjempLo 1.—Sea el vector ¢ = (1, 1, ..., 1, ...) y consideremos el
espacio unidimensional engendrado por e; es facil comprobar que
el ¢-dual de dicho espacio es el espacio CS de todas las sucesiones
sumables en el sentido de Cesaro. En consecuencia, CS es un espacio
c-perfecto (pues se trata de un c-dual) que no es normal, pues la su-
cesién (1, — 1,1, —1, ..., 1, — 1, ...) pertenece a CS y sin embargo
la sucesién (1, 0,1, 0, ..., 1,0, ...) no pertenece a CS.

En [3] se prueba que el dual de CS es el espacio L de las suce-
siones (u,) que son convergentes y tales que la serie £ n - A% u, es
absolutamente convergente (donde A? %, indican las diferencias de
segundo orden de u,) y que si a L se le dota de la norma

I G Il = | tim zen | - >, 7+ | A2z

n=1

obtenemos el dual fuerte de CS.
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Diremos que un espacio de sucesiones A es L-invariante si para
cada (#,) en A y cada (s,) en L se tiene que (e, - #,) pertenece a A.

Prorosicion 3.—(a) El c¢-dual de cualquier espacio de sucesiones
es L-invariante. (b) Todo espacio c-perfecto es L-invariante.

3. Convergencia seccional en la topologia débil

Recordemos que una sucesién (x,) se dice sumable en el sentido
de Cesaro si la sucesién

S; (x)+Ss (x)+ ... +Su(x)
on(x)= " con Sp (x)=ux;4x+ ...+ xi

es convergente ; en tal caso al limite de dicha sucesién se denotaréd

L
mediante E &y (¢) y se dird que es la ¢-suma de (#,).
n=1
Para cada espacio de sucesiones, debido a la definicion de su c¢-
dual, tiene sentido considerar la forma bilineal :

L
(2, 2) EXNX N I—> (u,x) = Z un x5 (¢) € K.
n=1
es facil probar que si A contiene a ¢ entonces dicha forma bilineal es
separada, por lo que determina al par dual (3, X°).

Dado un espacio de sucesiones X D ¢, para cada vector x =
= (#.) € A, consideremos los vectores X, €9 &k, n-=1,2,3, ... de—
finidos mediante X, = (#,, #5, -.., ¥, 0, 0, ...) v a los que denomina-
remos secciones de x.

Tomando el caso particular en que X\ es el espacio CS podemos:
comprobar que las secciones de un vector no son necesariamente con-
vergente hacia él en la topologia débil s (%, 1), pues tomando » =
= (#,)€CS con #x, = (—1)"** y u = (u,) €L con u, =1 para
cada #, tenemos que:

(=]

omxas =] Do 0| =] 3 snier= 3 | =
1 1

n-41
1 .
—-2—— -0 l , si n espar .
1 =
? -1 | , si’' » esimpar
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luego (X,) no converge hacia x en la topologia ¢ (CS, L). No obstan-
te, se cumple el siguiente resultado:

Proposicién 4.—Sea A un espacio de sucesiones que contenga
a ¢. Entonces, para cada x € ) se tiene que (X,) c-converge hacia x
«en la topologia & (X, 2°). Es decir, en la topologia débil, se verifi-
«€a que:

X+ Xy ..+ Xa

lim =x.
” n

DeMosTRACION.—Para cada # € N, consideremos

X 4+ X+ ooo + X
B, (x)= - =

n—1 n—2 1
= *1, ” Xy o xs,....—;—xn.o,o....)-

n

Dados #'€ A y ¢ > 0, encontraremos 7, € N, tal que si n > #n,
-entonces | <x — B, (#), » > | <<e. Ahora bien, como ¥€ i y
«u € 1% la serie T x4 u, es c-convergente y escribiremos st ¢-suma como
< u, x> =3 x4 e ().

Sea

n—1

1
Zy = ty %, + “zx2+---+7 Un X,

~como I u; &, c-converge, se sigue que la sucesidon (Z,) converge a
[d
E e % (¢) en K. Por lo que existe n, € N tal que si #n > n,, en-
=1
-tonces:
@®

!Z,,—Zuk xk (¢) '<e.

k=1

-pero

1< 2 —Ba (), 2> |=| Cxu) = (Bulx), u) |=| D wnxn ()~ Za
k=1
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por tanto

| {x—Ba(x), u)|<<e, si n=ny;. C. Q.D.

4. La c-topologia de un espacio de sucesiones

Por la proposicion 3 (a) se tiene que A° es L-invariante, esto es,
para cada # = (u,) € A° y cada (e,) € L, se verifica que (e, - %) € A°.
Por tanto, para cada #'€ A° fijo, tiene sentido considerar la apli-
«acién :

Jui(en) EL 1——> (en - un) €N
que obviamente es lineal.

ProrosiciON 5.—Para cada u € A°, la aplicacién f, es débil-débil
<continua ; es decir, f, : L [¢ (L, CS)] +—— 1° [¢ (1%, 1)] es continua.

DEeMOSTRACION.—Sea V un ¢ (X%, X)-entorno del origen en 1°, por
Jo que V serd de la forma

k

V= 3x‘,x‘..... x/egO: n 33{"‘0,

i1

con #'€ X parai =1,2, ..., k. Al ser ' € X y u € )\°, se tiene que la

serie E &', - u, es c-convergente, esto es, el vector m! = (#', - u,)
”

pertenece a CS.

Consideremos el conjunto {m'}* © L, que se trata de un ¢ (L, CS)-
entorno del origen. Ahora bien:

Si

bEmd =>| (b, m)|=1 => | an-x",,-u,.(c) <1
n=1

a0

Z‘(bx'un)'xin (5)|S1:>I<(bﬂ'”“)l(xi")>151

n=1

=> fulb)=(be - un) € | &°{°

=>
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Por tanto, basta considerar el ¢ (L, CS)-entorno definido me-

.3
diante U = n {m'}°, para obtener que f, (U) SV ; es decir, la

2= 1
continuidad de f,. c. q. d.
Para cada %€ 1°, definimos su L-envoltura mediante :

Vuft=\{(en vua):(en) €EL ¥y (el <17},

Es claro que cada {u}* <1 (pues A° es L-invariante) y ademds
{#}* = f. (B), donde B es la bola unidad cerrada de L y por tanto
un ¢ (L, CS)-compacto. En consecuencia, de la proposicién anterior
se sigue que {#}" es ¢ (A°, \)-compacto.

Por otro lado, es obvio que ¢ {u}* = {¢ - u}", para cada ¢ € K.
Ademas, como #'€ {#}", se sigue que la unién de todos los conjun-
tos {u}* da lugar al espacio A°. En consecuencia, la familia

FQuir)?:u €

define una base de entornos del origen para una topologia localmente
convexa en A, y al ser los {#}* = ¢ (X°, X)-compactos, dicha topolo-
gia es compatible con el par dual (A, 1°). Llamaremos a esta topolo-
gia «c-topologiay del espacio de sucesiones A, y la designaremos:
por .

Estudiaremos a continuacién la convergencia seccional respecto a
la c-topologia. Para ello haremos uso del siguiente resultado probado
en [3]: «Los vectores coordenados (e,) de CS constituyen una c-base
del espacio CS», asimismo haremos uso del siguiente resultado que
puede encontrarse en [5]: «Si #€ CS y #'€ L entonces

o0

D wpan(c)=timun - D wp(e)4 D an(x)e me Mun”.

E=1 E=1 . oa=1

ProrosiciéN 6.—Sea ) un espacio de sucesiones que contenga
a 9. Entonces, para cada x € ), la sucesion (X,) de las secciones de #
es c-convergente hacia x en la c-topologia de A.

DemosTRACION.—Dado U t.-entorno del origen en X tenemos que
encontrar n,'€ N, tal que si #n > n,, entonces se verifique que:

X, X+ ..+ X,

2 — € U.

”n
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Ahora bien, si U es un rp-entorno ha de ser de la forma U =
= ({#}*)°, para algtin %€ A°. Por lo que habri que demostrar que
existe n,, tal que si # > n,, entonces:

X, 4+ Xy oo +Xn |
<x- , v>|$1, Vo €)ulL.

”

Por la proposicién 4 sabemos que (X,) es c-convergente hacia
en la topologia ¢ (X, A°), luego existe n, tal que si » > n, entonces:

X, 4 Xg 4 vun + Xau
<x— , > | <t ay

”

Por otro lado, como x € A y u € )°, se tiene que el vector (&% - Ue)
pertenece a CS. Sea Y” definido mediante:

X, 4+ Xg4 o 4 Xn n—1 n—2 1 \
Yn = =(x1y_—_x2’ )

X3,..0,——%4,0,0,...
n

” n

por lo que se tiene que:

(Y”-uk)=(xlul,:—l-x,u,, n—_-.—zx,u.s,..., L Xn tn,0,0,...] -
& ) ”n n

Es obvio que

S;+S;+ ... + Sa
(Yp-ur)= " ,

i
en donde denotamos S, := Z @p Uy + € ; ahora bien, por ser (e,)
k=1

una c-base de CS se sigue que la sucesidon (Y™ - #z), ¢ v CONVErge en
el espacio de Banach CS hacia el vector (#x ux). Por tanto, la suce-
sién ([#2 — Y™ #:)n e w converge a cero en CS; luego existe n,, tal
que si #'> n, entonces Z" = ([4r — Y] + #;) tiene norma menor o
igual a uno en CS. Es decir

!IZ"II=::gqlcm(Z")lSI, vn=mn,. 2y
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Consideremos %, = max (n,, #,) y veamos que si n es posterior
a n, se tiene la desigualdad:

i+ Xt oo+ Xa

. n

<x— yo> | <1, yoEejuL.
Siv€ {u}", serd v, = ¢ + Uy, con (e,) € L y || (en) | <1, y como
() € L, existe lim ¢, = :. -
Aplicando ahora la nota previa a la proposicidn, se obtiene que:
X+ Xt o+ Xn
< x - o> =(x—=Y" vy =

n

= 2 (xk —Y7) - wr - eh(c)=¢- Z (%2 —Y3) « uz(c)+
k=1

A=1

+ 2 om (Z) e Mem.

k=1

Por tanto, aplicando (1) y (2) y siempre que n > n, se tiene que:

‘ X, +Xg+ on. + Xn l .
<x— ” | |7J> S}E"
X, + X, Xa ud
N PP ’t Lu> +"‘Z=llUM(Z")|:’”‘|AzeM|—<—
SUS 4+ D m e [ eml = Il () | <1

m=1

luego (X,) c-converge hacia x en la c-topologia. c. q. d.

Estudiaremos ahora la c-topologia del espacio de sucesiones CS.

ProrosiciéNn 7.—En CS la c¢-topologia y la topologia normada
coinciden.

DEMOSTRACION.—Recuérdese que la topologia normada de CS (es
decir || # || = sup |, () |) es compatible con la ¢-dualidad, pues su
dual topoldgico y su c-dual coinciden con el espacio L (ver [3]). Por
tanto, como =, es una topologia compatible con el par dual (CS, L)
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y la topologia normada es la més fina de dicho par, se tiene que ry,
es menos fina que la topologia normada.

Probemos que r, es mas fina que la topologia normada de CS.
Para ello consideremos el elemento # = (%,) en L, con %, = 1 para
n=1,23,.. 7 sea el t.-entorno ({#}")’. Obsérvese que {u}" =
= {(en) € L : || (en) ||'< 1} es decir, {u}* es la bola unidad cerrada
de L.

Un elemento & pertenece a ({#}")° si y solo si, verifica que
| S0 () | <1, para cada () € L con | (o) | < 1.

Para cada » '€ N, consideremos el elemento:

n—1 n—2 1
(E;):(l, ) 1'--y_—»0,0,...)€L
”n n n
es facil comprobar que || (¢%) || =1, Vo € N; y por tanto que si &

pertenece a ({#}")° se verifica que:

| D ep (o))<t wouenm.
k=1

ahora bien,

S‘”, tn— k1
” —_ — — .
= Xrey (¢)= E n - Xk =0, (%);
E=1 F=1
Al
en consecuencia, la relacién anterior se traduce en que | s, (#) | <1,
para cada n € N. Esto es:

2] = sup lox(x)]| < 1.
ne€N

Luego ({#}")° estd contenido en la bola unidad de CS y por tan-
to . es més fina que la topologia normada de CS, c. q. d.

Dado un espacio de sucesiones A y dado un elemento fijo u € A°
tiene sentido considerar la aplicacién:

Fu.:x€N ——> (xx + uz) € CS

ProrosicioN 8.—La aplicaciéon F, : A [t] > CS [1.] es con-
tinua.
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DeMosTRACION.—Para v € L sea V = ({7}*)° que serd un t-en-
torno del origen en CS. Como u € X° y v € L, se sigue de ser A° L-in-
variante (proposicién 3) que a = (#: - ;) € A°; en consecuencia U =
= ({a}¥)° es un 7y -entorno del origen en A. Probaremos que el con-
junto F, (U) esta contenido en V.

Ahora bien, »€ U si y solo si, | Z W Wy (¢) | << 1, para cada

n =1

w € {a}’. Pero we€ {a}*, si y solo si, w, es de la forma w, =
= Uy Un €ny CON (e,) '€ L y || (en) || I< 1. Luego:

£€U <= | D wutmvnen(c) | SLy(s) €L con [[(en) [ <1 (D)

n=1

Como un elemento z€ {v}*, si y solo si, & = vr-¢&, con
() €L y || () || I<1; se sigue de (1) que para cada » en U y cada
2 en {v}" se verifica que:

| (Fu () 8) =1 ((xawa), (oewn)) | =] D wpunvaes ()| <1
k=1

luego, F, (#) € ({v}¥)°'= V. Esto es, F, (U) <V, c. q. d.

Daremos a continuacién una condicién necesaria y suficiente para
que un espacio de sucesiones sea c-perfecto; para lo cual necesitare-
mos la siguiente definicién.

DEFINICION 2.—Sea X un espacio de sucesiones y sea 4 una topo-
logia en A. Se dice que A es n-completo a coordenadas, si y solo si,
para cada sucesién 7-Cauchy en X, existe un elemento de X, tal que
es limite coordenada a coordenada de dicha sucesién.

TeorEMA 1.—Sea ) un espacio de sucesiones que contenga a .
Entonces, una condicién necesaria y suficiente para que A sea c-per-
fecto es que X sea t-completo a coordenadas.

DemosTrRACION.—(a) Suficiencia: Tendremos que probar que A <
< ). Sea € A°°, por la proposicién 6 sabemos que B, (#) = (X, +
+ X, + ... + X,)/n converge hacia x en la c-topologia del par dual
(A°°, 1¢) a la que denotaremos por ., (A°°) para distinguirla de la c-
topologia del par (%, A¢) que serd denotada por =, (A).
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Ahora bien, es ficil comprobar que 1, (A°°) induce sobre X la propia
topologia 7y, (). Por tanto, como (B, (#)) es una sucesion =, (A°°)-
‘Cauchy y B, (#) € ¢ < 1, se tiene que (B, (#)) es una sucesién r, (1)-
‘Cauchy en . Por lo que aplicando la hipétesis se sigue que existe
5 € X tal que (B, (#)) converge coordenada a coordenada hacia y.

Obviamente la sucesién (B, (#)) también converge coordenada a
coordenada hacia x, por lo que necesariamente & = y, de lo que se
sigue que & € A,

(b) Necesidad: Sea (#") una sucesion t,-Cauchy en A, tendremos
‘que probar que existe un elemento x € X tal que (4") converge hacia x
coordenada a coordenada.

Como ., es més fina que s (A, %), se sigue que (#") es s (&, 1°)
Cauchy ; en consecuencia, dado ex € 1°, con k fijo, tenemos que para
cada ¢ > 0, existe n, = 7, (¢, ) de manera que:

| — [ =1 (e —am, o) | e, wm, n=n

lo que indica que la sucesién (#™ ). ¢ n €s una sucesién de Cauchy en K
y por tanto convergente. Pongamos lim ™% = 4.

”

Consideremos el vector & = (#;); bastard demostrar que & perte-
nece a A, y como por hipétesis A = A°°, bastard demostrar que
2 € 2°°. Es decir, habrd que probar que para cada u'€ X°, la serie
X Ze 4 €s c-convergente.

Ahora bien, dado % € X°, si (2#™) es t,-Cauchy en 1, por la proposi-
<ién 8 se tiene que la sucesién imagen por F,, esto es, (4™ * %z))n e v
es 1 -Cauchy en CS, y por la proposicién 7, se sigue que dicha suce-
sién es || ||-Cauchy en CS.

Como (CS, || ||) es un espacio de Banach, se sigue que existe & =
= (2) € CS, tal que (4 - ) es || ||-convergente hacia »# en CS, y por
tanto, también es convergente coordenada a coordenada, es decir,-
para cada % fijo, la sucesidén 4™ - u, converge a 2 en K. Por otro lado,

como se verifica que lim #"% = 4%, se sigue que &" - u, converge a
”
Z ue, por lo que necesariamente 2, = a4y - #, de lo que se deduce que

€l vector (w4 - #;) coincide con £, por lo que también pertenece a CS.
De esta forma queda probado que la serie T &, - u, es c-convergen-
te para cada % '€ A, es decir, que & € 1°¢, c. q. d.
Siguiendo técnicas similares a [6] en relaciéon a la «-dualidad se
puede demostrar el siguiente resultado.
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ProposICION 9.—Sea A un espacio de sucesiones que contiene a g-
Entonces, X es 1 -sucesionalmente-separable.

5. La c-dualidad y los conjuntos compactos

Con objeto de obtener una caracterizacién de los conjuntos com-.
pactos para topologias compatibles con el par dual (3, °) daremos
unos resultados que estan en la linea de (6) y (7).

Utilizando resultados de compacidad contenidos en (8) y (2) v
teniendo en cuenta la proposicién 9 no resulta dificil dar los siguien-
tes teoremas:

TEOREMA 2.—Sea X un espacio de sucesiones tal que (X, X°) es um
par dual y sea A un subconjunto de X. Entonces, las siguientes afir-
maciones son equivalentes: :

(a) A es ¢ (), X%)-compacto
(b) A es s (%, A°)-numerablemente compacto

(¢) A es s (X, A%)-sucesionalmente compacto.

TeOREMA 3.—Sea ) un espacio de sucesiones tal que (X, 1°) es um
par dual y sea A un subconjunto de X. Si v es una topologia local-
mente convexa y compatible con el par dual (&, 1°) las siguientes:
afirmaciones son equivalentes:

(a) A es t-compacto

(b) A es t-numerablemente compacto

(¢) A es t-sucesionalmente compacto.

Los detalles de estas pruebas pueden ser encontrados en (9).

El siguiente teorema, que completa el teorema 3, es de gran inte-
rés practico para caracterizar a los conjuntos compactos.

TeoOREMA 4.—Sea A un espacio de sucesiones y sea t una topologia
localmente convexa compatible con el par dual (%, A°). Si A es um
subconjunto de A, son equivalentes:

(1) A es t-compacto.

(2) A es acotado y para cada sucesiéon #™ en A que sea conver-
gente coordenada a coordenada hacia un elemento 4°€ o, se veri-
fica que #°'€ A y que #" c-converge hacia #°.
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DEMOSTRACION.—(1) => (2): Si A es t-compacto, la acotacion
de A es obvia. Sea 4" una sucesiéon en A que converge coordenada
a coordenada hacia un elemento #°€ o. Como A es t-sucesionalmente-
compacto (teorema 3) existe una subsucesién x™) que t-converge-
hacia un punto y,'€ A.

Como © es més fina que ¢ (), 1°), se tiene que x#™ converge coor-
denada a coordenada hacia y,. Luego necesariamente x° = y,, lo que-
prueba que %€ A.

Demostraremos ahora que 4™ r-converge a x°. Como 4" converge
coordenada a coordenada hacia #°, se tiene que x° es el finico punto-
al que #™ puede t-converger. Asi pues, decir que 4" no t-converge es
equivalente a afirmar que #® no t-converge hacia 4°. Luego, si #* no
fuese t-convergente, existiria un w-entorno U de #°, tal que, para
infinitos indices (pongamos para # '€ I) se tiene que 4" & U,V n € 1.

Ahora bien, como (4"),.; es una sucesiéon en el conjunto t-suce-
sionalmente compacto A, se puede extraer una subsucesién que sea
c-convergente hacia un punto y, en A, punto que no puede ser otro
que #° esto es y, = #°.

Pero al ser 4™ ¢ U, V n € I, se tiene que y, € U y en consecuen-
cia y, 7 #° con lo que llegamos a una contradiccién.

(2) => (1): Teniendo en cuenta el teorema 3, bastari probar
que A es w-sucesionalmente compacto.

Sea 4™ una sucesién en A, habrd que demostrar que 2™ posee una
subsucesion que t-converge hacia un elemento de A.

Como A es acotado, se sigue que A, = ( A, ¢;) es acotado en K,
para cada 7 fijo; luego la sucesién (#/7),wn estd contenida en el
acotado A, de K, por lo que es posible extraer de ella una subsucesion
convergente. Y como esto es factible para cada coordenada, podemos
usar el procedimiento diagonal para obtener una subsucesién de 4"
que sea convergente coordenada a coordenada hacia un cierto ele-
mento 4° € w. Basta ahora usar la hipétesis, para poder afirmar que
dicha subsucesiéon t-converge hacia 4° y que 2#°€ A, c. q. d.
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