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En este articulo estudiamos el espacio de las funciones holomorfas con desarro-
o asintdtico en el origen 0, a través de una clase especial de compactos, y el
dual de dicho espacio.

In this paper, we studie the space of holomorphic functions with asymptotic
-expansions in the origin, 0, throughout a special kind of compacts and the dual
-of this space.

1. EI espacio E {T]

Sea D un abierto simplemente conexo del plano complejo C, que
admite el origen O como punto frontera, y que sea localmente con-
vexo en O, es decir, que exista una bola B (O, r), tal que la inter-
seccién B (O, r) 01 D es un conjunto convexo.

DeriniciON 1.—Diremos que K @ DU {O} es un «compacto an-
gulary, cuando K es un compacto de D U {O} tal que K — {O}
-estd contenido en D, y cuya frontera estd formada por un angulo
-de vértice O y una curva regular a trozos.

DEeriNictON 2.—Si f es una funcién holomorfa en D, diremos que

(1) Este trabajo forma parte de la memoria Espacios de funciones holomorfas
con desarrollo asintdtico, presentada en la Universidad de Valencia, para optar
al Grado de Doctor en Ciencias, Seccién de Matematicas, dirigida por D. Manuel
Valdivia Urefia.
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f tiene desarrollo asintético en O, desde los compactos angulares,
si para todo compacto angular K, existen los siguientes limites:

n-1
f(z)— Eapzp
lim f(z):ao, lim =0 =a, n=12..
Z2—0 Z 0 pad
ZeK

ZekK

Entonces, escribiremos

f(z)&i‘a,zp,
P=90

y designaremos por E al conjunto de tales funciones.

Llamaremos transformada de orden # en D de f € E, a la funcién

n-—1
f(z)—Zapz”
f(-n)(z)': ’=0

Escribiremos también

f(o) @ =f@E vy f(p) 0) = lim f(p) (2).
fex’

Con estas notaciones, f, € E, para todo n€N, y

o

"
Feny (8) =~ E Gy 27

r=0

Con las definiciones habituales, E es un espacio vectorial sobre C.
El lema siguiente se demuestra facilmente:

LeMa 1.—Dada wune sucesidn fundamental de compactos de
D, A,C A, C A, ..., es posible encontrar una sucesién K, = K, <
c K,c ..., de compactos angulares de modo que para todo A,

eviste un K, tal que A, < K., v ademds esta sucesion es tal que
cualquier compacto angular K estd contenido en un K.

DEeFiniciON 3.—Llamaremos T a la topologia de la convergencia
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uniforme de las funciones de E y sus transformadas, sobre la fami-
lia {K} de todos los compactos angulares.

T queda definida por las seminormas g¢x, » (f) = sup | fw (2) |,
ZeK

p=0,1,2 ..; K compacto angular; y también, en virtud del
lema, por la sucesiéon de seminormas

9m,m (f) = sup [ f(p) (2) |7 m, n€ N.

Z €K
m

pLmn

Por tanto, E [T] es un espacio vectorial topoldgico localmente
convexo y metrizable.

Como la sucesién de compactos angulares {K,}._,que define T,
cumple las condiciones dadas en (Mira, def. 2), se verifica el siguien-
te teorema:

TrorEMA 1.—F [T] es un espacio Fréchet-Montel.
Aunque la separabilidad de E [T] es consecuencia del teorema 1,

puede deducirse también del siguiente:

TeOREMA 2.—Los polinomios forman un subconjunto densc
de E [T].

DEeMOsTRACION.—Analoga a la dada en (Mira, teorema 4).

2. El espacio dual de E [T]
En este parrafo, para fijar ideas, consideramos que D es un circu-
lo tangente al eje imaginario en el origen, y situado en Re (2) > 0.

Sea u € (1:3 [T]) una funcional lineal continua sobre E [T]. En-
tonces existe un compacto angular K, un € 0,1, 2, ... yun M > 0,

tales que para toda f€ E es

!”(f)'<MqK'n(.f)=M sup lf(p)(z)l‘
ZeK

D Lmn

Si llamamos F al espacio vectorial de las funciones holomorfas
en el interior de K, continuas en K, y con desarrollo asintdtico en
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el origen sobre K, entonces EcE, y por el teorema de Hahn-

Banach, la funcional # se puede extender a todo F.
Llamando también % a dicha extensidén, se verifica que # es con-

tinua en F con la topologia de la norma gk, ., que llamaremos Tk, »,
y se verifica que

l u (f) I :< M qK,m (f), para todo fle ﬁ.

1
Si ) € K, u esti definida sobre la funcidn ¢, (2) = - que per-

4
tenece a F ya que es holomorfa en un entorno de K. Podemos pues
dar la

DEFINICION 4.—Para ) £ 00, definimos

. 1 / 1 \
”K(‘/\)=“(A_z)=\”; N— 2 /: y

Gy (00) = 0.

iix tiene por dominio € K = @ — K, que es abierto y conexo.
TEOREMA 3.—fix (A) es holomorfa en Q@ — K.

DEMOSTRACION.—Se tiene, para X 3400, que

1 1
EK(')L)_ﬁ'K'(A"o)=/u A—2z - )&0—2 \=/u —1 \.
A—2, N A—2, /N =0, —2 [/
WVamos a demostrar que
—1 —1
Ty p— lim =
oA, A—2Q,—2) ~()&0—3)2

Se tiene:

1 1 A—2)—@Q,—2)
q“""( (A—22  (—2) (O, —2) )*q“'“ @\, — 22 (A —2) )=

A—A, 1
*qx,n\ h—2r 0 —2) )—Il\—/\olq!{,m( G =9
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Es sencillo probar que si A varia en un cierto entorno de A,

1
9%, m ( ()\0-—2)2 (A —2) )

estd acotado. Por tanto, existe una M >0, tal que

1
T, m ( (A, —2)? (A —2) ) <M

y
1 1 ) €
qK""( 0,—2 (=2}, —2 )<s ST I<gr-
Con esto,
—1 —1
Ty ,— lim ( )=
’ A2y A—2 (A, —2) A, —2)2
y
i () — iy (A 1
P 1 ) _ lim ¢ u, N
3 A A—2, A_),\0\ =2\, —2)

o —1 N_/ Tt N
~\\u, K, m Aink,, =2, —2) S \4”'_(4\0—2)2 S

—1
A, —2)?
holomorfa en ) o0, A€ CK.

Si Ay 1= 00, # (1) es analitica en un entorno de oo y i (X) con-
verge a 0 cuando A —— O, ya que

1
‘len( ) = sup

que es finito, ya que pertenece a F ; por tanto, i (1) es

A—2z

tiende a 0 cuando A — bO.
ix (\) es por tanto analitica en el 0o y se anula alli.

Nortas.
1. La funcién iy depende de la seminorma gg , y de su exten-
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sién de £ a F. Si M’ > 0, K’ compacto angular y »"€ {0, 1, 2, ...}

son tales que también es | (u, f) | < M’ gk o (f) para toda f€ E,
entonces la funcidn %k, correspondiente resultaria holomorfa fuera
de K’. Pero en el complemento de D U {0}, ambas iix y dixs coin-

A

1
ciden, pues entonces para cada X ¢ DU {0}, la funcién . €Ly

el valor comiin seria /u ! N

N 'r-2z/
fix y #x son holomorfas por lo que si € (K'U K’) es conexo, en
él fix = #x por el principio de prolongacion analitica; si no es asi
siempre podemos encontrar un K” D KU K’ de complemento co-
nexo, que nos determinaria una funcién g, fuera de K”, de la cual
#lx ¥ #wx serian prolongaciones analiticas a C K y € K’ respectiva-
mente. Por tanto en los puntos A€ € (KU K') es ix (1) '= fix ().

. En el complemento de KU K/,

2. Dado u€ E, queda determinada una familia {K,;} de com-
pactos angulares para los que es posible encontrar un My >0 y
un #ng natural, de modo que

[<u, )] <M, qu"p(f) para toda f€E.

Si llamamos K, = N K;, K, es un compacto angular (podria re-
8

ducirse al {0}), que tiene la propiedad de que en el complementario
de K, puede definirse una funcién #: € K,—— C, que es holomor-
fa, puesto que si A€ C K,, existe K; tal que A no pertenece a K,
y entonces escribiendo # () = iy (1), resulta @ (1) holomorfa se-

gtn el teorema 8. La parte 1 de estas notas prueba que # estd bien
definida.
DEeFINICION 5.—Llamaremos a @ ()) indicatriz de la funcional li-

neal u: E.—» C.

Veamos ahora como la indicatriz # nos permite recuperar la fun-
cional #.

Supongamos que para todo f € E se cumple que
[u ()] <Mk, (-

Entonces se verifica el siguiente:
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TEOREMA 4.—Si i (X) es la indicatriz de la funcional lineal u,

{P= (2)}2~, una sucesién de polinomios que converge a f en E [T],
3y T una curva cerrada simple contenida en el complementario de K
Yy que rodea o K, orientada positivamente, entonces

1
(u, £) = lim (u, P?) = lim ——— [p@()Pr(t)dt pare f€E.
7 — v nsee 271

DEMOSTRACION.—Para f€ E, el teorema 2 asegura la existencia
de la sucesion P* (2). Sea p = d (I, K). La féormula integral de
Cauchy permite escribir

, 1 P (8)
Pr(2) = — [ dt,
2nd t—z
para 2 € K,
Llamaremos P7% (2) a las sumas de Riemann correspondientes a
m (k)

una cierta particion {#*}72" de I, es decir,
isi

1 Pn(t%) A t*,

Pr =
£ (@ 2ni Z t"]-—z

Vamos a demostrar que

Ty ,— lim P, = Pr,
: k — oo

o lo que es equivalente, que si 0 << p < 7, la transformada de or-
den p, P% (», converge uniformemente en K, a la transformada de

orden p, P"y.

1
En efecto: la transformada de orden p de la funciénTes
1
o= por tanto

1 Pr (%)) A #¥
Peon (&) = 575 Z (£ )P (*;, — 2)

7

1 Pr()dt
2ri I ? (t — 2)

Pﬂw) () =
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Luego vemos que, puntualmente

lim Py o (2) = Py (2),
k— o .

y puesto que existe una distancia minima p > 0, entre los puntos
2€K y los t€T, la sucesion P% (» (2) converge uniformemente
a Py (2) en K. Se tiene entonces que

1 P"(t"j);At"j\
{u, Pr (2)y =u, T, ,— lim P _(2)) = limﬁ/u, - =
K ¥ — v k PRI 271 Z t*;,—z /
1

wiry e -t
27i Z,-"P Do w = A = et

= lim
kK —> vo

Como u€ (Z:I [T1Y, v f =T — lim P, se tiene

n —> co

1 )
Cuy =mlinw<u, Pn) =mlil>nm el PEIORAIOR LS

* % ¥

Busquemos una acotacion para las indicatrices .
Sea {K;} la familia de compactos angulares asociada a la funcio-

nal u € (E [T]) que hemos descrito en la nota 2 anterior. Si K es
un compacto angular que contiene a algtin K,, entonces K pertene-
ce a la familia {K;} sirviendo como M y = las correspondientes
a K.

Si A € C K, tendremos

1
lﬂ(h)|=l<”$ \‘<Msup

1
A—2z L€K (A—z )(t) <
PLm
1 1
<Mf§i§ ALK T T IArd™ K) z

puesto que

1 1
( A—z )(v) T M (—2)

A -
DeriNiciON 6.—Llamaremos H al conjunto de funciones f para
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las que existe un compacto angular K, una constante positiva M y-
un entero no negativo #, tales que

a) J es holomorfa en G K
b) Para € C K, es

1 1
dOLK) T [Ard (A, K)

[F) | < Msup

Observemos que si #'€ (E [T]), su indicatriz 4 € H, y el teore--
ma 4, prueba que la aplicacién lineal

& (T1)y — &

u—> i, es inyectiva.

Vamos a probar que esta aplicacion también es sobre. Para ello,.
las curvas I' que rodean a K, las podemos tomar como en la figura,.
formadas por parte de la frontera de K’ D K, y un arco de circun-
ferencia de centro 0 y radio pequefio. Para esta clase de curvas T,.

\ 4

y para | A | pequefio, existe siempre una constante C >0, tal que-
d(, K)y>C ||, pues si 0 <C < |senw |, siendo « el menor an-
gulo formado por los lados de K y K’ D K, dicha C cumple la con-
dicién exigida.

TeOREMA 5.—El dual de E [T] es H.

DeMoSTRACION.—Queda por demostrar {inicamente que, dado f’G 2 4

nos determina un elemento de (E [77).
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Para ello, probaremos que para todo polinomio P existe una
«<onstante C > 0, independiente de P, y un compacto K’ D K tal que

[ fr TOP®At] <Cayr, gupyy P)

donde f es holomorfa fuera de K y cumple el sistema de cotas:

PO T < My sup §=— s s T d n K

I'e es la curva regular a trozos formada por la frontera de K/,
en la que se sustituye el idngulo por el arco de circunferencia de
radio € > 0 cualquiera (ver figura).

‘Con ello, la aplicacién

P——zfpsf(t)P(t)dt ’

s continua, y el Teorema queda probado pues los polinomios son

densos en E [T].
Observemos que para las ¢'€ I'e, de médulo suficientemente pe-

quefio, se cumple que

. Cte.
I]‘(t)l< Itlmr’-l.

Calculemos [r, f (t) P (¢) d t. Escribamos

P(@) = g, +a t+ ... +a,, gl 4 pnt2 P(nm) (®).
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Entonces,

fl,sf(t) P(t)dt= [ FO (@, + - +a,, tm)dt+
+ Jr, fye+zP, . (Hdt.

Ahora bien, si llamamos I' a la frontera de K’, la funcién
{ (£) £+ Pyy,o (t) es integrable sobre T, ya que, completindola con
el valor 0 en el origen, resulta continua sobre T', pues

[F(ty 2 P (0| = [t F ) 1 Py () <
= |t F@) | Py, ()] = cte. | £],

(n+2)

ya que | f () "' | < Cte., ¥ | Peuyay (£) | estd acotado en T, pues
es un polinomio. Tiene pues sentido la integral

[of@ 2P, (Ddt
«que es un cierto nimero complejo. Se verifica ademas que:

lim fr f() 2P, () dt = [rf) 42 P, () dt

e>0

pues

l,fr._r f () 2 P dt | < fre_r | 7 (£) tnte Pl @ ldt <
'K Cte. e long (I'e — I,

-que tiende a 0 con ..

Tendremos entonces:

[rf@ e+ P, dt= [r @+ Py, @O de

va que el valor de la primera integral no depende de e, por el
teorema de Cauchy. Asi pues,

| [ fOP@dt|=la || fr fWdtl+|a|lfrTtdt]+
oty | frsf'(t) i d g+ | fpf(t) 2P (D dt] <
< qK’, (n+2) (P)- G,
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puesto que
lay 1, la, ], -l ay,, |

quedan mayorados por ¢xs (e (P); los ntmeros
| fr, T@dt], | fr T+ dt]
son en cantidad finita, y por #ltimo

lfrf(t) 2 P(*n_+2) Mdt]|< frlf(t) AL || Py (Dt <<
< Cte.: fp|t]dt ks, (ny2) (®).
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