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In this paper we propose a new generalization of Farkas-Lemma for non-
‘homogeneous infinite linear inequality systems in R?. This result gives rise to
-other generalizations including some already known. Finally we show the relation
between these results and some fields of the Convex Analysis in finite dimensions
and the Mathematical Programming.

En este trabajo proponemos una nueva generalizacién del lema de Farkas para
-sistemas de infinitas inecuaciones lineales de R™. Este resultado fundamental per-
‘mite derivar otras generalizaciones, algunas de las cuales, ya conocidas, se en-
«cuentran dispersas en la literatura. Finalmente, ponemos de manifiesto las rela-
ciones entre estos resultados, el andlisis convexo y la programacién.

TIntroduccién

El clasico lema de Farkas (o de Farkas-Minkowski): «a’ % > 0
es consecuencia de A x> 0 si y sélo si @ es combinacién lineal no
mnegativa de las columnas de Ay se puede generalizar en varias direc-
ciones. Obtendremos una nueva a la que, por varias razones, nos
referiremos como teorema de Farkas generalizado.

Andlisis convexo en R»

La importancia que el lema de Farkas tiene en la teoria de los
sistemas de finitas inecuaciones lineales en R" se ve extendida al
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caso infinito a través de la mencionada generalizacion. De hecho,
se llegan a caracterizar las relaciones consecuentes de un sistema
lineal infinito en R™.

La conocida equivalencia entre el lema de Farkas y la proposi-
cion: «Todo cono convexo finitamente generado coincide con su
bipolar» puede extenderse también, mediante dicha generalizacion,
al enunciado: «Todo cono convexo es cerrado si y so6lo si coincide:
con su bipolar». Este teorema, que puede demostrarse por otro ca-
mino, permite obtener importantes resultados, tales como los teo-
remas de Stiemke y Tucker (véase [10] y [11]).

Programacion

La utilidad del lema de Farkas en la teoria de la Programacion
Lineal es bien conocida. De hecho, el teorema de dualidad, conje-
turado por Von Neumann y probado por Gale, Khun y Tucker
(1951), se demostré a partir de dicho lema, siendo valido el teorema
reciproco.

Cuando se considera un conjunto infinito de restricciones linea-
les, se tiene el problema de Programaciéon Semi-Infinita Lineal
(PSI):

Min ¢ ¥
s.a. @, x> B, tE€ T.

Ocurre en PSI algo parecido al caso finito; de hecho, hemos
demostrado en [5] el teorema de Dualidad Perfecta de [8] a partir de
la generalizacién propuesta (teorema 2) y, como caso particular, el
Teorema de Dualidad Extendido de Haar de {3]. Demostramos en este
trabajo que este tltimo permite obtener, a su vez, el lema de Far-
kas Generalizado (corolario 2.1 (i)).

Notacidn vy definiciones

Denotaremos por {a’, # > B;, t'€ T} un sistema infinito de in-
ecuaciones lineales en R”.

La relacién lineal ¢ x> B serd consecuencia del sistema si es
satisfecha por toda solucién del mismo.

A cada relacién o’ x > B se le asocia, de forma natural, el vec-

tor [;] € R+,
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Debilitar la relacién o’ » > 8 consiste en hacer menor el término
independiente. Toda relacion debilitada es consecuencia de la inicial.

Un sistema se dice que es consistente si el conjunto de solucio--
nes S es no vacio.

Un sistema consistente es de Farkas-Minkowski si toda relacion.
consecuente del sistema lo es también de un subsistema finito.

Un sistema {a’; ¥ > B, t'€ T} es candénicamente cerrado si:
1) Existe funcién e,: T— R, o, > 0 tal que

<[5 ] ve
es compacto, y

2) Existe #°€ R* tal que o', #° >8,, para todo t€T.

Dado B < R®, B denotard su clausura, ri B su interior relativo
y K (B) el cono convexo generado por B. Por B* denotamos el
conjunto polar de B, i. e. B¥ = {y€R* /b y > 0, b€ B}.

Las columnas de una matriz real m'x n, A, se denotaridn por
AL A, .., A,

Denotaremos por R, el conjunto de los reales no negativos, por
R el de los reales no positivos, y por R,™ el conjunto de las suce-
siones finitas generalizadas, formado por aquellos elementos de R,™
que tienen, a lo mas, un nimero finito de componentes no nulas..

Teorema de Farkas generalizado y consecuencias

TeorEMA 1.—Sea K= R* un cono convexo, y sea a ¢ K, a € R™.
Existe un hiperplano ¢’# = 0 tal que: cfa<<0 y ¢’v >0, para
todo v € K.

DeMoSTRACION.—Por un conocido teorema de separacién, existe
un hiperplano ¢’ # = 3 tal que ¢¢ =3 y ¢’ v > 3, para todo v€ K.

Se puede probar ficilmente que min ¢’ v > 0. Por otra parte 0 € K,
» €K

por lo que min v =0y ¢0 = 0> 3. Por lo tanto, ¢’¥ = 0 es
2 €K

el hiperplano buscado.

TeoreMA 2. «De Farkas Generalizadon.—Sea {a’, ¥ > 8., '€ T}
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un sistema consistente. La relaciéon o’ # > 8 es consecuencia del sis-

tema si y solo si
a —(re,
| ]'EK [ | zporer
3 e =

DeMOSTRACION.—Llamaremos por comodidad, en lo sucesivo,

al
[ ' V¢t _é__bBt;t'eT
Ve

al cono convexo generado por los vectores asociados a las relacio-
nes que se obtienen por debilitacién de las del sistema. Probaremos
a T -

i ]6 K,, entonces la relacion o’ # > B es consecuen-
3

I

K,=K

c

primero que si l

«ia del sistema.
Sea

donde

by "k at,,
3 =§’Ai"[ k'], sz‘-éﬂktl-' AfFS0, i=1,..,1, €N
® Yot

i=1 z

‘Obviamente b’ # > 3, es una relacion consecuente del sistema. Por
1o tanto, si #°€ S, entonces b'x4°> 3, y, tomando limites, a’w° > 8.
Esto significa que o’ # > B es consecuencia del sistema.

Demostraremos el reciproco por reduccién al absurdo. Sea

., a = .
@ # > B una relaciéon consecuente tal que[ ]& K,. Por aplicacion

a

del teorema 1 existe un hiperplano ¢ [x ]: 0 tal que E’[8]< 0y
Zn+1 N
& 9> 0, para todo 7€ K,. Sea ¢ = (¢, Cuyy)-
Si ¢u, >0, eligiendo un y, negativo y de moddulo suficiente-
mente grande, se tendrd:

a

¢

[¢/ an][y ] =ca, + v 6, <O
¢
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Por lo tanto, ¢uy'=0 6 ¢uy, < 0. En ambos casos llegaremos a
una contradiccién.

Supongamos ¢,,, = 0. Entonces ¢’a<<0 y ¢’ 7> 0, para todo
viEe K {a;, t'€ T}. En particular, ¢’a, >0, V€T,

Sea x°€ S. Entonces 4° '+ Ac€S, VA 0. Pero 4° + X ¢ no
satisface la relacién ¢’ » > B, para A suficientemente grande. lo que
contradice la hipdtesis.

Supongamos finalmente ¢,,, << 0. Llamando

_ b 1 c
b= R i
l. —1 ] [ i | [ sy ]

[ 816 <0 y 'z'/’b__%O, para todo iEKc.

se obtiene:

Hemos llegado a una nueva contradiccidn.

CoroLarIO 2.1.—Se verifican las siguientes propiedades:

(i) Dado un sistema {a’; ¥ > 0, t€ T}, la relacién o’ > 0 es
consecuencia del sistema si y sélo si a € K {a,, ¢t € T}.

(ii) EI cono convexo K es cerrado si y sélo si K** = K.

(iii) Dado un cono convexo K, una matriz m:x n, A, y un
vector b'€ R™, las siguientes sentencias son equivalentes:

(I) Existe sucesién {+"} < K tal que lim A 4" = b, y

(II) A’y€ K* implica o'y > 0. ’

(iv) La relacién b’ x >0 es consecuencia del sistema a’; ¥ > 0,
t€ T} si y solo si existe un vector v € R” tal que V ¢ > 0 existe al
menos un A€ R,‘M, de manera que

Aa,—b=cev.
ter

DEMOSTRACION.—Demostraremos (i) a partir del teorema 2, mien-
tras que las restantes proposiciones se obtendran como consecuen-
cia de (i). S

(i) Por ser el sistema homogéneo, es consistente. Por ello la
relacién o’ ¥ > 0 es consecuente si y sélo si

a — a’,e
[ ]IEKg[ ]’Ytéo,t‘e’r
0 Ve

Esto equivale a afirmar que a € K {a,, t € T}.

=K{a, t€T}x R_.
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(ii) Supongamos que K¥** = K. Atribuyendo indices a los ele-

mentos de K, sea K = {a,, '€ T}. Probaremos que a€ K implica
a€ K, i, e. K es cerrado.

Sea

a¢ =lima,, €T, r=12..

r

Desde luego, 4" a, > 0, V€ K* por lo que ¢/ v >0, Vr€K¥
Asl pues, a € K¥* = K.

Supongamos ahora que K es cerrado. Probaremos que K¥** =

= K = K. Desde luego K« K** por lo dicho arriba. Concluire-
mos probando que K** c K.

Sea a'€ K**, es decir o’ # > 0, V 2 € K* Pero K* es el conjun-
to factible del sistema {0, > 0, t€ T}, por lo que ¢’ ¥ >0 es
consecuente y, por (i),

a€K{a,,t€T}=K(K)=K

(iti) La condicién (I) se puede reformular asi: b€ K {Az, z€K}.
Esto es consecuencia de que {Az, 2€ K} es un cono convexo en R™.

Por (i), la reformulacién es, a su vez, equivalente a afirmar que
la relacién "y > 0 es consecuencia del sistema

{(Azyy>0, z€K}L

Esto significa por la definicién de K*, que se cumple (II).

(iv) La primera parte equivale a decir, por (i), que

be€K{a,t€T}
Dado

1 —
a>0,—b‘EK‘{at,t"€T};
2

por ser un cono. Considerando v€ ri K {a;, £ € T}, y por el co-
nocido lema de accesibilidad, se tiene que

A
—b+(1—Nv€riK{a, €T}, VAE[O0,1].
€
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En particular,

1 1
b+ —veK{a,teT}
s, t g veRiateT)

por lo que b+ cve€K {a,t€T}

Reciprocamente, si se cumple la segunda condicién, por paso al
limite, b€ K {a,, t € T}, i. e. se cumple la primera.

La proposicién (i) constituye la generalizacién del lema de Far
kas a sistemas infinitos. Una demostracién geométrica se encuentra
en [9]. El interés de (ii) se ha comentado en la introduccidn.

La proposicién (iii) mejora un resultado de Ben-Israel y Char-
mnes [1] quienes, junto con Kortanek [2] han deducido, a partir de
ella, una teoria de la Programaciéon Lineal Infinita; (iv) se debe a
Kortanek [8], quien la ha utilizado para elaborar una Teoria de la
‘Dualidad en PSI Lineal.

Cada una de las proposiciones del corolario 2.1 constituye una
.generalizacién del lema de Farkas.

Cororar1o 2.2.—Dado un sistema consistente {a’, 4 X8, t€T},
las dos condiciones siguientes son suficientes para que el sistema sea
.de Farkas-Minkowski:

(i) K. es cerrado.

(ii) El sistema es candnicamente cerrado.

A

DEMOSTRACION.
(i) Si K, es cerrado veremos que el sistema es de Farkas-Min-
kowski. o o
" Sea ¢’ # > B una relacién consecuente del sistema. Entonces, por

<l teorema 2, [g]E K., es decir,’

i=1

a r a,.
[3]=Z ’\‘['Yt’]’ Ve, LBy €T, 24,0 i=12..,r
ti.: ' .

{Se puede tomar » £ n + 1, por el teorema de Carathéodory.)
Aplicando nuevamente el teorema 2, se concluye que o’ # > B es
<consecuencia del subsistema  finito

{0, v28,, i=1..,r}

Por lo tanto, el sistema es de Farkas-Minkowski.
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(ii) EI sistema inicial es equivalente al ampliado
{o, s 2B, t€T, ¥ X >—1}

con la relacién trivial. Ahora bien, por hipdtesis existe funciom
2(2): T— R, « () >0 tal que

a, -
a (¢ sy b
; o] e ;

es compacto. También lo serd si se le afiade el punto[

i) e[ L]

es el cono generado por un compacto, existiendo ademas un punto
2% 1€ R* tal que

-

0
1] por lo que

-~
o, x0>8, 0x0>—1

Por un conocido resultado sobre conos ([7], pag. 203),

cl[n] e ]

es cerrado, y por (i) el sistema ampliado es de Farkas-Minkowski,
por lo que también lo es el dado, como puede observarse ficilmente.

Cuando se aplica la condicién (i) a un sistema que contiene una

-> .
relacién trivial 0’4 > «, @ < 0, se puede sustituir por esta otra:

a, :
K [ ], teT es cerrado.
B,

Esta daltima condicién es suficiente en general [4], lo que tambiér
se puede demostrar mediante el teorema 2.

La suficiencia de (ii) fue establecida por Haar [6], y constituye
la primera generalizacién conocida del lema de Farkas.

Una demostracidén alternativa del importante lema de Farkas Ge-
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neralizado (corolario 2.1 (i)) se obtiene a partir del Teorema de Dua-~
lidad de Haar en PSI Lineal.
Consideremos el siguiente par de problemas:

Primal (P) : Dual (D)
Min 'z Max Z A B,
t'e
s.a. @, x> 8,t€T s. a.ZAtat=c, A€ ]R+(T).
te

Supondremos que, si (P) es consistente, ‘el sistema
{a’tx%ﬂt, e T}

es de Farkas-Minkowski.
El citado teorema establece que si (P) es consistente, entonces-
lo es (D), y ademas inf (P) = max (D).

DEMOSTRACION ALTERNATIVA DEL COROLARIO 2.1 (i).—Probaremos.
que, si ¢’ x> 0 es consecuencia de {a’;w >0, t€ T}, entonces

a€K{a,t€T}=K

(el reciproco es inmediato). Consideremos para ello el siguiente par
de problemas:

(P) Min o’ # y (D) Max0
s. a. v’xéo,vlef{ s. a. Zhv-v=a,z\ve IR+(E)
veK

Se observa que las restricciones de (P) forman un sistema de Far-

kas-Minkowski (corolario 2.2 (i)), ya que K, = K x R_. Ademis
@’ x > 0 es también consecuente del siguiente sistema, que es equi-

valente al inicial: {2’# > 0, v€ K}. Por ello, ¢’ #> 0 para las
soluciones factibles de (P). De aqui se sigue que infa’x = 0, ya
que?) es factible. Aplicando el Teorema de Dualidad, (D) es consis~
tente, y existe A '€ R,® tal que:

a=Z’Tv-yeK(T<)=T<.

veK
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