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The authors give some properties of the convergence of the sections of elements-

oi the sequence space CS of all those sequences which are summable in the sense-
of Cesaro.

1. Resultados previos

Dada una sucesién & = (4,) de escalares, escribimos
Su(x)=x,+.c.F %0 ¥y Zu(x)=S; (x)+ ... +Sn(x)/n, n=12,...

La sucesion x se dice sumable en el sentido de Cesaro o C-sumable-
si converge la sucesiéon (Z, (#)) y llamamos suma en el sentido de

Cesaro o C-suma al limite (si existe) de esta sucesién que es deno-
tado mediante

Zw: xn (C)

n=1

o bien Z (#). Es bien conocido que si (#,) y (¥.) son C-sumables.
y si b es un escalar, entonces (#, + V) ¥ (b - #,) son C-sumables..
También es cierto que

o0

D x (C)= Zw' % (C) = Sg_y (%),

n==F n=1

: (*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Matematicas de la
E S. I. I. de Sevilla, que dirige el profesor Dr. P. Pérez Carreras.
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El siguiente resultado seri utilizado en lo que sigue: a) para que

una transformacién lineal T = (cm ) sea regular es necesario y su-
ficiente el que

(i) 2 lemal CH

«con H independiente de m

(ii)  lim =0
”t

para cada »

lim emn =1
LeMa 1.—Sea a el C-limite de la sucesion (a,) y sea la sucesion

(2) con £, =2.(a;,+2a,+ ...+ kay)|k

‘Entonces, lim #; = a. En particular, si la sucesiéon (b,) converge a
3

a, entonces

( (by—ay)+ ...+ n(bn—an) )
lim =0.
n nd
DEMOSTRACION.—Sea
a+ag+ ...+ ax
fa= -
Entonces,
1 2 kE—1
=2l = b= B — o B b B A=12.

En efecto, sea

Ar=a 4+ ...4ar, £=12...
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y consideremos la diferencia

EAp— (A F ...+ Ar_y)

que es

a,+2a;+ ...+ %ag,

asl,

1 — A —Ap— ... — Ay kA,

— = R

2 2

1 A 2 A, E—1 A, A,
TT e 1 T ek 2 T B h—1 k

-que implica lo deseado. Consideremos la transformacion lineal que
asocia a cada sucesién («,) la sucesién

nt

1 2 n—1
(2(— Xy— = Xy — . — xn_1+xn))'
nt nt

El lema quedard demostrado si probamos que tal transformacidn
-es regular, para lo que aplicaremos el resultado a). En efecto, como

—2n/k

si n <k
Coyn = 2 si n==% ,
0 si n>k

siendo la transformacién considerada (ci ), es claro que:

@

D lera |l =[(k—1) - 2B +2<3
(ii) Fijado » y si k> n, entonces

lim ¢z, pp = lim — 2n[A2 =0
2 k
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(iii)

c =2.(1—(2—1)/2% luego lim Chon =1
D k=2 (1—(k—1)/24) lueg kZ"'

”

q. e. d.

LeEmA 2.—Sea # = (#4,,) una sucesién C-sumable y sea ¢ su suma.
Entonces, la sucesion

(jxnm), =12 ...,

n==rF
C-converge a cero.

DeMosTrACION.—Es inmediata, si se tiene en cuenta que

I = 2" xy (C)
n==~F%

se puede escribir como a — S, (#) y que

(a+(a—S; (x))+ ... +(a =5, (¥)))
Y

I+ ootk =

£—1
k

c Zpoy (%) — 2 (x)

2. Convergencia seccional en CS

Sea w el espacio vectorial de todas las sucesiones de escalares
y sea CS el subespacio de w de todas aquellas sucesiones que som
C-sumables. Es claro que CS contiene propiamente al espacio de to-
das las sucesiones sumables en el sentido ordinario y, por lo tanto,
a I'. Si proveemos a CS de la norma definida mediante

2|l =sup | Zs (x) |,
n
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resulta obvio que la aplicaciéon F: CS —» ¢, definida mediante
F(x)=1(Za (%)),

€s un isomorfismo isométrico sobre ¢, espacio de Banach de to-
das las sucesiones convergentes. Como la familia de vectores
£, e,, €, ... forman una base topolégica de ¢, siendo ¢ = (1,1, ...,
1, ...), entonces la familia ¢, = (1,0,0,...) v @, = (0, ..., 0, n, —
—2n,1n,0,..) con n'=1,2, ..., forman una base topoldogica de
‘CS. Sea # un elemento de CS y sea X, = (#,,4, ..., 42, 0,0,0,0, ...)
1a m-seccidon del elemento x. La sucesién (X,) no converge en ge-
meral a # en CS: basta considerar »# = ((—1)") y observar que

Xp—Xpoy=(—1)e,

‘tiene norma unidad. Si extendemos el concepto de C-convergencia
v C-sumabilidad a un espacio de Banach de la forma natural, proba-
remos que (X,) C-converge al elemento #, del que provienen, en
«CS. Sea & = (x,) un elemento de CS y llamemos B, (#) a la media

n—1

1
X,—}—...—I—X,./n-_—(x,, oxg,...,—;-x,..0,0,...)-

Prorosicion 1.—La sucesién (X,) de las secciones de un ele-
mento & = (#,) del espacio CS convergen, en el sentido de Ce-
s4ro, a &.

DemostrAcION.—Como

lx—Ba (x) [l = sup | Ze (x —Bs (%)) | = sup | Za (x) —Zk (Bs (%)) |
probaremos que, dado e > 0, existe un natural #z, tal que

sup | Z, (x)—Z, (Bs (%)) | <3e si nxn,.

P

Como la sucesién (Z, (#)) converge a Z (x), existe un natural
&, tal que si k> k, entonces

1Ze () =2 ()| <.



1190 MIGUEL FLORENCIO LORA Y PEDRO PEREZ CARRERAS
Probemos, de momento, que existen naturales n, y k, tales que
|Z (#)—Zk (By (%)) | <2e si nxm y ANk,

En efecto, como

n—1 n—h+1
Si (B (x))=2, 4 x3 o0+ —“—”— xp si h<Ln
v como
n—1

1
Sz (Ba (x))=x; + x2+...+—n—x,,=Z,,(x) si Axn

tenemos que:

@
% i1 < i1
s;,(B,,(x))—s;,(x)=Z‘_”__i___x,-—zx,-=_2 s
i=1 ” i=1 i=1 "
(i)
h 13 .
S (%) =24 (#)= > wi = > ks st NPAES
i=1 i=1
A h
R S B it I
=~ h Y] = n

luego de (i) y (ii) se sigue que

—h

Si (Ba (%)) —Sis ()= 1Ss (%) —Zn (%) 8

n

si h <<m. Sea

e

m= 2 #(C).

n==4x
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Utilizando el lema 2, existird un natural %, tal que

Yat+ys+ -+
k-1

<ef2 si k> Ay,

Como & pertenece a CS, tenemos que (S; (#)) C-converge a Z (#)
y (Z (x)) converge a Z (x) en el sentido ordinario; luego, aplican-
do el lema 1, tenemos que existe un natural k, tal que

-4

Sy (#) —Zs () +2(Sg (#) — 23 () + ... + & (Sp(x)—Z; (x)) £
2

k2

si k> k,. Tomemos k, = max (k,, ky, k;) v n, = k, + 1. Estudie-
mos | Zy (B, (#)) —Z (x) | separando los casos k<n y k> n.
Si kB <m,

' 2 k
(S; (Ba () — %) -+ (sz (B (x)) — 2 x,-) +... 4 (sk (B (%)) — Z‘ x;)
i=1 =1
- . _

1 k
— (S —Z,(x eoo 4+ —(S —Z
— Yo tys+ -0 I n 51 &) 16D+ +n( # ()= Za ()

< +
k Y3
4 L T T t<\ (Sy (%) — Zy (®) + ... + £(Sk (x) — Zz (x))
k 4]
+ L I ) S |<_‘f_+_€__=s
& 2 2

si k > k,. Tomemos ahora %k > n. Entonces,

| Z&(Bu(x))—Z(x) | =
Sy Br(x) + .o 4 Su_y (Bu (%)) + Su By (x)) 4~ . .. 4 Sz (By (x))
P
S;(Bu () + -+ -+ + Su_y (Bu () + (k—n+1Zi)  2Z(2)
k P £

-—Z<x>|=-
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(Sy (Bx (x)) — Sy (%)) + « . - + (Sn—y (Bn (%)) — Sn_y (%)) ) +95teee +9n

V4 k +
4 oD@ —2) ‘é
Y.
1 n—1
—;—(Sl(x)—Z,(x))—}—...—i- - (Sney (%) — Zny (%))
L
< P +
" k— 1
+ g2ty + n+ NZa®) —Z () | <
k k
< (Sl(x)°zl(x))+""I‘(”_l)(sn—g(x)_zn—](x)) + yz+y3+--.+y,. +
(n—1)2 ”

+ az..<x>—Z<x)|<f2—+e?+e=2s

:si m > n,. Por lo tanto, si » > », se tiene que

12k (®) —Za(Bu (%)) | £ | Zs (x) —Z(x) | + | Z () — Z2 (Bu (%)) | <e42e=3e
-para k> k, y, por lo tanto,

sup | Zz(x)—Zz(Bu(x)) | £ 3e.
£ ko

:Sea k€ {1,2, .., k,—1}. Sea n > n, > k, > k. Entonces, existen
‘naturales p,, f,, ..., Pz, —, tales que si n > p, entonces

| Za(¥) = Z&(Ba(x)) | = | Za(x — B (x)) | =
1 2 n—1
= Z,e((o,——x,,—x., .oy x,,,x,.H,....)) =
” ” n
1 2 E—2 £—1
(f—1)—xg+ (2 —2)— x5+ ... +2 xe_q+ Xk
_ n n n n —
Y4
1 (B—Doy+ =22+ + 2@ —Dwi =D |
- %
‘Llamando 2, al maximo de #,, p,, ..., pr,-, tenemos que

s:p | Za(x)—Zk(Bu (%)) | <3¢

-para n > n,, q. e. d.
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Cororario 1.1.—Los vectores unitarios e,, # =1, 2, ... consti-
tuyen una C-base ([6], p. 46) del espacio CS, pero no una base de
Schauder.

DeMoSTRACION.—Debido a la proposiciéon 1, todo elemento x de
CS, # = (#,), admite la representacién

x = Z" x,,.e,. (C)
n=1

por lo que basta con demostrar la unicidad de tal representacion.
Si # se pudiera escribir como
@0
D anen (C),

n=1

«como la sucesion

«converge a # en CS y como la inyecciéon CS €. w es continua, la
sucesiéon de escalares [(w — ¢ + 1)/#] - @, converge a #; para cada i,
luego a;, = x5, i'=1, 2, ... El elemento x = ((— 1)) no puede re-
presentarse como

@
X = E X by o

n=1
{J. €. d.

NoTtA.—A todo espacio de Banach qﬁe posea una C-base se le
puede asociar un espacio de Banach de sucesiones isomorfo a él (la
prueba puede discurrir como en [3], p. 48) y siguiendo un proceso
estindar se llega a una extensién del teorema de Schauder y a pro-
bar que todo espacio de Banach con C-base tiene la propiedad de
aproximacién acotada. Es obvio que toda base de Schauder en un
espacio de Banach es una C-base. El siguiente problema, del que no
<onocemos s solucién, parece de interés: Sea E un espacio de Ba-
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nach con C-base. ;Es cierto que E posee una base de Schauder?
En lo que sigue daremos algunas aplicaciones del corolario 1.1..

Prorosicion 2.—El dual de CS es el espacio vectorial L de todas.
aquellas sucesiones de escalares (u,) tales que (%, #,) es C-sumable
para cada & = (#,) de CS.

DemosTrRACION.—Sea E el dual de CS. Debido a dos resultados
de I. Schur [1], p. 248 y Bosanquet [2], L puede ser identificado
con el espacio de las sucesiones (u#,) convergentes tales que

o

D nlatu|

n=1

es finito. Sea T la aplicacion lineal de E en L, definida mediante
T (f) = (f (ew)). La aplicaciéon T estd bien definida; en efecto, dado
x de CS, la proposicién 1 asegura que

:\:=Z.°| xy s (C)

n=1

siendo & = (#,). Como

C-converge a # en CS y como f es una aplicacién lineal sobre CS,
se sigue que

(7( 3 )

C-converge a f (#), es decir, (f (e.)) pertenece a L. Es claro que T
es inyectiva. T es una aplicaciéon sobre: Sea # = (u,) un elemento
de L; asi, (u,) converge a un cierto

or

ur y 2 n| Ay, | <<

n=1
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Como para cada x = (#,) de CS se cumple que

ZQ: Xp tin (C)=u~* - Z‘ x,.(C)—I—-Zw‘ Zu(x)m - A 4y,

n=1 n=1 n=1

en donde la ultima serie converge absolutamente, construimos la
forma lineal sobre CS

£ (x)= > sunxn(C)

n=1

que es tal que T (f) = » y tal que es continua:

ur- D xa (C)+ Zm: Zo(x) 5+ AL 4

n=1 n=1

L f(%) = <

ARBUSED |zn(x)|n|A'un|={|w|+ > nIA’unlz el

n=1 n=1
q. e. d.

ProprosicidN 3.—El espacio L dotado de la norma

I(a) | =|un |4+ D n]A%un)

n=1
es el dual fuerte de CS.

DemMosTRACION.—No es dificil ver que || (4,) || se trata efectiva-
mente de una norma. Definamos

AN =supf|f(x)]:x €BY

siendo f un elemento de L y siendo B la bola unidad cerrada de CS.
De la proposicion anterior se deduce que | f|’ < | f| para cada
f = (f.) de L. Probaremos que || % ||/< 2 || # |’ para cada u = (uy)
de L. Consideremos para cada natural & el vector #* = (#%,) defi-
nido mediante las siguientes expresiones, en donde sig (@) significa
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el signo de a en el caso real y @/|a| si a0y 0sia =0, en el
caso complejo.

xf:sigAgul; x§=2 sig A2 wuy — 2sig A2 u,; ... xﬁ:nsig A% o, —
—2(n—1)sigAuy_+(n—2)sigh2u,_, si 3LnLEk;
x§+1=—2ksigA’uk+(k—l)sig Aup—y; x2+2=ksigA’uk;
k=0 si n>242
es claro que &% pertenece a CS y que || #*| = 1. Como

©

00 L o Te
At u,
”Z=;lxﬁun;uﬁ- D! A (C) £ D) Za(w) n b ug= D) T

n=1 n=1 n=1

y como || 2% || = 1 se sigue que, para todo %,

k
S ulstw 2lul
n=1

Como u, = u(e.) ¥ | || =1, tenemos que |u,| < | u ||’ por lo
que || < | u| por lo que

lull = a4+ D nldtun] 22 |ull’.

n=1

Nota.—(a) El corolario 1.1 permite caracterizar los compactos
del espacio CS, lo que permite construir ciertos espacios de Schwartz
a base de limites proyectivos de espacios transformados diagonales
de CS. Este es el objeto de [5].

(b) Sea E un espacio de sucesiones que contiene a ¢. Se define
el C-dual, E® de E como aquel espacio de sucesiones {u = (u,):
(4, #,) es C-sumable para todo # = (#,) de E}. La pareja de espa-
cios de Banach (CS, L) juegan en el estudio de la C-dualidad un
papel similar al jugado por la pareja (I*, I*) en el estudio de la a-
dualidad de Kdthe. En [4] se hace este estudio.
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