
SOBRE SUMABILIDAD CESARO EN EL ESPACIO CS (I> 

Miguel Florencio Lora y Pedro Pérez Carreras (^) 

Recibido : 4 junio 1980 

PRESENTADO POR EL ACADÉMICO NUMERARIO D . MANUEL VALDIVIA. 

UREÑA 

The authors give some properties of the convergence of the sections of elements-
or the sequence space CS of all those sequences which are summable in the sense-
of Cesáro. 

1. Resultados previos 

Dada una sucesión s = (x,n) de escalares, escribimos 

Sn (X) = X^ + ,.,+Xn y Zn {X)=S^ {x)-{- ...+Sn {X)ln, « = 1, 2 , . . . 

La sucesión x se dice sumable en el sentido de Cesáro o C-sumable-
si converge la sucesión (Z,„ (^)) y llamamos suma en el sentido de 
Cesáro o C-suma al límite (si existe) de esta sucesión que es deno­
tado mediante 

o bien Z (s). Es bien conocido que si (s^) y (Vn) son C-sumables"^-
y si è es un escalar, entonces (Xn + ym) J (b • x^) son C-sumables. 
También es cierto que 

00 00 

^ OCn ( C ) = ^ Xn ( C ) - S ^ _ i {X). 
n = k « = 1 

í (*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Matemáticas de \^ 
E S. L I. de Sevilla, que dirige el profesor Dr. P. Pérez Carreras. 
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El siguiente resultado será utilizado en lo que sigue : a) para que 
nina transformación lineal T = (cm,n) sea regular es necesario y su-
üciente el que 

(O 2 l^-.«l<H 

con H independiente de m 

( i i ) lim Cm,n = 0 
m 

para cada n 

LEMA 1.—Sea a el C-límite de la sucesión (a,„) y sea la sucesión 

(/^) con tj^ = 2. {a, + 2a^+.,. + ka^)lkK 

Entonces, lim t¡c — a. En particular, si la sucesión (&„) converge a 

^f entonces 

lim I = 0 . .̂ r(-
DEMOSTRACIÓN.—Sea 

1̂ + 2̂ + • • • + ̂ « 

Entonces, 

k — 1 

, , _ 2 . - — p , ~ — p , - ^ . . . - - - ^ p , _ , f P , , ^ = 1,2, 

E n efecto, sea 

A/t = a^ + ... -^ uh, /íj = 1 , 2 , . . 
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y consideremos la diferencia 

•que es 

a si, 

a^ ~{- 2 a^ -{-.,.-{- k ak , 

1 — Aj — Ag — . . . — A^^i 4- ^ A^ 
tjk = 

2 k^ 

1 Aj 2 Aj k-^l A^^, A^ 

que implica lo deseado. Consideremos la transformación lineal que 
asocia a cada sucesión (Sn) Is- sucesión 

Kl lema quedará demostrado si probamos que tal transformación 
-es regular, para lo que aplicaremos el resultado a). En efecto, como 

{ — 2nl k^ si n<k 

Ck^n = I 2 si n = k , 

( o si « > >è 

rsiendo la transformación considerada (ck,üh)y es claro que: 

(i) 

n 

(ii) Fijado n y ú k '^ n, entonces 

lim Ck, n = lim — 2 n / k^ = O 
k k 
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(iii) 

2 Ck,n = 2. (1 — ( ^ - l ) / 2 > è ) luego lim ^ Ck,n = 1 
n ^ n 

q. e. d. 

LEMA 2.—Sea x — {x^) una sucesión C-sumable y sea a su suma. 
Entonces, la sucesión 

00 

( 2 " ^ « ( C ) ) . ^ = 1 , 2 , . . . , 
n= k 

C-converge a cero. 

DEMOSTRACIÓN.—Es inmediata, si se tiene en cuenta que 

yk = ^ x„ (C) 

se puede escribir como a — Sjt_i (x) y que 

(a + ( a - S i ( ^ ) ) 4 - . . . + ( a - S ^ _ i {X))) 
\yi+'"+yklk\ 

k- 1 
^k-i ( ^ ) - Z (X) 

q. e. d. 

2. Convergencia seccional en CS 

Sea w el espacio vectorial de todas las sucesiones de escalares-
y sea CS el subespacio de w de todas aquellas sucesiones que son 
C-sumables. Es claro que CS contiene propiamente al espacio de to­
das las sucesiones sumables en el sentido ordinario y, por lo tanto^ 
a F. Si proveemos a CS de la norma definida mediante 

\\x\\ = s u p I Z« (x) I , 
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resulta obvio que la aplicación F : CS —> c, definida mediante 

? (x) = (Zn{x)), 

'es un isomorfismo isométrico sobre c, espacio de Banach de to­
das las sucesiones convergentes. Como la familia de vectores 
-e, e^^, 02, ... forman una base topológica de c, siendo e = (1, 1, ..., 
1, . . .), entonces la familia a^ = (1, 0, 0, ...) y «n = (0, ..., 0, n, — 
—• 2 #, fij 0, ...) con ^ ' = 1, 2, ..., forman una base topológica de 
C S . Sea X un elemento de CS y sea X^ = (̂ 1̂ 1,̂ 2? •••J-^n? 0, 0, 0, 0, ...) 
la ^^-sección del elemento x. I^^L sucesión (X^) no converge en ge-
3ieral a ^ en CS : basta considerar ;r = ((—1)"^) y observar que 

tiene norma unidad. Si extendemos el concepto de C-convergencia 
y C-sumabilidad a un espacio de Banach de la forma natural, proba­
remos que (X„) C-converge al elemento x, del que provienen, en 
C S . Sea X = (^n) un elemento de CS y llamemos B„i {x) a la media 

Xj 4- . . . + x« / « = I ^,, —^ . ^ 2 , . . . , — . :^„, o, o,... I . 

PROPOSICIÓN 1.—La sucesión (X,„) de las secciones de un ele­
mento X = (x,n) del espacio CS convergen, en el sentido de Ce-
:sáro, a x. 

DEMOSTRACIÓN.—Como 

\\x--B„ (x)\\ = sup I Zk (x-^Bn {x))\ = sup I Zk {x)-^Zk (B„ (x)) \ 
k k 

probaremos que, dado e > O, existe un natural n^ tal que 

sup I Z^ (:x:) —Z^ (B« (AT)) I < 3 s si n ^ HQ . 
h 

Como la sucesión (Z* {x)) converge a Z (.^), existe un natural 
k^ tal que si k > k^ entonces 

| Z M ^ ) - Z ( ^ ) | < e . 
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Probemos, de momento, que existen naturales n^ y k^ tales que 

\Z (x)--Zk (Bn{x))\<2z si n^n^ y k^k^. 

En efecto, como 

«—1 n—h+l 
Sh ( B« {x)) = x^'\- ^2 + • • • + ^h si h ^ n 

n n 

V como 

« - 1 1 
Sk (B„ (x))= X^-\' ATg -f- . . . + Xn=^Zn (X) SÍ h ^ U' 

n n 

tenemos que : 

(i) 

fj^l^X -^^ .^-1 / — I 

Sh(Bn(x))-Sk{x)==. y ^~ '+^ xi- y ^,-=- y .iziix^ 
/ = ! » = 1 í = l 

(ii) 

Sh (x)^Zh(x) = ^ x í - ^ J L _ _ Í ± Í . xi = 

1 

£ = 1 ' - 1 

luego de (i) y (ii) se sigue que 

Xi 

SA ( B « (x))-^Sh (x)=. \Sh {x)-^Zn (x)l 
n 

si h < n. Sea 

jy^== ^ ^,, ( C ) , 
n — k 
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Utilizando el lema 2, existirá un natural k^ tal que 

1191 

< e / 2 si k ^ . 

Como X pertenece a CS, tenemos que (S^ (x)) C-converge a Z (x'p 
y (Zjt (x)) converge a Z (x) en el sentido ordinario ; luego, aplican­
do el lema 1, tenemos que existe un natural k^ tal que 

(Ŝ  (x) ^ Z, (xi) + 2 ($2 (x) - Z, (x)) -f . . . + ^ (S^ (x) - Z^ {X)) 
< 

si ^ > ¿g. Tomemos k^ = max (k^^, k^y k^) y n̂  = ^^ + 1. Estudie­
mos I Zjt (B^ (x)) — Z (x) I separando los casos k <in y k ^ n^ 
Si k <.n, 

I Z^ (B« (ít:)) - Z (^) I = - Z W = 
I ^ I 

(S,{Bn{x))--x,)+ ls,(Bn(x))-^ 2 ^ ^ , . | + . . . + / s ^ ( B . ( ^ ) ) ^ 2 ^ ' ) 

^ 2 + ^ $ + ••• +^yfe+l 
-̂  

JL (S, W ^ Zj (̂ )) + . . . + 1 ( 8 ^ (^)-Z^(^)) 
n n 

+ 

+ 

^2+ ••• +^>fe+l 
< 

(S, (j^) - Zj (A:)) -f- . . . + /è (S>fe f^) — ZA (AT)) 

^2 + 
y<^-\- ^.'+ykj^ 

< _ + _ = 6 
2 2 

si ^ > ¿Q. Tomemos ahora î  > n. Entonces, 

| Z A ( B . ( ^ ) ) - Z ( A : ) | = 

Sj (B« (A;)) + . . . + S«_I (B« (A.)) + S« (B« (A:)) + . . . + S^ (B« {X)) 
•Z{x) 

S,(B„(A:))+.. . .+S„_i(B«(:r)) (;è - « + 1) Z« (^) __ kZ{x) 
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+ 

(S, (B„ (X)) - S, (;*:)) + . . . + (S„_, (B« {X)) - S,_, (x)) 3,2 +>'l + . . • + > 

{k-n + í){Z„{x)-Z(x)) 

1 « - 1 
— (S, {X) - Z, {X)) + ... + (S ,_ , (X) - Z„_i {x)) 

' + 

+ 

< 

yt+ ••• + > + ^̂ — I z, (*) - z (*) |< 

(Si{x)-Z^ix))+. . . + ( « - 1 ) ( S « . , ( A : ) - Z „ _ , ( « ) ) 

(»-l)» I + 
yz+yz+ •.•+y« 

+ 
-4- |Z«(:*:)-Z(^)|< ^ + - i - +£ = 2s 

2 2 

rsi í̂ > í^j. Por lo tanto, si ^ > ^^ se tiene que 

I Zk{x) — ZM{Bn{x)) I ^ \ZM{X)-^Z(X) I + 1 Z (^) - Z.fe (P„ (:̂ )) I < i + 2£ = 3ê 

]^para ^ > ^Q y, por lo tanto, 

sup \Zk{x)'^Zk{Bn{x))\ ^Se. 

rSea k € {1, 2, ..., ^^ — 1}. Sea ^ > w-̂  > ^^ > ^. Entonces, existen 
naturales p^, f^, ..., tk^^i tales que si w > pk, entonces 

I Zk {X) - Zk (^n{x)) I = \Zk(x-Bn (X)) | = 

I / / 1 2 « _ i \ \ | 
= ZAI I O, x^, — xt,, ,., ^« ,^« + 1, ••» I I = 

I W « '̂  n / / i 
1 2 ^ — 2 '̂  —1 

(>è — 1) — í̂ a -f (>è - 2) :t3 + . . . + 2 :xr^.i + xk 
n n « « 

(/è - 1) j * : , + (/è — 2) 2 JkT, + : h 2 ( i - 2) J^A- , + ('è - 1) ^A 
< e 

Llamando ^Q al máximo de ^ j , p^, ..., /?*„_, tenemos que 

sup 
k 

"para f¿ > WQ, q. e. d. 

sup I Zk{x)^Zk{Bn {X)) | < 3 e 
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COROLARIO 1.1.—Los vectores unitarios Cn, w = 1, 2, ... consti­
tuyen una C-base ([6], p. 46) del espacio CS, pero no una base de 
Schauder. 

DEMOSTRACIÓN.—Debido a la proposición 1, todo elemento x de 
CS , .X = {xn)y admite la representación 

00 

X — ^ x„ e„ ( C ) 
n— I 

-por lo que basta con demostrar la unicidad de tal representación. 
:Si X se pudiera escribir como 

00 

X , an en {C), 
« = I 

icomo la sucesión 

( (« , .^ .„ . . . ,A . .„,...)) 

converge a x en CS y como la inyección CS ^-—> w es continua, la 
sucesión de escalares [(n — i + 1)/^'] • a i converge a Xt para cada i, 
luego a¿ = Xi, i = 1, 2, ... El elemento x = ((—I)"") no puede re­
presentarse como 

n= 1 

«q. e. d. 

NOTA.—A todo espacio de Banach que posea una C-base se le 
puede asociar un espacio de Banach de sucesiones isomorfo a él (la 
j)rueba puede discurrir como en [3], p. 48) y siguiendo un proceso 
estándar se llega a una extensión del teorema de Schauder y a pro-
1bar que todo espacio de Banach con C-base tiene la propiedad de 
aproximación acotada. Es obvio que toda base de Schauder en un 
-espacio de Banach es una C-base. El siguiente problema, del que no 
conocemos .su aolución, parece de interés : Sea E un espacio de Ba-
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nach con C-base. ¿Es cierto que E posee una base de Schauder.^ 
En lo que sigue daremos algunas aplicaciones del corolario 1.1.. 

PROPOSICIÓN 2.—El dual de CS es el espacio vectorial L de todas^ 
aquellas sucesiones de escalares (Un) tales que (jr,n Un) es C-sumable 
para cada o" = (xn) de CS. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea E el dual de CS. Debido a dos resultados, 
de I. Schur [1], p. 248 y Bosanquet [2], L puede ser identificado» 
con el espacio de las sucesiones (Un) convergentes tales que 

00 

2 « I A' «̂^ I 

es finito. Sea T la aplicación lineal de E en L, definida mediante 
T (/) = (/ (en)). La aplicación T está bien definida ; en efecto, dado» 
X de CS, la proposición 1 asegura que 

00 

X = ^ rne„(C) 
«=» 1 

siendo x = (Xn). Como 

k 

( ^ ^nen) 

C-converge di x tn CS y como / es una aplicación lineal sobre CS,. 
se sigue que 

k 

(f(^^nen)) 

C-converge a / (x), es decir, (/ (̂ ,n)) pertenece a L. Es claro que T 
es inyectiva. T es una aplicación sobre: Sea u = (u,n) un elemento 
de L ; así, (Un) converge a un cierto 

"^ ^ -2L n \ à* Un \<C0 
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Como para cada x = (^n) de CS se cumple que 

2 XnUn{C) = U- ' ^ Xn(C) + ^ Zn(x)n' L^Un, 
« = 1 

en donde la última serie converge absolutamente, construimos la 
forma lineal sobre CS 

f{x)=:^UnXn(C) 

que es tal que T (/) = w y tal que es continua : 

I 00 OP ] 

1 / ( ^ ) 1 = U ^ - ^ ^ « ( C ) + 2 * ^n{x)n^ l^Un 
I « — 1 « = 1 

^\u-\'\Z{x)\ + ^ \Zn(x)\n\L^Un\=^\ | « M + ¿ «|A«f.«| . 11*11 
« = 1 ( 11=1 ) 

q. e. d. 

PROPOSICIÓN 3.—El espacio L dotado de la norma 

m 

\\{Un)\\ = | « - | + 2 ' n\b.^Un\ 

es el dual fuerte de CS. 

DEMOSTRACIÓN.—No es difícil ver que || (Î^^) 1I se trata efectiva­
mente de una norma. Definamos 

| | / | | ' = sup j 1 / (^)1 : X € B | 

siendo / un elemento de L y siendo B la bola unidad cerrada de CSv 
De la proposición anterior se deduce que || / |1̂  < || / || para cada 
/ = (/„) de L. Probaremos que ]| u || '< 2 • 1| w |1' para cada u = («*,„) 
de L. Consideremos para cada natural k el vector x^ = {^^r) defi­
nido mediante las siguientes expresiones, en donde sig (a) significa 
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el signo de a en el caso real y â/\ a \ si a ^ O y O si a = O, en el 
caso complejo. 

x^ = sig á2 «1 ; x^ = 2 sig A2 í/o — 2 sig á* «, ; . . . x^= n sig A* u„ — 

— 2 (« — 1) sig A2 «^^i-f-(« —2) sig á2 ««_2 si S^n^k; 

^t+i = — 2 /ésig á^ «/fe 4- (^-~ 1) sig A2 «,è_i; x^^^ = ^ sig A* uk ; 

íc^ = 0 si « > / è + 2 

es claro que x^ pertenece a CS y que || x^ \\ = 1. Como 

y como II ;tr̂  II = 1 se sigue que, para todo k, 

k 

^n\L^.Un\^\\u\\', 

Como Un = u (e,n) y \\ e^ \\ = 1, tenemos que j u^^ \ < || u ||' por lo 
que I u^ I < 11 u 11' por lo que 

\u-+ ^^ « I A2««| ^ 2 II « i r . 

NOTA.—(a) El corolario 1.1 permite caracterizar los compactos 
del espacio CS, lo que permite construir ciertos espacios de Schwartz 
a base de límites proyectivos de espacios transformados diagonales 
de CS. Este es el objeto de [5]. 

(b) Sea E un espacio de sucesiones que contiene a 9. Se define 
el C-dual, E^, de E como aquel espacio de sucesiones {u = (Un): 
(u¡n-Xn) es C-sumable para todo ^ = (Xn) de E} . La pareja de espa­
cios de Banach (CS, L) juegan en el estudio de la C-dualidad un 
papel similar al jugado por la pareja (Z^ Z"°) en el estudio de la a-
dualidad de Kothe. En [4] se hace este estudio. 
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