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UREÑA 

We characterize the K-compIemented sublattices of an echelon Kôthe space of 
order p ^ 1, A^- We show that, if G is a separable subset of A^? there is a K-
complemented, separable subspace F of A^ such that G C F and F is K-isomor-
phic to an echelon Ko the space. 

El objeto de este artículo es dar una caracterización de los sub-
retículos cerrados K-complementados de un espacio escalonado de 
Kôthe de orden /> > 1. Este tema ha sido parcialmente estudiado 
en [4]. Vamos a establecer la notación y las definiciones que usare^ 
mos posteriormente. 

Los conjuntos de los números naturales no nulos, racionales y 
reales se representarán por N, Q y R respectivamente. Los espacios 
vectoriales y de Lebesgue que manejemos serán siempre reales. 
Los espacios medida (E, ^ , \L) que se considerarán serán siempre 
localizables y con la propiedad de los subconjuntos finitos (ver [7]). 
Dado tal espacio (E, SZ, [x), Ü (E) será el conjunto de las funcio
nes reales ^-medibles definidas en E y OQ ( E ) el conjunto de sus 
clases de equivalencia frente a la relación de igualdad excepto en 
un conjunto de medida cero. Una función de lO (E) y su clase en 
ÚQ ( E ) se representarán con la misma letra cuando no haya lugar 
a confusión. La frase «casi por todas partes respecto a la medida 
[x» se abreviará poniendo |x-c. t. p. Si A ' € i ^ , A se considera como 
espacio medida con la (x-álgebra y la medida inducida por SÎ y [JL, 
las cuales se representarán con las mismas letras ^ y pt. El soporte 
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<ie / '€ a (E) es el conjunto S (/) = {te E / / (t) 7^ 0}. El soporte de 
de / '€ QQ (E) es el soporte de un representante cualquiera de /. Por 
tanto si / € Q,Q (E), el símbolo S (/) está bien definido salvo un con
junto de medida cero. La función característica de A€Sl se deno
tará por XA. 

Sea {^jtlILi una sucesión creciente en O (E), gt (t) > O para todo 
lí € E y ^ € N y tal que, 

Para cada /> € R, /> > 1 consideramos los espacios 

AP = A/(E, A,|t,^^) = ! / € Qo(E)/( 11/11 ;fe)^- j l / K ^*^| i<oo V^ € Ni 
B 

^(espacio escalonado de Kothe de orden p), y 

Pondremos A y A|. en vez de A^ y A ĵt. En A^ consideraremos la 
topología % definida por la familia de seminormas {|1 / ||*> ^'^ N} 
y en A% la topología *Sjt definida por la norma |¡ / H*. 

En A^ y Â jt se introduce la relación de orden definida por / < g 
•si y sólo si / (t) < g (t) i{JL-c. t. p. en E y en S (gjc) respectivamen
te. Con este orden y las topologías citadas, A^ y A^̂  son retículos 
vectoriales topológicos orden completos. A^ es de Frechet y Â jy es 
isométrico a un espacio de Banach L^ de Lebesgue. Hay una rela
ción sencilla entre ambos espacios : si Ijc : A^ —> Â^̂  es la aplica-
-ción que hace corresponder a cada / € A^ su restricción a S (gk) e 
I^u A^w.—> A \ , n<^m es la que asocia a f^^hF^ su restricción 
a S igf), se verifica que [A^, ^ ] es el límite proyectivo del sistema 
Imn (A '̂sn, *Sw). Adcmás Ijt (A'') es denso en hFj^ (ver [3] para los 
detalles). 

En un retículo vectorial F, las operaciones supremo e ínfimo se 
designan por V y A . Si 4; '€ F, se define 
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Se verifica que x = x-^ — x". Si D e F, el ortogonal en orden 
<ie D es 

0-^= ) ; . € F / I ^ l A Ijy I = 0 , V^ € Dj. 

Si F es orden completo, el teorema de Riesz afirma que D ^ = 
= (D-^)^ es la banda engendrada por D y que existe una proyec

ción JD de F sobre D-̂ .̂ Si D consta de un solo elemento /, para 
.abreviar, escribiremos / ^ y J/. En tal caso se cumple que 

}f{x) = supx"^ /\nf— supX- /\ nf 
n n 

:Si F = A ,̂ además se cumple 

lf{h) = lim h^ l\ nf - - Hm ^ - /\ nf. 
n n 

Haremos uso también de esta propiedad: si fi ^ fz = O, entonces 

J/Í4-/2 = J/i + J/a 

^(para la demostración ver [5]). 

1. Lemas necesarios 

DEFINICIÓN 1.—Sea A^ (£ , 5Ï , [x, f̂c) un espacio escalonado de 
"Kothe de orden p ^ 1, Se dice que un subespacio M c: A^ es K-
•complementado en A^ si existe una proyección P de A^ sobre M 
tal que 

B B 
(1) 

Es claro que todo subespacio K-complementado es complementa
do . Es bien conocido que en un espacio L^, todo sub-retículo cerra
do es el rango de una proyección contractiva. Se plantea pues el 
problema de caracterizar los sub-retículos cerrados de un espacio 
'escalonado de Kothe que son K-complementado s. 

En los espacios L^ se verifica el siguiente lema, cuya demostra
ción figura en [2], págs. 115, 156 y 158. sg (/) es la función signo 
'de / que vale 1 si / (x) > O, — 1 si / (jir) < O y O si / (x) = 0. La 
composición de dos aplicaciones F y G se denota F G. 
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LEMA 1.—Sea P una proyección contractiva en un espacio L^r 
p > 1, p 7^ 2. Entonces : 

1) Si í y g pertenecen al rango de P, se tiene P Jg (f) = /g (f). 
2) Si p = 1 y í pertenece al rango de P, se verifica: 
a) PJ, = J,P ],, 
b) Si O í< h '€ L^ P (h . ^^ (f)) = \P{h'Sg {{)) I . sg (f). 
c) II P (h . sg (f)) II = II / , (h) II si O i< h € L\ 
3) 6̂ i p > 1 3; f pertenece al rango de P, se verifica : 
a) Si g pertenece al rango de P, | f | ^¿" (g) pertenece al ran

go de P. 
b) P J, = / , P . 
c) Si O < h'€ L^ P (h . ^^ (f)) = I P (h . ^^ (f)) 1 sg (f). 
Es fácil probar que se tienen análogos resultados en el caso de 

un espacio escalonado de Kothe de orden ^ > 1, /> 92̂  2, y de un 
subespacio K-complementado^ 

LEMA 2.—Sea M un subespacio K-complementado de un espacio' 
escalonado de Kóthe A^ (E, SI, {i, g^), p > 1, p 9̂ ^ 2. Sean i y g 
elementos de M y P una proyección que cumpla la relación (1)^ 
Entonces P /g (f) = /g (f). 

DEMOSTRACIÓN.—Para cada ^ •€ N y h € Ijt (A^) definimos 

P^ (A) = T.fe P {à') 

siendo h^ cualquier función de A^ tal que I* (h') = h. Pjt está bien 
definida, pues si Î r (hj) = h {h^, por (1) sé tiene 

E B 

luego P Qi,) = P {K) c. t. p. en S {g^). 
Si /í = I» {h'), para cada fe '€ N. 

= ¡ \h\fSkd^ (2> 
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luego Fjc es lineal y continua de I;t (A^) en A^̂ t. Por tanto se puede-
extender a una aplicación, aún denotada por Pjt, lineal y continua 
de Â fc en A ĵt. F^ es una proyección en A^̂  pues si / = Pĵ  (h), com 
h'^JSJ'jcy como existe una sucesión {hn]n=i^ ^^' tal que lim Ijt (/̂ n) = h^ 

n 

en A ît, se tiene 

"^h ( / ) = P^ (lira ?k h (^«0 = lim P>̂  ^k Ik ihn)) = lim P^ Î  P (/̂ «) = lim U P P (/5!«) = 
n n n n 

= lim Î  P (>5r„) = lim P^ U { ,̂) = P^ (lim I^ (/̂ «)) = P^ {A) = / . 
n n n 

Es claro también que P;t es contractiva, por serlo en Ijt (A^), por la 
fórmula (2), y que si /̂  '€ M, 

Entonces, si / y ^ están en M, Îfc (/) e L {g) están en el rango* 

de Pjt. Por el lema 1, apartado 1, y por la definición de J¿, (/)^. 

tenemos 

U P Ĵ  ( / ) = P^ U J^{/) = ^k J«̂  r̂ ) I>fe ( / ) = Ju ^¿) I>̂  ̂ / ) = U h ( / ) 

luego, para cada ^ '€ N, P J^ (/) y J^ (/) coinciden en S {gi^. P o r 
tanto P J ^ ( / ) = J , (/), c. q. d. 

LEMA 3.—Sea M un sub espacio K-complementado de un espacien-
escalonado de Kóthe de orden 1 A {E, 31, ji, gk). Si f'€ M 3; P es-
una proyección que cumple (1), tenemos 

a) PJ, = J,P / , . 
b) Si O < h i€ A, P (h . sg (0) = I F (h . ^^ (f)) I sg (f). 
c) Para cada k € N, y O < h € A 

/ | P ( h . Sg(f))lgj^d{JL = j I J^(h) |gi ,dj l 

DEMOSTRACIÓN.—Sea, para cada ¿ € N, la proyección contracti
va Pjt del lema 2. Entonces ït (/) está en el rango de Pj .̂ Por el 
lema 1, apartado 2, a) si h € A se verifica 

U P J;r(^) = P^ I^ J^(;i) = P^ J,^ (y) I^ (>̂ ) = J,^ (^) P^ J,^ (/) U W = 

= J ,^f / ) Í^PJ/W = I;,J/PJ/(A) 
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<;omo esto es cierto para cada è '€N, tenemos P J/(/^) = J / P J / W 
y como h es arbitraria en A, se tiene probado el apartado a). Res-

¡pecto al b), se tiene que !& (h) € Ajt. Por el apartado 2, b) del lema 1, 
se verifica 

UP{à . sgi/)) = ?;,lj,ik . ss^i/)) = ?j,{lM . sg{lj,{/))) = 
= I P>fe(uw • sg(h{M I . ^^(U(/))= I UP{/̂  • x^(/)) I • u(í^(/)) = 

= U ( | P ( > ^ . J ^ ( / ) ) | . í ^ ( / ) ) 

Esto es cierto para cada k '€ N, luego se cumple b). Finalmente por 
^1 lema 1, apartado 2, c) 

= j \?k(h{à)' sg{lk{/)})\ê:kd^=: J | J i^ ( / )UWK^^i i = 

= / | J / ( / i ) | ^ ^ ^ V L 

LEMA 4.—¿'^a M un sub espacio K-complementado de un espacio 
escalonado de Kothe A» (£ , 5 Î , [x, g^), p > 1, p 7̂ ^ 2. Sea f € M, 

-3̂  P una proyección que cumple (1). Entonces: 
a) Si g •€ M, se verifica | f | • ̂ ^ (g) € M. 
h) PJt = JtP, 

' c) ¿"i O ,< h € A», tenemos P {h- sg (f)) = | F (h • ̂ g (f)) | ^^ (f). 

DEMOSTRACIÓN.—Se consideran las proyecciones contractivas Pjt 
•del lema 2. Parte a ) : si /•€ M, I* (/) está en el rango de P*. Por 
el lema 1, apartado 3, a), como It {g) pertenece al rango de P^ se 
cumple 

hP{\f\sg{¿))^Vk{\U(f)\ ' sg(h(g))= | U ( / ) I • sgOkig))^ 
= U ( I / I • sg{g)) 

para cada k € N. Luego P (| / | • sg (g)) = \ f \ - sg (g) y se cum-
:ple a). Parte b) : por el lema 1, apartado 3, b), para cada ^ € N y 
cada h '€ A^ I;̂  (h) € A'̂ * y 

U P Jf{A) = P^ U }f{k) = P^ J. if) U (à) = J , , (/) ?k \k (h) = 
k k 

= J I J / ) U P ( A ) = I A J / P W 
K 
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For tanto P J/ (h) = J/ P (h) y en consecuencia P J/ = J/ P. Final-
anente, el apartado c) se demuestra exactamente igual que el apar
tado b) del lema 3, usando esta vez el lema 1, apartado 3, c), c. q. d. 

El lema siguiente ha sido demostrado en [4], 

LEMA 5.—Sea M un sub-retículo vectorial cerrado del espacio es
calonado de Kothe AP (E, 5C, ¡i, g^), p > 1. Sea í € M y sea S (f) 
£l soporte de uno cualquiera de los representantes de f. Sea áBf la 
familia de todos los conjuntos A ^cz S (f) tales que existe una fun
ción h, representante de un elemento de M con S (h) = A, Entonces 
.SBf es una ^-álgebra de conjuntos Sí-medibles en S (f). 

En lo sucesivo, dadas dos funciones /t y /, el símbolo — designa-

kíx) 
Tá la función que vale cero si / (s) = O y en otro caso. 

LEMA 6.—Sea M un sub-reticulo K-complementado de un espacio 

.escalonado de Kothe AP (£ , Sí, pi, gk), p > 1, p ẑ̂  2 3; P una pro

yección que cumple (1). Si i^ M y h.€ f-̂ , la función —!̂ — es SSf 

inedible. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea w = — ^ . Como w^ f '€ A^, por los le-

tnas 3 y 4 

P(^V) = P(«'^ • 1/U^(/))== I Pí"'^ • \f\sg(f))\ ' sg{f) = 

luego debe ser 

P(a5'V) |P(« 'V)I ^ 
/ = ; \f\ = - ^ j / P ( ^ v ) ^ o 

Análogamente se llega a 

Como J, P (w+ /) C / ^ y J/ P ( w /) € / ^ y 

P (w* f) P(a>-/) _ V(wf) P (P {h)) _ PW 

f ~ f - ^ ^ f ~ f 
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resulta que w es diferencia de dos funciones positivas de la misma 
estructura. Se puede, pues, suponer que izc; > O para probar que es 
^/-medible. Sea a real, )a l< 0. Entonces 

\t 6 S{f)lwit)>o\=S(f), 

Si a >> O, sea k = w V la ys c/) ^ 0. Como 

U / 1 ^ I «'/I V l / l € AA es kf-wfÇ: ^P. 

Por el lema 3 y 4, como k ^ w 

luego 

P ( ^ / - ^ / ) | P ( ^ / ^ ^ / ) | p^/)^ P(^/) 

/ "" l / i ~ " ^ / ^ / - ^ 

y como Í:£; / € M y w es nula en E — S (/) tenemos 

Vikf) wf 

Análogamente 

f 
•^ > a 7s (/) y por tanto — i - ^ - ^ > ^, 

Como M es K-complementado y | P (^/) | > | ^ / |, para cada 
r € N tenemos 

/ \kf\í>grd^-> J \?ik/)\P i:rd^> J \kf\P grd^^ V ^ € N 
E B 1 

y por tanto | P (^ / ) | = | ¿ / |. Como su cociente es positivo ô  
nulo, es P (^ /) = ^ / € M. Ahora se puede escribir 

)/ C S {f)\w (t) > a( = ¡/ 6 S {f)l{k - a Xs //;) {t) =t= 0¡ = S ( V - « / ) 

y w es ¿8/-medible, c. q. d. 

file:///kf/P
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El lema 7 y el 8 han sido demostrados, respectivamente, en 

W y [3]. 

LEMA 7.—Sea (E, 51, pi) un espacio medida a-finito y M un sub-
.espacio cerrado de un espacio escalonado de Kóthe AP (£ , >SÍ, [x, gt), 
p > 1, o bien {E, 5Ï , [JL) un espacio medida y M un subespacio ce
rrado separable. Entonces, existe una función í^^ M tal que, para 
toda h'€ ikf, ^ (hi) c: 6'(fi) c. t. p., siendo h^^ y f̂  representantes 
^irbitrarios de h. y í. 

LEMA 8.—Sea [E, %] un retículo vectorial topólogico de Frechet, 
.€uya topología está definida por una familia creciente de seminor-
fmas de retículo {q^, k '€ N) tales que, para algún p ^ 1 se verifica 
q^ (x + y)^ = qk (x)^ + q^ (y)^ siempre que x A y = O, k'€ iV. En-
ionces, si M es un sub-reticulo vectorial cerrado, 'M^ {0}, existe 
una familia {Ui, i € /} de elementos positivos de M, disjuntos dos 
^ dos, tal que, para todo x^ M 

^=^3u,(^) (3) 

siendo la familia {/„. (x), i € I\ sumable, y con sólo una cantidad 
'numerable de sumandos no nulos en (S), 

Dado un espacio medida (E, Sí , |x) con ¡jji (E) < loo, se sabe que 
identificando los conjuntos A y B tales que 

| x ( (A-B)U(B- -A) ) = 0, 

"Obtenemos un espacio métrico con la métrica 

p (A, B) = u (A — B) + |i. (B — A). 

Usaremos el siguiente lema : 

LEMA 9.—Sea (E, Sí, |x) un espacio medida con y. (E) < bo. Sea 
íKc: Sí y sean SVÍj 3̂  SVÍ2 ^l álgebra y la a-álgebras generadas por 
'SVÍ. Entonces SVÍi es denso en SVÍ̂  respecto a la métrica p. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta ver que la clausura SVÍ̂  de SVÍ̂  es una 

'<y-álgebra. Es claro que E •€ SVÍi <= : ^ i . Si M^ € ^ . ^ y M^^eV/i^, 



1142 J. A. LÓPEZ MOLINA 

dado e > 0 existen A^ y A^ en SVii tales que 

e £ 

P (Aj, M j X - y y p (Aj, M,)< -g" . 

Entonces 
AiUAgC^^fCi y p(Mj u Mj, A, u A , ) < i , 

luego MjiU MaiCSW;!. Si M •€ SVÍ̂  y e > 0, existe A € SVÍ̂  con 
p (A, M) < s. Como E — A '€ SVÍi y 

p (E - M, E — A) = (JL (A — M) + |i ÍM — A ) < f. 

se tiene que E — M € iSVÍ̂ . Finalmente, si {An}*„i es una sucesión? 
de conjuntos de SVÍi, para ver que 

CO 

U A« € ^ i . 

se puede suponer que los A^ son dîsjuntos dos a dos, pues 9Vii es 
un álgebra, tal como se acaba de probar. Dado s > O, existe n^ € N 
tal que 

(
00 » ao g 

U M= Z < '̂̂ <T 
í = «o + l ' « = «0 + 1 ^ 

También existen Ti '€ .̂ /Víj, í = 1, 2, ..., n^ tales que 

P (A,-, Ti) < - T -

ICntonces 

f = i 

no g 

~~ ^ 2 «o 

í=«o+l 
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luego 

oo 

U Ai 6 ^ 1 

y SVÍi es una d-álgebra. c. q. d. 

Finalmente necesitaremos un resultado de los espacios If, cuya^ 

demostración figura en [2], pág. 155. 

LEMA 10.—Sea p >• 1 y P una proyección contractiva en un es
pacio L^. Si f está en el rango de P, ] f |̂ ~̂  sg (f) está en el rango^* 
de la adjunta F*. 

2, Sub-retículos K-complementados 

Se sabe que si (E, ^ , |i) es un espacio medida (y-finito y 
/ € L^ (E, Sí, JJL) y ¿8 es una sub- a-álgebra de S í , por el teorema*, 
de Radon-Nykodym existe una única función ^-medible (salvo un 
conjunto de pi-medida cero), denotada por ë {SB, JJL) (/) y tal que 

f/^^= f eiB,^){/)d^ yh^SB 

La función <? (^ , [L) (/) se llama la esperanza condicional de / res
pecto a la medida pi y la d-álgebra ^ . Es fácil ver que ê ( ^ , ii) es-
un operador positivo, esto es, si / > O, es € (¿B, p.) (/) > 0. Si /" 
es á8-medible se tiene S (¿B, [ji) (/) = / . También se verifica (ver [6]) 
que si 1/p + 1/g = 1, /> > 1, y / '€ L^ (E, m., ¡JI) y /̂  '€ L^ (E, M, (x> 
entonces 

I <?(ie, |i) {f ' à))\<. {ê{iB, li) ( 1/( ñWP(<?(áB, ix)( I >̂  I í))i/^ (4> 

Observemos ahora que si h > O, / > O son funciones de un es 
pacio escalonado de Kothe A^ (E, g í , [x, gk), tenemos 

A -^ 
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En efecto, si /> = 1 es trivial. Si /> > 1 y 1/p + 1/q = 1, por la 
-desigualdad de Holder 

Ans(/) Unsr/) / Unsf/) ' 

Consideremos la medida 

^k{A)= J fPgkd^ A^M 

*Si S (/) es el soporte de un representante de /, podemos considerar 
«el espacio medida (S (/), ^ , §jt) y la esperanza condicional 

<5(^/,/>^.fe)(y-) 

<ie la restricción de la función -^- a S (/), respecto a la <y-álgebra 

-^f y la medida §jt. Se prolongará la definición de esta función a E, 
Jiaciendo que valga cero en E — S (/). 

TEOREMA 1.—Sea A^ (£, Sí, ,(Jt., gt) p > 1 w^ espacio escalonado 
"de Kóthe, Un sub-retículo vectorial cerrado M de KP es K-comple-
mientado en A? si y sólo si para cada f '€ M, f > O 3; cada h € f̂ , 
•£ada función 

coincide [JL-C. t. p. en S (gk) COÍ̂  

<5(áBpfPgĵ ) ( 4 " ) ' Vk€iV. 

DEMOSTRACIÓN.—Suficiencia. Sea M un sub-retículo vectorial ce
r rado que cumple las hipótesis del teorema. Por el lema 8 existe 
tina familia {/Í, i € 1} de elementos positivos de M, disjuntos dos a 
dos, tales que para todo /̂  •€ M 



CARACTERIZACIÓN DE LOS SUB-RETÍCULOS K-COMPLEMENTADOS 1 1 4 5 

y sólo hay una familia numerable de sumandos no nulos en (5). Si 
S {fi) es el soporte de un representante de ft, se puede suponer 
además que, para cada i, existe una gj, distinta de cero en todo punto 
de S {fi). En efecto : sea 

K/«=! /6 S(/.)/^„(/)itiO, gn^i(t) = (i\ « = 2 . . . 
K/I = J / € S ( / , V A Í / ) 4 Z 0 Í 

y sea / Í„ = fi - XK- • Como los conjuntos K¿.n, w€ N disjuntos 

(dos a dos al variar n, para cada r € N tenemos 

E S(/^.) « = 1K^.^ 

luego 
CO OO 

if i (/>) = ^ hi (^) "/•«,-„ = ^ ¡fin Ĉ ) 
n- I n= L 

y por tanto se puede substituir cada /¿, í € I, por la familia 
{fin, w € N}, y se obtiene así una nueva familia que cumple (5) v 
la condición adicional citada. 

Veamos que para cada i '€ I, existe una proyección P¿ de /¡-^-^ so
bre el sub-retículo cerrado M fl /¿^^ tal que 

j I P/W \P ^kd^< j \h\ \PSkd^ V>^€/r-^-, V^ € N (6) 

Dado //, ¿ € I, existe ^ € N, dependiente de Í, tal que S (/i) c: 
CI S (^fc). Sea /i '€ fi^^, h > 0. Definamos 

y para fj > 2 

En virtud de la hipótesis, cada Tn es áB/rmedible y \L ( T „ ) = O 

(O 
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CO 

Luego T = M T„ es á8/^.-medible, [x (T) = 0 y por tanto, para 

cada n '€ N, %^n (T) = 0. Entonces, cambiando la definición de 

en T, n € N, dándole el valor cero por ejemplo, obtenemos una. 
sucesión de funciones á8/.-medibles, con las propiedades de la espe
ranza condicional y tales que para todo ¿ € S (fi) 

Definamos 

Veamos que Vi (h) € A^. Para cada r '€ N, r > ^ tenemos si /> = 1 

E Sí/,.) \Ji1 SÍ/¿) ft 
< 00 (8> 

(por ser € un operador positivo y (7)) y si p > 1, por ser 

Xs(/.) á8/.-medible y las fórmulas (4) y (7), ( 1 = 1 | 

E S(/,-) \ \ / í / / 

== J //<S{^f,,f/gr)lí-y)%rd^^ J l-Af/S:rd^= j k^ gr d ^ < CO^ 
s( / / ) \ \ / « / / s(/,.) \ f t l s{f.) 

luego Fi (h) e A^ 
Veamos ahora que P¿ (fe) '€ M fl //-^. Como M es sub-retículo ce

rrado, si w € M y S (w) es el soporte de un representante de w taÍ 
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que S (w) CI S (fi), se tiene 

filsiw) = izvi/i) = nm/i/\n\w\ £ M n / / " -
n 

Entonces, si ^ es una función simple ^/.-medible, también s - fi ^ 

€ M n fi-^. Finalmente, existe una sucesión {sn}^^i de funciones 

simples (S/ -medibles, taies que, dándoles el valor cero en E — S (//}, 

se tiene 

O < «̂ (x) < í«+, {x) < iS (%., f/ g;) Wf.) 

y 

..u4~y-
Como 

P.-W € Â  y I P/(>̂ ) ~f,'Sn\^^\ P,-W i p 

aplicando el teorema de la convergencia monótona de Lebesgue, 
tenemos 

?i{k)^ Mm f.sn € M n / / - -

(pues este conjunto es cerrado). 
Como el operador esperanza condicional es lineal es fácil ver 

que si h-^ y h^ son funciones positivas de fi^^ y a > O tenemos 

P/ (̂ 1 + >̂ .) = P (^i) f P 0̂ 2); P»- (« >̂ i) = « P/ (̂ 1) • 

Por un resultado bien conocido de teoría de retículos, P̂ - se puede 
extender a una aplicación lineal de / r^ en M fl ft^, definiendo 

Pf es una proyección de ft^^ sobre M fl /¿-^ : en efecto, si 
/z € M n fi^^, h > O, dado a real 

k \ (!^ € S(/,.V'^(/)>«/.(/)í = S ( ( ^ - 6 / \ ) + ) € %, si a > 0 
^ € S(/-/)/ — M > « | = |s(/^) n S(/.) € %-. si a = 0 

^' ' S(/,.) € ág/. si a < 0 
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Entonces — es áS/.-medible. Lo mismo sucede para / t ' € M n / i ^ 
li 

arbitraria, pues h = h'^ — h". Por tanto 

Pinalmente, observemos que P^ es un operador positivo y que 
por (8), para h '€ /¿-^ 

IB E E 

< j \à \P Srds^ 
E 

:si r ̂  k (pues S (/i) c: S (/i)). Si r < ^, por hipótesis, tenemos 

*|x-c. t. p. en S {fi) n S (^y) , luego, razonando como en (8), 

i \^i{à)\P grd^< ¡ Vi(\h\)P grd^= j / / ( < 5 ( i B / , . / / ^ . ) ( - — n ^ r ^ l X ^ 
IE ¿ S(^P \ \ / | / / 

:<j //k(-^/,-,//^r)(—-)) .̂̂ 1X< j \h\Pgrd^=¡ \h\Pgrd^ 
S(/¿) \ \A-// S<fi E 

y por tanto se cumple (6). 

Por último veamos que M es K-complementado. Consideremos 
la banda M-^, que es cerrada en A ,̂ por el teorema de Riesz, al ser 
A^ orden completo. Probemos previamente que, para todo h € M-̂ -̂  

à = ^^fi{h) (9) 
i e l 

Basta hacer la demostración para /̂  > O, pues para h arbitrario en 
-M-^, h = h'^ — h^. Sea pues h > Oy /t '€ M-̂ -̂ . Como los elementos 
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ji € M son disjuntos dos a dos, para cada parte finita F c: I 

2 € F ^^* 

y como las funciones J/. Qi) son elementos disjuntos de A ,̂ para 

todo ^ € N 

luego la familia {J/ {h), i € 1} es sumable en A^ y la red 

I ^ J/,. ih), F c I, F finitoí c ] M^^ 

es convergente. Veamos que su límite ^ ^ J/ (/̂ ) es igual a /̂ . Por 
i € F 

ser A^ metrizable, existe una sucesión expansiva {Fn}*==i de partes^ 
finitas de I, tales que 

(pues la convergencia en A ,̂ implica la convergencia puntual [x-c. t. pL 
de una subsucesión). Sea 

i € I 

Para cada i '€ I, 

Entonces, los representantes de z tienen soportes disjuntos de los 
soportes de los representantes de /i, cualquiera que sea í'€ I (ex~ 
cepto un conjunto de medida cero) ; por (5), los representantes de 
^ tienen soportes disjuntos (salvo un conjunto de medida cero) de 
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los soportes de los representantes de cualquier h '€ M, luego ^ € M-̂  
y como, por definición de ^, ^ € M-^, se tiene ^ = 0. Por tanto (9) 
queda probada. 

Vamos a definir una proyección de A^ sobre M que cumplirá (1). 
Por el teorema de Riesz, existe una proyección J : A^ —> M-^ tal 
que si /̂  > O, 

J (k) = sup \z ^ MI0<z< h\ < h 

Entonces, para h € A^ definimos 

P(/,) = ^ p . j y - . j ( ^ ) 

Como los representantes de las funciones Pi J/. J {K), (J/. (/j)), 

i € I, tienen soportes disjuntos dos a dos, salvo un conjunto de 

medida cero, por la propia definición de P¿ (de J/ ), y como cada 

operador P Í , J/. y J es positivo, usando (6) y (9), se tiene para cada 

^ 6 N, cada parte finita F c I y cada k € A ,̂ /̂  > O 

g I í e F I ¿ € F g 

¿ € F g ^ I í e F I 

^\\^^hi^)mSkds^=]\Hh)\Pgd^<^} \h\Pkgj,ds^ (10) 
« 1 » C T I _ „ 

Se tiene la misma acotación para una función h arbitraria ya que 
como P/J/^. J es operador positivo 

i L Z (P/ y i ̂ )mg^ds^^] ( 2 ((P, Jy, J) (//+) + (P.- J/. J) (/.-))) g^d^^=^ 
« h e F K \¿ e F / 

(10) 

Entonces, la familia {P¿ J^. J (/Í), r € 1} es sumable y por tanto P (/í) 

está bien definida. Como J/. J (/̂ )'̂ /¿"^-^ cada sumando que intervie

ne en la definición de P (Â) está en M ; como M es cerrado, 
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P (h) € M. Si h '€ M, 

}f.3{/,) = 3f.{k) € M n / , - - -

luego 

P W = ¿ ' (P.- J/,- J) (ẑ ) = 2 ^ (P.- J/,-) i-̂ ) = 2 ^ J/,- ('i) = 'i 
i € I ie i i ei 

(por (9)). Por tanto P es una proyección de A^ sobre M. Toman
do límites en (10) al variar F c: I, F parte finita, vemos que se cum
ple (1). Luego M es K-complementado. 

Necesidad. Veamos primeramente el caso p :^2. Sea M un sub-
retículo K-complementado y sea P una proyección de A^ sobre M 

P ih) 
que cumple (1). Sea / '€ M, / > O, /r€ f^. Por el lema 6, —^-^ es 

^/-medible. Si demostramos que para cada fe '€ N, 

K J A •/ ' 

•entonces, por la unicidad de la esperanza condicional, será 

h \ P(^) 

(11) 

<5(%,/^^,)(y|: ^k — c. t. p. en S ( / ) 
/ 

Entonces, si 

T es ¿8/-medible y 

j T n s (/) n s (̂ )̂ 

Por tanto 

u.(T n S( / ) n Sigk))==0 y iSiBf.Pg.) (T)' / 
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[jL-c. t. p. en S (^it), pues en E — S (/) ambas son nulas. De esta 
igualdad se deduce la condición necesaria. 

Para probar (11), dado A € á8/, sea g ^ M con un representante 
cuyo soporte S (g) = A c: S (/). Por el lema 2, u = ]g (/) = 
= P J , (/) € M. 

Supongamos primero p = 1, Sea -sr'€ A, ^ , > 0. Por definición de 
J^ (f)y ^ ^s nula en E — A e igual a / en A. La función z/ = / — u 
será cero en A e igual a / en E — A. Entonces, por el lema 3, apar
tados b) y c) 

J zgj^d]i==: j \h{z)\ gj^d^^ J j ^ z)\g^du.= j \P {z - s g {u))\g^d^ = 
A A B E 

=: J ?{Z ' Sg{u)) . Sg(u)g^d^=r J ? {z • Sg(u))g^d^= j FJ^{z • Sg(f))g^d^ 

E A A 

ya que w > O y ^ • sg (ÍÍ) = J^ (^ • sg (/)), como es fácil de com
probar. Ahora por el lema 3, apartado a) 

J«PJ«(« • sg(f)) + h'^h{z • sg{f)) = {?}u + ?h){z ' sgif))=^?{z' sg(f)y 

ya que (J« + Jz,) (-̂  • sg (/)) = ^ • sg (/). Por tanto 

j ?(z . sg{f))g d^= J JuP3u(z . sg(/))gj^d^ + j h?h (« • sg(/))gk^^ = 
A A A 

A 

luego, 

J zg^d^= J ?(z. sg(f))g^d^ (12> 

Si /̂  > O, tomando ^ = h en (12), como S (h) cz S (/) c. t. p.. 
para el soporte de cualquier representante de h, se tiene 

A A / A A / 
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y se cumple (11). Si h € /-^ es arbitraria, también /¿+ y h~ están en 
f^-^, y por tanto también se cumple (11). 

Veamos ahora el caso /> > 1. Como ]g (h) es igual SL h en A y 
nula en E — A tenemos 

i 'yf^Sk^\'= Jh(^)'P^'Skd^=- i h^ {h^^))h(f)^-'^kd^ (13)' 
A / E S(gA 

Por el lema 10, como Ijc (/) pertenece al rango de la proyección 
contractiva Vu del espacio hF^ (construida como en el lema 2), 
[ / 1̂ ""̂  • sg (/) está en el rango de la adjunta P'̂ fe. Por la dualidad-
entre un espacio U y su dual, la integral de (13) es igual a 

/ P A ^ U ' Í - Í C A W • (I^ ( / ) K - ' ) S - A ' Í 1 A = (por el lema I, apartados, b ) ) = : 

S (^ ) n A 
k 

con lo que queda probada la necesidad en el caso /? ̂ ẑ  2. 
Veamos ahora el caso p = 2. Sea P una proyección de A^ sobre 

M que cumple (1) y sea / > O, / '€ M. Sea S (/) el soporte de un? 
representante de / y 

s(í^(/))=sf^^)ns(/) 

para è € N. Construimos para cada k '€ N, según la técnica del. 
lema 2, una proyección contractiva 

(clausura en [A^ ,̂ %i¿\). En efecto, es claro por definición de P* que-
el rango de Pjt, R (P*) c: M^ y si ii '€ M^, existe {/i4í=i'C= M tal que-

h = lim I^ {hn)y 
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.y 

P^ {h) = lim P^ I^ {hn) = lim I^ P {hn) = lim I^ {hn) = à eu^ 
n n n 

Si lit (Z)"^ es la banda engendrada por I^ (/) en A^ ,̂ considere
mos la aplicación 

H* = J.,(/) P. •• h (/) ' - — M * n I, (Z)^-^ 

En efecto, dado h € I* (/)J- ,̂ como P* {Ji) '€ M^ (que es un retículo 
cerrado en A \ ) e I* (/) € Mjt tenemos 

Jí,(/) P* í'̂ ) = lim «P* m* A n \¿f) - {P, {A))- A « I* (/)) € M^ n I^ ( / ) - -

y si 

/̂  c M^ n î  ( / ) - - , H^ (//) = j,^(/) (k) = //, 

luego Hjfc está bien definida y es una proyección contractiva del es
pacio de Hilbert h (f)^ sobre M^ PI I^ ( / )^ . 

Observemos ahora que la clausura en A^^. 

pues si h € ïjc (fy-^j existe {/^n},?=i'^ A^ tal que 

h = lim \k {h„) = lim U (//„) Xs (î  r/)) = lim ik (//„ Xs(î  (/)); € U i / ) - ^ - fl U (A*) 

'También se verifica que 

U { M n / - - ) = M . f e n U ^ / ) - -

En efecto : si /̂  '€ Mjt (Z)-'-̂ , los representantes de h tienen soportes 
contenidos c. t. p. en S (I^ (/)) y existe {hn)n=i ^ M tal que 

h = lim U {hn) = lim U (/Î«) Is (î  (/)) = Hm U (/Î« 7S (/)) = lim U J/(/?«) € U (M fl / -^ - ) 
n n n n 

pues J/ (/̂ n) € M n /-'^ ; la inclusión opuesta es evidente. 
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Entonces, para h > O, h € Ij, (f)^^ il lit (A^), si h' € /-^ es tal que 
î^ (h') = hf definimos 

n 
jRepitiendo los cálculos de (8) y siguientes con r = k, vemos que 
Gj; contrae la seminorma derivada de gk y por tanto está bien de
finida independientemente de W (ver lema 2). Además Gjt Qi) € Mĵ  fl 
n Ifc (Z)-^ e igual qué entonces G^ se extiende a L (/)-^ fl I^ (A^) y, 
por continuidad, conservando la misma notación, se extiende a una 
proyección contractiva de Î : (/)-^ con rango Mjt fl Ijt (f)^ : En 
efecto, si /i € Ijt (M n / ^ ) , se prueba igual que en el caso p ^ 2, 

«que Gfe (h) = h. Por tanto Gjt (h) = /̂  para todo h '€ M* fl !;& (f)^. 
Por otra parte, de la definición de G^ se deduce que su rango 
R (G,) c M. n I . ( / )^ . 

Tenemos entonces dos proyecciones contractivas H;t y Gjt en el 
espacio de Hilbert h (f)-^ con el mismo rango Mĵ  O h if)^- En
tonces ambas deben coincidir con el proyector sobre M :̂ fl Jk (f)^-
Luego, para cada ^ € N y cada h '€ f-^, 

hj^(f) P (//) =^kl/. (5(^^. fZg^) í—\\ 

Como S (̂ fe) e S (^;t+i), en S (gic) O S (/) 

c. t. p. y por tanto también coinciden c. t. p. en S (gk), c. q. d. 

EJEMPLO.—Existen sub-retículos cerrados no K-complementados. 
Consideremos una sucesión doble a* = (cxn̂ ), k,n€]<5 tal que 
a/ > O para todo ^ y n tal que a/ <^ an*"*"̂ . Consideremos el espa

rció escalonado de sucesiones 

•K = hc=: {Xn)¡ ^ \x„an^\<<X> V-^ € N 
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Sea y = (3;̂ ) un elemento positivo no nulo de A. Sea 

Es claro que M = {a • y, a '€ R} es un sub-reticulo cerrado de Â  
La (j-álgebra áSy consta de dos conjuntos: T y 0 . Para cada h€y^r 

la función ê {¿By, y - a*) {—jdebe ser una constante ajt l—j ^ 0 (SÎ 

h ^ 0), pues en otro caso no podría ser ^y-medible. Si M fuera K -
complementado, por el teorema 1 sería 

' (y)—(-a^l l = a^+, í ) \fk^N 

y por la definición de esperanza condicional 

an 

rrr \ y I rrr y» rrr 

En particular, tomando como función h la sucesión e\ ¿ € T,.. 
tal que tiene todas sus componentes nulas, excepto la i-sima que 
vale 1, se llegaría a 

M y IneT 

;./fe + l 

X . :v« ^«'̂  ^ > «* ,^+j 
= > • 

zl y*' ̂ ** 
\aik V í € T V ^ € N 

Luego las restricciones de a* a T serían múltiplos de la restricción¿ 
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•de a^. Entonces la sección por T de A, 

'k(T) = ]x = {x„)e\lx„ = 0 si n^T\ 

:seria un espacio normado con la topología inducida por X. Toman
do por ejemplo X = espacio de las sucesiones rápidamente decre-
•cientes e y una sucesión con yn, ^ O para todo n € N, se tiene 
-X (T) = X y se llega a una contradicción. Luego en este caso M 
n o es K-complementado, c. q. d. 

TEOREMA 2.—Sea A^ (E, 31, [x, gk), /̂  > 1, '^n espado escalona
do de Kóthe. Sea M un sub-retículo vectorial cerrado de A .̂ Si 

para cada f '€ M, f > O y cada k € Â  las restricciones de —Mt_ al so-
gk+i 

j>orte S (f) de un representante de f, son íBf-medibles, M es K-com
plementado. 

DEMOSTRACIÓN.—Para h € /-^, / € M, / > O, en virtud de la hi-

:pótesis, para cada B € ^ ^ 

y por la unicidad de la esperanza condicional, se tiene 

excepto en un conjunto T á8/-medible en el que 

X T n s (/) n s {g^) 

luego (14) se cumple en S (/) fl S {gjc) excepto en un conjunto de 
'jx-medida cero. Por el teorema 1, M es K-complementado, c. q. d. 

DEFINICIÓN 2.—Se dice que un subespacio M de un espacio esca
lonado de Kothe A^ (E, Sí , |x, gk), p > 1, es K-isomorfo a un es-
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pació escalonado de Kóthe, si existe un espacio escalonado de Kôthc 
r^ (T, SVÍ, V, hk) y un isomorfismo 9 de r^ sobre M tal que 

Se tiene el siguiente teorema de existencia : 

TEOREMA 3.—Sea A^ (£, 5Ï , pi, gk) p > 1 un espacio escalonado-
de Kóthe. Sea G un sub conjunto separable de A .̂ Entonces existe 
un sub espacio separable F de A ,̂ K-complementad o en AP, K-iso-
morfo a un espacio escalonado de Kóthe y tal que G c: F . 

DEMOSTRACIÓN.—Sea {/n}^=i una sucesión densa en G. Si S (/w) 
es el soporte de un representante de fn, n € N, se sabe que 

00 

es un conjunto a-finito (ver [3]). Como 
00 00 -00 00 

S= [J U !' € S/ \f„{t)\f>\¡r[ = U [J B.„ 

y como 

existe una sucesión {B4*=i de conjuntos dis juntos dos a dos, tales 
que cada gj^ es integrable en cada Bn, k, n € N, |JL (Bn) < '3Q y 

s = y B„. 

Sea 

í k (m, n) 

"/•A 
tn n i \ 

m = í 

A • , 
"• rn n t \ 
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una sucesión de funciones simples en A '̂ tales que 

lim /« '«==/« 

en [A^ %] y 

lim f„«-{i) = f„(t) 
fn-> CD 

para todo t^€S y frJ^ (t) = O si t € E— S. 
Sea 

^m = \Bn Ç] Arf„i; / = 1, 2, . . . >è (r, w), r,m^}í\ 

y para cada racional r y cada ^ € N sea 

( ^k (t) ) 

Sea 

¿Bin=-\Ukrm '̂  € N,' r £ Q( 

y sea «S„ la <y-álgebra engendrada por áS^ U ¿B^^n en el conjunto Bn-
Finalmente sea 

!
i 

A/A= U A«, A„ Cág« 

Es claro que á8 es una «y-álgebra en S y que áS'Ci-SÍ. 
Por el teorema de Radon-Nykodym, existe una función -^jcn ^n-

medible tal que 

lik^r=f fkn^V- V B € «^« 

Definamos (^¡c tal que fjt (t) = ©jtn (O si ¿ € B„. Entonces çĵ  es 
medible, ^ '€ N. El conjunto 

es á8-medible y para todo ib € N 

B H T B H T B H T 
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:Si fuese ¡i (Bn fl T) > 0, debería ser para todo ^ € N, gk = O 
;|jt,-c. t. p. en Bn n T, luego 

00 

(i-c. t. p. Como este último conjunto es de medida cero, se llegaría 
.a una contradicción. Luego [JL (Bn fl T) = O para todo n'£ N y por 
tanto ¡L (T) = 0. 

Consideremos entonces el espacio escalonado de Kothe T^ (S, ¿B, 
1̂> ?fc) y la aplicación i : T^ —> A^ tal que si / '€ T ,̂ i (/) = / en S 
-e i (/) = O en E — S. La aplicación i está bien definida, pues si 
;/ € r^, / es áB-medible y por tanto i (/) es Sï-medible y 

/

OO / • 00 /» 

= i l«"(/)Kí*¿|i^ (15) 
B 

Por tanto i (/) € A ,̂ i es lineal, inyectiva y la imagen F = i (F^) es 
un sub-retículo cerrado de A ,̂ K-isomorfo a F^. 

Veamos que F 3 G. Como fn^ es nula en E — S y á8-medible, 
y además /„,^ € A ,̂ por (15) vemos que /n^ '€ F. Como F es cerrado, 
/n € F y por tanto G cz F. 

Para ver que F es separable basta ver que F^ lo es. Como 
áBinUáS^n es numerable, por un resultado bien conocido (ver [1]) 
^1 álgebra Sín generada por áB̂ wU £8,2̂  en Bn es numerable. El con
junto de las funciones simples 

S n m (i) \ 

j = 1 i -1 ' 

«€8 numerable y ^ -cz F^. Vamos a ver que ff^ es denso en F^. Sea 
/ € F^. Como dado e > O, ^ '€ N existe % tal que 

00 / • 
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es suficiente aproximar f - XB J n = 1, 2, ..., n^ por elementos del 

íipo 

n 

i - í 

Pero / • XB es el límite en r^ de una sucesión de funciones simples 
íiulas en S — B^. Entonces basta aproximar las funciones a XM, 
a 7^ O, M '€ ¿Bn. Dado e > O y ^ '€ N, como f*, es integrable en B„ 
^por la definición de f̂ n) existe un racional § ^ O tal que 

I P - « K < -
/ 9k^V-

í(| § — a 1̂  < e/3 si el denominador anterior fuera cero). También 
.existe S > O tal que si [JL ( T ) < S se tiene 

iPor el lema 9 existe A € Sin tal que 

.Entonces § XA € ^ y 

j I PXA~«7M 1̂  <p^^it= I P|/» j ?^^H.-f-|aK j f^^H-4-
B ^ A — M M — A 

A û M 

y F es separable, c. q. d. 
Finalmente veamos que F es K-complementado. Por el lema 7, 

a l ser F separable, existe una función /<, '€ F tal que si S (/o) es el 
soporte de un representante de /o y S (h) es el soporte de un repre-
ísentante de h € F, tenemos S (h) 'C S (/o) c. t. p. cualquiera que 
;sea h '€ F . Se puede tomar ^ tal que S (/o) = S, pues si 

| t (S-s r /o ) )>0 . 
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existiría w€ N tal que 

{x(H) = jx((S-S(/o))nB«)>0 

Como cada cp̂  es integrable en B^ por definición de cpĵn, se tendría 
i (in) ^ F con un soporte de medida no nula disjunto de S (/o)» lo 
ctikl es una contradicción. 

Por consideraciones sobre los soportes, es claro que F a f^^^ em 
A^. Por el teorema 2 y la demostración de la condición suficiente 
del teorema 1, para probar que F es K-complementado en A^ basta 

ver que las restricciones a S de las funciones son B/¡,-medi-

bles. Si ia '€R y {'r„}̂ »»i es una sucesión decreciente de racionales 
con lim Tn = a, tenemos 

A 

>r„\ ^ SB 

/ € B„/ — > a | = 

TI TI Í . , ^ * 1 1 . 

por definición de á8. Como 

y entonces XA /O '̂  F y tiene un representante cuyo soporte es A-

Por tanto A '€ ¿Bf^ y la restricción de ^^ , fe € N a S es SBf^-medi-

ble. c. q. d. 

Bibliografía 

[1] DuNFORD, N. y SCHWARTZ, J . T . (1958). Linear operators. 
Part I. New York. 

[2] LACEY, E . (1974). The isometric theory of classical Banach 
spaces. Springer. 

r3] LJÓPEZ MOLINA, J. A. (1980). The dual and bidual of an echeloiî 
Kôthe space. Collée. Math., '31, 2.% 159-191. 

[4] LÓPEZ MOLINA, J. A. Subespacios de un espacio escalonado de 
Kôthe. Pendiente de publicar. 



CARACTERIZACIÓN DE LOS SUB-RETÍCULOS K-COMPLEMENTADOS 1 1 6 3 

[5] MARTI, J . T . (1970). Topological representation of abstract U 
spaces. Math. Ann., | 5 5 , 315-321. 

[6] ROTA, G . C. (1961). On the eigenvalues of positive operators. 
Bull. Amer. Math. Soc, 67 , 556-558. 

[7] ZAANEN, A . C . (1967). Integration. North Holland. 

J. A. López Molina 
E. T. S. I. A., Córdoba 
Cátedra de Matemáticas 


