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The only criterion thoroughly studied and applied in game theory is the
expected utility criterion. However it would be convenient to consider other
criteria. For this reason, Walsh ([10] and [11]) proposed the median criterion.
Further results on this criterion are to be found in [3], yet they do not appear
in this paper.

In this paper we begin by studying the R — e criterion under risk, proposed
in [8]. In the first section an axiomatic characterization for the finite case is
given along the lines of other utility criteria. In sections 2, 8 and 4 we define
what is understood by «R —e criterion for finite games», «optimal R —e stra-
tegies» and give some results relating these concepts ‘with the work of Walsh
and the usual expected utility criterion. The methods are generalized in section 5.
In section 6 we prove some usual simplifications (substitution of mixed strategies
for pure ones, etc.). We end the finite case, in section 7, with the zero-sum
games, for wich a convenient definition has been given perviously.

Most of the relevants results have been generalized in [3] to the case of
infinite games on the unit square, and some of them are presented, whitout proofs,
in the last section.

1. El criterio R—: en ambiente de riesgo

Veamos, en primer lugar, algunas generalidades ya conocidas de
la utilidad R -—¢, o criterio R— ¢ en ambiente de riesgo, antes
de comenzar con su axiomatica.

Fijemos un valor ¢, siendo 0i{< ¢ < 1, y consideremos una va-
riable aleatoria ¢ (en nuestro caso representari la ganancia aleato-
toria), con una funcién de distribucién F (#).

Utilizamos entonces la siguiente definicion:

(*) El presente trabajo es un resumen de la tesis doctoral [3].
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1.1. DeriNiciON.—Llamaremos utilidad R — ¢ de la funcion de
distribucién F () a:

Ve (F) =Ve (E)=sup fx [P (E>x) > 1— ¢
Ahora bien, tendremos:

P(E>x)=P(E=x)+P (E>x)=P(E=x)+1—P(E< )=
=14+P(E=x)—F{x)>1—c¢

de donde:

F(x)—P(E=wx) < ¢ lim_F(x,-)<e

En definitiva, pondremos:

Ve(F)=sup§x/1im F(x,-)<e§

Z. >z
z

Llamemos ahora H a este supremo, y veamos que es alcanzable;
para ello, hay que probar que:

lim F (x;) ¢

x’. -»> H—
O lo que es igual en este caso:
F(x;) <ey Va;,<<H
Tomemos para esto, &, << H, y tomemos después & tal que:
x; < x<H
Como sabemos que

lim F (%) < e,
a; > X

7

tendremos en particular:

Fxi)<<e
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y como esto ocurre V #,!<< H, se tendra:

lim F (%) <c¢

x; > H™
Tenemos, por tanto:

Ve (F) =max {x/ 1im_F(x;)<s§

1.2. ProriepAD.—Sean §; y §, dos variables aleatorias, tales que
sus funciones de distribuciéon cumplen:

F, (x)>» F (x), V«x€R
Entonces:

Ve (E2) > Ve (&),

para cada ¢ fijado, resultado ya conocido.

El criterio R — ¢ en ambiente de riesgo, consistird por tanto en
comparar &, y £,, mediante los valores V¢ (§,) v Ve (£,).

Es decir:

B2l <> Ve (&) > Ve (&)

En lo que sigue a continuacién, trataremos todas estas cuestio-
nes con mis detalle.

1.3. AXIOMATICA DEL CRITERIO R — & EN AMBIENTE DE RIESGO
(caso rFiNiTo).—Hemos visto que, en el apartado anterior, a cada
funcién de distribucién se le asociaba el valor V. (F).

Sean A = {A,, ..., A,}, una serie de resultados seguros o ni-
veles de preferencia, ordenados en la forma A, <A, ...<A,, y
consideremos loterias sobre ellos:

(P: P2 oo Pn )
Ay Ag ... As
que representaremos por el vector p = (P, ..., Pu).
A los niveles A, ..., A, les asignamos los nameros 1, ..., n para
poder hablar de funciones de distribucién, y sin que esto vaya a

representar en ningun momento utilidad cardinal, sino solamente
orden (igual les podiamos haber asignado los valores 2, 4, ..., 2 n).



1104 J. DE LA HORRA NAVARRO

Asi, para cada p se tiene una funcién de distribuciéon que em
este apartado se seguird representando con la letra p.

Por tanto, el criterio de decisién en ambiente de riesgo R — ¢,
consiste en tomar:

PR g <= Ve(p) > Vely)

y donde

Vs(}’)é}l,...,n?, VP

siendo 0 < e << 1.

Graficamente, y para el caso de tres resultados basicos A, A,, A,
las distintas funciones de distribucién, representadas por los vecto-
res p, en el simplex, nos dardn las siguientes regiones de indife-
rencia :

fla,

Si py>e=> Ve(p)=1

Si py<Le
y ::>Vg(15)=2

Prtpi>e 2
S Mtsta<<e=> Ve(p)=3 A
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Piénsese que si a los noveles A,, ..., A,, se les hubiera dado otros
valores distintos de los 1, ..., #, pero en el mismo orden creciente,
los distintos tramos de las funciones de distribucién hubieran avan-
zado, pero las comparaciones entre cuantiles seguirian dando la
misma ordenacidn.

1.4. LiSTA DE AXIOMAS DE COMPORTAMIENTO.—Vamos a sefialar
a continuacién unos axiomas de comportamiento en ambiente de
riesgo (que en principio pueden ser compatibles con varios criterios,
que se representan en general por <J):

Al. Axiome de ordem.—La relaciéon de preferencia <, es um
preorden completo.

A2. Dominancia estocdstica débil.—Si p y ¢ son tales que:

H< @ hhth<<atai b+t <@+ gny

entonces p = ¢.

A3. Sea py, ..., pn, ... Una sucesion que converge a p, y tal quer

pn>g, Vnel

entonces p > q.
Es una variaciéon del axioma de continuidad de Von Neumann.

A4, Adicidn de estrategias.—El preorden << es invariante por
la adicién de nuevas estrategias.

A5. Invarianza por transformaciones mondtonas.—Sea A, <<
<...<<Aimn con m<<m,y sean p y ¢q dos distribuciones que asignam
probabilidad nula a los premios no seguros de H — {Ay, ..., Awm}.

Sea & una aplicacién mondtona de {i, ..., in} —> {f1, - Jm}
y sean p’ y ¢ las distribuciones que asignan las mismas probabili-
dades que p y ¢, pero a los premios A; << ... << Aj,.

Entonces:

p=gq siysolosi p =4

A6. Para todo p, 3 A, tal que p~ A,.

1.5. CARACTERIZACION DEL CRITERIO R — ¢.—Vamos a ver cémo
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el criterio de decisién en ambiente de riesgo R — ¢, puede quedar
-caracterizado por los seis axiomas de comportamiento precedentes.

«Consistencia del criterio con los axiomas y algunas observaciones

Es inmediato observar que el criterio R —¢, cumple los axio-
mas Al, Ad y AS6.

Cumple también el axioma A2, como qued6 demostrado en la
propiedad vista al describir el criterio R — .

No tiene tampoco dificultad de comprobacién el axioma A3, pero
-es interesante sefialar que no verifica una variedad de éste, que suele
acompafiar al enunciado de A3:

Sea piy eeey Py oo —> P/ Pu S q; entonces: p<Sg.

Asi, por ejemplo:

P <<q, Vm, y sin embargo: p > q.

Por dltimo, el axioma A5, no sélo lo cumple el criterio R —,
:sino que va a desempeflar un papel fundamental en la caracteriza-
ci6n (junto con el de dominancia estocastica débil).

Caracterizacion

Para la caracterizacion, se va a seguir el método inductivo sobre
€]l nfimero de resultados seguros A, ..., A,.

#n = 2. Veamos que queda caracterizado para dos resultados se-
|uros: A; < A,.

5 ] :
?

Toda loteria p es, por el axioma A2: p = A,.
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Si Vp~ A, entonces se tiene el criterio R —e¢, para e =1, y
quedaria demostrado.

Pero supongamos que 3 p, > A, ; entonces, V ¢ situado grafica-
mente entre A, y p,:

g =< py por A2
2> A

= g¢>A;

Luego el conjunto {p, / p, > A,} es graficamente un intervalo.
Veamos que es cerrado; es decir, que el extremo derecho es tam-
bién preferido a A,. Sea este extremo p; tenemos la sucesidén:

Piveees Puyer. >0

donde p, > A,, Vn€N.

Entonces, por el axioma A3: p > A|.

Luego los puntos de (p, Ay] son indiferentes a A,.

Si g€ [A, p]/qg>p, estarlamos en contradicciéon con AS6.

Luego los puntos de [A,, p] son indiferentes a A,.

Asi quedaria caracterizado el criterio R — ¢ con ¢ 1.

n = 3. Vamos a ver cémo se pasa la ordenacidon de las loterias
con A, y A,, a las loterias con A, << A, << A,; esto es fundamental,
porque es lo que se va a hacer en general.

Hay dos casos:

a) Supongamos que las loterias representadas en el segmento
[A,, A)], son todas indiferentes; esta indiferencia se conserva al
considerar todas las loterias de A,;, A, y A, por el axioma A4.

Por el axioma AB, las loterias del segmento [A,, A,] seran tam-
bién indiferentes, y por tener a A, en comiun con [A,, A;], todas
las loterias de [A,, A/] v [A,, A,] son indiferentes.

A

£

]
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Sea ahora cualquier p del interior o del segmento [A,, A,]. Se
puede encontrar entonces p, y p,, tales que por el axioma A2, de
dominancia estocastica débil, se tiene:

PP

= 2 ~p~ A
Ademids p; ~ py ~ A,
Luego todas las loterias son indiferentes, y se obtiene el criterio
R —¢, para ¢ = 1.

b) Supongamos que las loterias del intervalo [A,, A}] estan di-
vididas en dos segmentos de indiferencia: [A,, p] v (p, A)]. Esta
preferencia se mantendrd por A4, al considerar otras.

Por A5, seran indiferentes los elementos de (g, A/], y por tener

a A, en comun, los segmentos (¢, A;] y (¢, A/] seran indiferentes.
todos sus elementos.

Al 2, 4

Y por un razonamiento como el del apartado a), son indiferentes.
las mixturas de elementos de (g, A,) con elementos de (p, A,],
por A2.

Como los elementos de [A,, p] son indiferentes entre si, también
lo seran los de [A,, ¢] por un lado, y los de [A,, 7] por otro. Estos
dos tiltimos segmentos tienen a A, en comin; luego, seran indife-
rentes entre si los de [A,, ¢] v [A,, r]. Para cualquier mixtura p,
de elementos de [A,, 7] v [A,, ¢], puedo tomar p, y p, como en el
grafico, de tal forma que por A2:

P Py 2 P
Ademiés p ~ pp ~ A,

= pg ~ A4
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obteniendo asi otra zona de indiferencia con las mixturas de [A,, 7]
y [A; q].

Por otro lado por ser indiferentes los elementos de (9, A,], tam-
bién lo serin, por A5, los elementos de [A 7). Como [A, 7) y
[As, p] tienen a A, en comiin, se tiene que los elementos de [A,, 7)
Y [As, p) son todos indiferentes entre si.

Sea entonces un z cualquiera (como en el grafico); se toman z,
¥y 2, tales que por A2:

3 =2z
::z'> Z ~ Ag
Ademds z; ~ z, ~ A,

obteniendo asi la altima regién de indiferencia.

Las tres zonas de indiferencia son las dadas por el criterio
R —¢, qhe queda asi caracterizado con los seis axiomas, para el
caso de tres resultados seguros: A, <A, <A,

Si no se hubiese considerado el axioma A5, las ordenaciones en
las aristas se hubieran producido (por ser cierto para n = 2), pero
podrian corresponder a distintos valores de e, y el criterio R —«
no hubiera quedado caracterizado.

n = 4. Para cuatro resultados seguros: A <A <A, <A,
se van a obtener cuatro regiones de indiferencia, a partir de los re-
sultados ya conocidos para # = 8 (las cuatro regiones del R — ¢).
Graficamente :

A,
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Los axiomas se aplican de la misma forma.

n cualquiera. Veamos esquemiticamente los pasos para un #
cualquiera. Suponemos ya hecha la ordenacién R —e¢ para A, <
<o < Ay,

n—2
{A,, ..., A,_,} tomados de #—2 en #n—2, y se forman las cap-
sulas convexas de estas combinaciones con ‘A,. En total tenemos

n—1 ..
Se consideran las combinaciones de elementos de

las( n—1 )caras de orden n — 2, que junto con la formada por
n —

{A,, ..., A,_,}, nos dan las

n—1 (n—1)! .
B T

caras de orden n — 2 del simplex formado por {A,, ..., A}.
La ordenaciéon R — ¢ de la cara formada por {A,, ..., A,_;} se
conserva por A4, y se transmite a las nuevas caras formadas, por Ab.
Las regiones de indiferencia de cada cara, coinciden de # —1
en n— 1, en cada vértice. Las que coinciden son, por tanto, indi-
ferentes. ‘

 Cualquier loteria, que no esté en ninguna de las caras, serd in-
diferente, por medio de A2, a alguno de los vértices A,, ..., A,
Por la estructura de los conos de dominancia, las regiones de indi-
ferencia, son las dadas para el criterio R — . ' ’

Podria, quizas, sustituirse el axioma A6 por un axioma de con-
vexidad.

2. Criterio R—¢ para juegos finitos y relacién con el criterio
de la mediana

Una vez adoptado el criterio R — ¢ en ambiente de riesgo, vea-
mos su influencia y utilizacién para un juego bipersonal finito.

Para cada par de estrategias puras, J; y Jn obtienen un resul-
tado seguro cada uno (y si no es seguro, les asignamos su utilidad
R — ¢, de momento) que serdn A, ..., Ay, v A¥, ..., A%, respec-
tivamente.

Entonces, cuando J; utilice una estrategia mixta p y Jy utilice una
estrategia mixta ¢, la ganancia aleatoria £, para J;, seri una loteria
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sobre 1, ..., k que representaremos por su funcién de distribucién Fye,
y la ganancia aleatoria £*,, para Ju, serd una loteria sobre 1, ..., &’ que:
representaremos por su funcién de distribucion F¥*p,.

V p, ¢ se considera:

Es0:(Q =3, %3, 2(2), px¢)— (R,B)
qu(f‘,j)=Ve(F;j)=Ve(i.j)

£5,5(2=3, x5, 2(9), 2xg) —> (R,B)
E5, (3 /) =Ve (F};)=V¥ (4, /)

2.1. DerFiNiciON.—Se definen entonces:

Valor defensivo R — ¢ para J; (o simplemente valor R — ¢ para J; ) =

=P} = max min Ve (Fp,)= max min [max{x [ lim Fg, (27) Le|}
res, 4de€S PesS, 4deS, x>z

Valor defensivo R — ¢ para J11 (0 simplemente valor R — e para Ji1 ) =

=Pj;= max min [max {x [ lim Fy, (%) <e{]
7eS, PeS x> xT

En lo sucesivo no se indicard ¢ como subindice ni superindice,.
bien entendido que esti fijado en cada caso.

Se ha empleado la notacién P; y Py de los trabajos de Walsh.
Este empleo se va a justificar, mediante la demostracion de unas
proposiciones que relacionan los conceptos presentes con los de
Walsh.

2.2. PRroOPOSICION.

A=max }Jx [ min max lim Fz, (2;) Lef
DESm qesn x; >z~

B = max min [max {x/ lim F, x;) £Log
jrax  min [max fx | lim Fpg (x) <]

son iguales.

Entonces ambas coinciden con P;, que recibird el nombre de valor
defensivo R — ¢ del juego para J;, o simplemente walor R — e
para Jy. ' :



112 J. DE LA HORRA NAVARRO

DemosTrRACION.—A < B

V xy /| min max lim Fpy (x;) Le =>
PeES, deS ;> %~

=> 3 py € S | max lim  Fgpq (x5) £ =>

9E€S, z;—> z—

=> dpo€ESm [V g €Sn: lim Fpy (xi) Le=>

=>maxjx [ lim Fp,(xi)Lel>xy, Vg€Sn =>

=> min  [max }x [ lim Fpg (%) L e{]> % =>
z; > x—

qesn 3

=> max min [max }Jx [ lim Fp, (xi) Lel]>x =>

I Pesm qesn 5

B

=> Bxmax}x,/ min max lim Fp, (x;)Lef=A
pesS, 4deS, %>z

B'<A Se sabe que:

3 po € S / qmeiré [max jx / lim_F,s”(x,-)ée{]=B =

» £

=> J po€ESm | V ¢ € Sp:max }x/ lim_F;,q(x,-)ée(_‘A_B:b

=> J py€Sm /! Vg €Su: lim Fg, (x;) Le por ser intervalos =>
xz;> B—
=> J py € S/ max lim  Fgpg (%) L e =>
2€esS x'.—bB—

—> min max lim  Fpy (x;) L e =>
pesS, 9€S, x;->B-

=> B« max }x [/ min max lim Fgy (x;)Lef{=A
PES, 4€S_ x>z

En primer lugar, debe sefialarse que no hay problemas (en este
‘tipo de juegos) con la existencia de los maximos y minimos de las
‘definiciones.

Para Py tendriamos un resultado analogo con la f{inica diferencia
«de que las funciones de distribucién F*,, (#) consideradas, estarian
«definidas sobre los niveles 1, ..., 4’ para Jy.
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Asi:

Pir =max {x /| min max lim Fy (x5) Lef =
qa€S, DeSm x>z ?

= max min max | x li F* ;) L
mex pin [maxjr/ lm B, (s) <]

es el valor R — ¢ del juego para Jy.

(¥

2.3. CONSECUENCIAS.—Vemos que:

min  max lim F, x;) = min max 1—P S x)]=
pes, 0€S, s pq (%:) min  max [ (Epg > 2)]
n 4 m ”

=1— max min P (fs, 2 x)<Le <>
pes, aes,

<=> max min P (s, >x) > 1—¢;
”Esm GES”

con esto queda:

Pr= max {x/ max min P (E5,>x)>1—¢f
pes, dcs,

lo cual es muy {til para aplicar un algoritmo utilizando matrices
de unos y ceros, andlogo al considerado en el criterio de la mediana,
y asi se calcularid Pp.

Anilogamente:

Pir = max {x max min P * Nx)>N1—
b | aesS, pes, (E?’Y’ )= ¢f

La forma en que han quedado P; y Py son los correspondientes
a los valores defensivos utilizando un cuantil de orden e generali-
zando el procedimiento de Walsh a los cuantiles; hasta aqui hay
gran semejanza en los dos procedimientos.

3. Estrategias 6ptimas R—: y comparaciéon con el criterio
de la mediana
En resumen, tenemos definidos para los dos jugadores los va-
lores R — ¢, que representamos por P; y Py, y que se pueden calcu-
lar por el algoritmo deducido de la proposicién demostrada antes.
Definimos a continuacion lo que entendemos por estrategias 6p-
timas:
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3.1. DeriNiciON.—Como conjuntos de estrategias 6ptimas R —e
del juego T se definen entonces:

Para J;:
TI(I‘):};’GES,,./ zﬂéﬂs Vs(Ffog)=P[%=

=120 € Sm | min [max }x | lim Fp, (x7) Lel]=Pr}
IIES” xp>

Para Jy:
Tu(L)=1}g, € Su / pmeigm Ve (F}, ) =Pui{=

=140 €S54/ min [max jx/ x-lim,— F}, (%) £el]=Pu|

Veamos a continuacion una proposicién que va a tener tambiém
una doble utilidad:

3.2. Prorosicion.—Los conjuntos:

TI(L)=Q1)=1{p € Sn | ;nelr; [max [ lim Fpq (%) L e{]=P1}

x; >z~

(2) =120 € Sm | max lim  Fgyg (x;) < e
€S

w x>

son iguales.

DeMosTRACION.—(1) € (2):

Vs €(1) => ;nér; [maxjx [ lim Fpy (x5) L ef]l=P1 =>

= Vg€Sy:max}x [ lim Fp, (x;)Le|{>P1 =>
xp>
=> V7€Su: lim_ Fp,(x5) e =>
;> P

=> max lim Fp, (i) Le => pg € (2)
_’Pf

e€es,
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@) @):

YV 20 € (2 = max lim _ Fppg (i) £ e =>
€

s %> P

=> V 7€Sx; lim_F;”(x;)ée =

x'.—b PI

=> Vg€S,:max }ax [/ lim Fp,(x)LelxPr =>

Xy> %

=> min [max {x [ lim Fp, (i) <Lel]> Pt =>
ges -
”

2>

x> x

=> min [max }x [/ lim Fp, (x:)Lef]=P1
ge€s, ;=

por ser P; el maximo, c. q. d.

3.3. CALCULO DE ESTAS ESTRATEGIAS.—Esta proposicién serd muy

atil, para poder aplicar un algoritmo al calculo de estrategias oOp-
timas.

En efecto, tenemos:

TI(T)=1}p € S | max lim  Fpp (x;) L6
ges

n ¥ >EI

Pero:

max lim Fp, (x;) £e <> 1 — max
qES” x’-—>PI-

lim Fp.q (xi)2x1—e <>
> Pr

qes,

<> min [1— lim Fgyp (x)] 21— <>
P

min P (Ep,>P1)>1—c¢
ges, 2; > PT aes, ’

Luego:

Ti (T)={po € Sm | min P (Epg>Pr)al—:}
QGS”

Ahora bien, P (§5,, > Pr) es la esperanza de pago, en un juego
cuya matriz conste de unos en las posiciones con nivel superior o
igual a Py, y ceros en las restantes posiciones; tenemos por tanto:

min P (£ o> P1)= min P (£ ;> Pr)
9€S, Jj=1...n
To(D)=1f €Sn/ min P (S PO)S1—cf=
Jj=1l...n

=¥ﬁOESMIP(Efo/'§PI)§1'—‘E| ijl’--n"z
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Sea entonces:

Lom \ Gmy +ov Gmn

1a matriz de unos y ceros antes mencionada.
Se trata entonces de encontrar los p, = (P, ..., Pom) tales que:

“1_1 Pt oo F@my pom >1—c¢

8yn Poyt oo+ Gmn pom >1—c¢
Port+ o ceies T+ Pom =1
Pots seceeenns vy pom >0

Se puede resolver mediante el algoritmo del simlex, haciendo:

Porr sy Pom >0
ay poy+ oot amy Pom>1—e

Ayn p01+'-°+amn P.m}l—e
P+ oo FIm=1
max (Bog + « .. + Pom)

aunque no nos ocupemos de procedimientos optimos para el calculo
de estas estrategias.

3.4. COMPARACION CON EI CRITERIO DE LA MEDIANA.—Veamos que
Ja proposiciéon demostrada tiene también otra utilidad. Si hubiése-
‘mos generalizados el procedimiento de la mediana a un cuantil de
orden e, hubiéramos tenido como estrategias o6ptimas defensivas
para J; aquellas p, que cumplieran que:

max lim  Fpoq (x7) se hacia minimo
qe Sn x> I_

mientras que para las estrategias oOptimas R —e para J; sélo se
pedia que:

max lim  Fpq (%) fuera menor o igual que ¢,
7€8, x> I—

<on lo cual el conjunto Ty (T') obtenido es mas amplio.
Lo mismo ocurre con Ty (T).
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4. Relacién del criterio R—=: con el criterio de la esperanza
matematica

Veamos esta relaciéon para juegos bipersonales finitos.

Con el criterio R — ¢ para juegos, cada jugador tiende a al-
canzar:

P = max min V¢ (Fyy)
res g4€sS
” ”
Piy= max min V; (F;g)

QGS” PESm

Sin embargo, con el criterio de la esperanza matematica se ten-
deria a alcanzar:

max min E [Fg,]
pes, daes,

i *
max  min E[Fﬁq

GES” nesm

Con el estudio anterior es facil comparar los dos criterios. Para
esto hay que tener en cuenta que se van a utilizar dos criterios por
jugador, en cada caso. Un criterio de decisién en ambiente de ries-
go, y otro en ambiente de incertidumbre.

En el criterio en ambiente de riesgo es en el que van a diferir
los dos criterios comparados:

— En el criterio de la esperanza:

Se asigna a Fp, su esperanza E [Fy], lo cual equivale a admitir
la utilidad de Von Neumann, o lo que es igual, los siguientes axio-
mas de comportamiento en ambiente de riesgo:

Axioma de orden

La relacién de preferencia <, es un preorden completo.

~>)

Axioma de continuidad

Si pa—>p ¥ P g, Vn€EN= pxyg
Si pp—>p Yy Pn Sq. V’lE]N$pSg
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Axioma de sustitucidn

Voo, q r:

p=zqg <& Ap+H(1—=N)r = Ng+(1=N)r

para todo € [0, 1].

— En el criterio R —¢:

Se asigna a Fy el valor Ve (Fp), lo cual equivale a admitir la
utilidad R — ¢, o lo que es igual, los seis axiomas de comportamien-
to en ambiente de riesgo que se han definido en el capitulo pre-
sente.

Después, en los dos casos, se aplica el criterio maximin en am-
biente de incertidumbre.

Por tanto, la diferencia estari en el criterio de decisidon en am-
biente de riesgo utilizado por el jugador.

5. Algoritmos de calculo en un caso mas general

Se van a calcular Py y T: (') (v analogamente se haria con Py
y Txu (T), para un juego I' cuya matriz es de la forma:

1....... oo J i n
1
1 k
i (r’/ 'r"f)=rij
Al cAk
m

y donde no se van a sustituir las loterias por sus utilidades R — .
Lo fundamental es sefialar que los teoremas demostrados antes,
¥y que servian para obtener algoritmos de calculo, siguen sirviendo.
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Asi, se tiene que:,

P = max }x [ gl:.}ém qnéizsln P (Epg > x)>1—¢f

Ti (F)={20€Sm [P (Epj > P1)>1—¢ Vji=1,...,n}
Lo que ha cambiado es &y (y también £¥p). Ahora se toma:

Epg 1 (=X, x 53 X A, P (Q), 15><9><f.-j)———>(1Ra )
Eeqg (4, 7, An) =14

con lo cual, la probabilidad de cada posicién, se asocia a su nivel
correspondiente, en vez de asociar la probabilidad de toda la loteria

al nivel Ve (4, 7) = Ve (Fyy).
Entonces, para saber si un nivel %, es tal que:

max min P (4,2 %)>1—c¢
s

Desm q€ ”

lo que habri que hacer en definitiva, es comprobar si el valor del

juego cuya matriz es:

1 e T e n

h k
1 i + 7 e e v
o N Cerieeeirrisresasainans Cerieieeiae e,
i Cheieeieieiees I 47 SR o SR PRRPP
m Cereeriesreienassaeneannaransans Crerieserenieane

€s mayor o igual que 1 —e.
Como se busca el maximo, se ird tomando sucesivamente:

‘hasta encontrar uno que cumpla la condicién, y que serd P;.

Para encontrar los p, € T; (T'), se aplicari también el algoritmo
mencionado con anterioridad, pero por supuest. la matriz no esta-
ria formada por unos y ceros, sino que seria:
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..................................

Para homogeneizar los dos procedimientos seguidos hasta ahora,
basta considerar que si vamos a utilizar el procedimiento reducido

(con matrices de unos y ceros), lo que se hace en realidad es susti-
tuir las loterias:

(r},....rfj) sor (o ... 1 ...0 )
A, ... A, Al ... Ay ... A
donde Ve (Fij)) = Ve (4, 7) = h.
Analogamente, se tendria para Jy:
£, (@=L, X Z XA, P(Q), pXg¢Xr}) — (R, B)
g5, (i J, A} =1k

Asi, de ahora en adelante, en la posicidon (i, j) consideraremos.
las loterias:

1 3 *1 * A
(rij...rij (r‘.j. ...r,.j)
Al
A ... A, AT ... A%
que podran ser las loterias iniciales, o las obtenidas como acabamos.

de decir.

Pero el proceso a partir de ellas serd el mismo.

6. Algunas simplificaciones en el criterio R—¢

Volvamos entonces a las definiciones de valores R — ¢ del jue-
go, Py y Pn:

min Ve (Fp,) = max min Ve (2, ¢)
pes, desS, Pes, €S,
Pir = max min Ve (F¥ ) = max
7es, »p

min V¥* ( )
. PES, 24 ges, ves, ° K
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Cuando se puedan restringir los conjuntos en que se hallan los-
minimos, habremos dado un paso importante (proceso analogo al
efectuado para el criterio de la esperanza).

Las siguientes proposiciones irdn encaminadas a eso.

6.1. Lema.—Sea p € S,, fijo, y sea j recorriendo todos los valo-
res de {1, ..., n}. Entonces:

A = min [max }x [ lim Fp; (x:) £ el]
Jj=1l...n xp>
y
B = max jx / max lim  Fpj (%7) £ e
J=1l.iin z;—> 2~
coinciden.
DEMOSTRACION.—B > A
Vi=1,...,n: max {x | lim Fgj(xi)Lz}>AD
x> 2
= Vj=1,...,n: lim Fp(x;)Le => max Itm Fpj (xi)Le
x> A~ j=1l...n x,.—>A"
Luego:
max }» [ max lim  Fp; (%) Lef{>A
J=1l..un z;> 2~
y asi: B > A.
A>B
max lim  Fpj (i) Le=> Vi=1,...,n: lim Fp; (x;)Le=>
j=1...n =z;->B= ;> B~

=> Vj=1,...,n: max {x [ lim Fpi (%) Lef{>B=>

x;-)z

=> min [max {x [ lim Fp; (x;)<Le{]>B

j=1l...n EZ]

y por tanto: A > B, c. q. d.
Aplicando este lema obtendremos los siguientes resultados:
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6.2. ProrosicioN.—Sea p € S,, fijo; entonces:

min Ve (p,¢)= min Ve(p, ¢)
¢es, i

Jj=1l...n

DemostraciON.—La desigualdad

min Ve (g, ¢) L min Ve (2, 7)
7eS j=1l...n

«s evidente ; veamos la otra:

Ve (#, ¢)=max {x | lim Fpo (x;) 2ef =

=max {« [ lim [gFpy (%) F ..o FguFpn (25)] Lef=

X.
z

=max {x /g, lim Fp, (%)t ... F+¢gn lim Fpu(a:) Lefx (¥

x> 2= x>z

Smax §x [ lim Fpy (x;)Les..o: lim Fpy (%) Lef =
x>z~ z x—

=max {x / max lim Fpj (xi) L e porellema =
j=1l...n Xp> %
= min [max {x /[ lim Fpj(x;)<Lef]= min Ve (p,/)
j=1l...n Z; > % ji=1l...n

Asi tenemos:

Ve (s, g)> min Ve(,7), V g € Su=>
1

j=1l...n
=> min Ve (P, q) > min Ve (p! j)
7€8, j=1l...n

< q. d.

6.3. Prorosicion (aniloga).—Sea ¢ € S, fijo; entonces:

pe =

min V¥(p,g)=  min V* (p,q)
- f=1...m

(*) Se verifica por contencr el 1.er conjunto al 2.°:
V x/ lim Fpy(xi)Lejoees lim Fpy (x:) L6 =>
x; >z x> 2=
=> ¢y lim Fpy (%) ... 4¢9s lim Fpy (x7) £
Xy~ 2= Zp> %_

Laet .o Fgue=c¢
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6.4. CoroLrario.—La situacion de los dos jugadores mejora, o
al menos, no empeora, al considerar estrategias mixtas.
En efecto:
Pr= max [ min Ve (g, ¢9)]=
pesm qesn

VE(ij)]é max [ min Ve(i,j)]
i=1l...m j ceen

j=1

= max [ min
2 cean

PESm =1
y lo mismo ocurre para Jy.

6.5. Derinicion.—El par (f, §), (P €S, v §€S,), se dice que
-es de equilibrio si se cumple que:
Ve (P, §) = max V. (P’ ‘7)
FESm

Vi@, = max V¥, 9

Las siguientes proposiciones serdn de interés en relacién con
-esta definicién. Las demostraciones son semejantes a las anteriores

y pueden verse en {3].

6.6. Lema.—Sea p € S,, fijo, y sea j recorriendo todos los va-
Tores de {1, ..., n}. Entonces:

A= max [max}x/ lim F;‘.(x;)éef]
j=1...n R
y
B=max {x / min lim  F. (x;)ZLef
J=1l.en Z;>z— 7
«oinciden.

6.7. ProrosicioN.—Sea p € S, fijo; entonces:

V* — * ;
'Z'szn s (8 9) j:;lf_X_“ Vi(s J)

6.8. ProrosicioN (andloga).—Sea ¢ € S, fijo; entonces:

max Ve (P, 9) = max Ve (7, ¢)
Pes,, i=1...m
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A continuacién generalizamos un resultado til de [9]:

6.9. LemMa.—Sea un juego bipersonal finito, que para cada par
de estrategias puras i, j, proporciona un par de loterias:

1 & *1 * &'
rij"'rij y 1"’-}. cee 1"-]-
Ay ... A, A ... A%
en el sentido dicho anteriormente ; entonces:

x € R : max min P Nx)=1— max in P
vx€ peasm aes, (Gpg =) q x:rlesm (Epg<#)

vVx€R : max min P (£* XN x)=1— max min P(E; <x)
ges, ves, 1£4 pes, des, 7

7. Caso particular de suma nula

Dirigiremos ahora nuestros esfuerzos a la situacién mas concreta.
de suma nula. Veamos en primer lugar qué entendemos por juegos:
de suma nula.

7.1. DEeFINICION.—Un juego bipersonal finito serd de suma nula
si A y A* tienen el mismo nimero de resultados seguros k y-
ademas:

Thpkri—k

Vij y WVh=1,..., &2 setiene: i ij

7.2. OBSERVACIONES.—La definiciéon de suma nula tiene sentido-
para otros criterios. No tenia sentido definirla por la condicién:

VE(ﬁ,y)+V:(},,y)=k+1, \ 2%

que es irrelevante para las utilidades R — ¢ (a diferencia de la es—
peranza).

Conviene destacar que no se ha hecho hasta ahora ninguna pre-
cision sobre el ¢ tomado. Ni siquiera se ha exigido que fuera el
mismo para los dos jugadores.

En este caso de suma cero, las funciones de distribucion Fp, y
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F*y resultantes para cada par p, ¢ se pueden representar grafica-
:mente asi:

K k- k1 1 4% Jp
T T v
N [
t | \ | '
oo o
]
1 ! | | !
| ] I |
{ ( f |
! | | '
| \ !
— t ! 1
| _l | L 1 .
» o 2 3 k-4 K I

A continuacién vamos a hacer hipétesis sobre los valores toma-
-dos para e¢. Representaremos por ¢, y ¢, los valores tomados por

Jr ¥y Ju respectivamente. Segiin las relaciones entre ellos tendremos
-distintos resultados.

7.3. PROPOSICION.—Sea un juego bipersonal de suma nula; en
‘tonces:

Sie +e,<<1:

a) Ve, (2, 9)+VE (A g)<2+1, YPESH, VaESa
b) P+ Ppcht1

Sie + e,>1:

a’) Vel(}’-s’)+v:‘,(]5v?)ék+1, V2 € Sm, ersn
b’) PI+PII > 4c+4+1

DEMOSTRACION.—a) y a’) se deducen inmediatamente de la figura

anterior y de las definiciones de Ve, (p, q) vy V¥, (¢, 9).
b)

max min P (£, P)> 1—c¢;
DESm qu"
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entonces :
max min P £ P, —1)=1— max min P (£, P, )<
ges, PesS (E2¢ I ) pesS, 4qe€S, (Spg> I)'_

£l1=(1—g)=g<l—e =>Prx P =>44+1— P 2P

Luego: P + Ppu <k + 1.
b")

max min P (£, Pr41)<<1—¢;

De Sm q€ Sn
entonces :

max min P ZP1)=1— max min P > P 1
7es, Pes, (€sg < Pr) pes, deS, (Bpe=Pr41)>

>1—(1—¢g)=¢g>1—¢ => Pr LPI=> %24+ 1-Pu <LP1
Luego: Py + Ppi> %k + 1, c. q. d.

Pensamos que el caso mas corriente corresponderd a ¢ <% y
e, << } (caso particular de ¢, + ¢, < 1).

Es decir, se tendrin muy en cuenta los resultados menos favo-
rables, salvo cuando vayan afectados por probabilidades pequefias.

Las siguientes proposiciones van a llevar la hipotesis de
e, '+ ¢, < 1, pero no creemos que por esto van a perder importan-
cia. Para mas detalle, véase [3].

7.4. ProrosicréN.—Sea un juego bipersonal finito de suma nula
con ¢, + ¢, <<1. Entonces:

P+ P; == £41 => 3T punto de equilibrio.

7.5. ProrosicioN.—Sea un juego bipersonal finito de suma nula
con g + e, <<1.

Si P + Py'= k + 1, entonces: para todo par de equilibrio (p, q)
se tiene:

Ve, (2, 9)+VE(tg)=%+1

7.6. CoRroLARIO.—Sea un juego bipersonal finito de suma nula
con g, + g, < 1.
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Si Py + Py=F% + 1, entonces: para todo par de equilibrio-
se tiene:

Ve, (2, 9)=PH
Ve (2 9)= Py

8. Juegos infinitos continuos

A continuacién vamos a tratar de generalizar los conceptos y re-
sultados fundamentales, expuestos anteriormente para el caso finito,.
a los juegos infinitos continuos.

Esto llevara consigo un esfuerzo mayor que el requerido para el
criterio de la esperanza, por ser el R — e un criterio menos facil'
de manejar. De todos modos las generalizaciones indicadas son rea-
lizables con el esfuerzo antes sefialado.

Veamos entonces las hipétesis que hacemos:

Los dos jugadores J; y Ju eligen sendos niimeros 4 e y pertene-
cientes al intervalo [0, 1]. Por tanto, el conjunto de estrategias:
puras de los dos estard constituido por el intervalo [0, 1] (de ah¥
el nombre de estos juegos).

La funcién de pago para J; serd la funciéon A (x, y) definida em
el cuadrado unidad [0,1] x [0,1] y a la que vamos a exigir que-
sea continua (para Jy serd B (x4, ¥)).

Las estrategias mixtas para J; y Ju seran funciones de distribu--
cién sobre el intervalo [0, 1] y las representaremos, respectivamen--

te, por F (x) y G (y).

En este estudio se considerarin conjuntos de la forma:

J(x,9) €[0,1]2[0,1] /A (x, y) L 2]}
f(x, ) €[0,1]x[0,1] / A (x, y)x2};

y para y,€ [0, 1] fijo:
3“‘5[0‘1]/1\(“’5’0)53( H ExE[Oylllﬂ(x»}’o)ézf

Todos los conjuntos de este tipo seran cerrados por ser A (7, y)p
una funcién continua.
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Entonces para cada par de estrategias mixtas F () y G (v) ten-
«dremos definida una funcién de distribucién:

Heo (2)=Pra (—®,2] =Pro } (%,9) [ A (x,5) L 2| =

=f dF(x)dG(y):f [f dF(x)]dG(y)

{(x,9) [ A(x,9) £ 2} [o.1] fr/Ax,Y) £ 2}

Ahora, cada jugador debe definir un <€ [0, 1] (distinto en ge-
meral para cada uno), para poder utilizar el criterio R — .
Damos entonces la siguiente definicién.

8.1. DeriniciON.—Para cada par de estrategias mixtas F (x) y
G (y) definimos:

Ve (F,G)=max {2z | h'm_HFG (2:) L e}

que es el valor R — ¢ del par (F, G) para J:.

Ya sabemos que este miximo es alcanzable (es ademis el maxi-
mo de un intervalo).

Podemos utilizar también :

V.(F,G):maxgs/ lim dF(x)dG(y)<g€=
Zo-> z—
! {2, 9 [ A(R,9) £ 2,4

=max { z | dF (x) dG(y)>1_E$
(2, 9) / Alx,¥) = 2}
De forma completamente analoga definiriamos V*. (F, G) para Ju.

8.2 DgsrinicioN.—El valor R — ¢ del juego para J, lo represen-
taremos por P; (depende del ¢, aunque no se indique) y se define:

P, = sup inf V¢ (F,G)
P G

Anélogamente definirlamos Py para el jugador Jy.

A continuacién nos planteamos el problema de simplificar en lo
posible la expresién de P; (v lo mismo con Py). En este sentido ob-
tenemos el siguiente resultado:
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8.3. PROPOSICION.

P, = max min V. (F,y)
F Ye[0,1]

Py = mGax xen'[Air’)l] V¥ (x,G)

En el caso finito velamos una proposicién que nos permitia ex-
presar Py y Py de forma que podiamos hacer comparaciones con
los conceptos del criterio de la mediana, y que nos permitian utili-
zar algoritmos de calculo. Pensamos que es conveniente ver hasta

qué punto se puede generalizar tal proposiciéon en el caso presente
de juegos infinitos continuos.

Para esto llegamos a la siguiente proposicion:

8.4. ProrosicioON.—Las cantidades:

A=mlx§z/max inf dF(x)}l—e%
F YE€[o0,1]
£/ AWY) =z}

P, = mex min Ve (F, ¥)
F Ye([o, 1]

coinciden, y representan por tanto, las dos, a P; (valor R — ¢ del
juego).

Algo analogo tenemos para Py.

Oefinimos entonces, a continuacién, los conjuntos de estrategias
Optimas para ambos jugadores, y generalizaremos después, en lo
posible, el resultado encontrado para los juegos finitos, y que era
1til para su calculo. :

8.5. DEeFINICION.—Los conjuntos de estrategias 6ptimas R — ¢
del juego T, para J; y Ju, son respectivamente :

Ty (D)={F [ min V. (Fy)="F]

Ty ([)={G/ min  V¥(x,G)= Py |

x € [o0,1]

‘Tenemos entonces la siguiente proposicion:
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8.6. ProrosictON.—En un juego infinito continuo los conjuntos:
Tr (I')=1{F | min Ve (F, y)=Pr{
Yeo,1]
y
B=§F/ inf dF (x)>1—¢
ye[o,1]
£/ A3 =P}
coinciden.

Estos resultados, junto con otros, se pueden encontrar mis am-
pliamente desarrollados en [3], asi como sus demostraciones, de

cierta complicacién.
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