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In this paper is studied the differentiation of vector measures in topological 
spaces O. The results represent a contribution enclosed for O = R^ and real 
measures. 

En este trabajo se estudia la diferenciación de medidas vectoria
les en espacios topológicos O. Los resultados representan una con
tribución incluso cuando O = R'' y las medidas son reales. Hacemos 
constar que el punto de partida de él ha sido Rudin [10]. 

1. DEFINICIÓN.—Sea ü un espacio topológico Hausdorff y 
[x > O una medida de Borel sobre O, e. d., definida sobre la clase ^ 
de los conjuntos de Borel de O. Para casi todo x € ,Q, sea C (s) 
ima colección de subconjuntos de Borel Q de medida O < |Ji (Q) < 
< i3ü, que contienen a x, de modo que exista una red (Qi)içi en 
C (x) convergente a x. La colección completa C = M C (x) con 

[ji (O — QQ) = O se llama una base de diferenciación sobre O. 

Denotaremos por |JL* a la medida exterior asociada a |JL y supon
dremos que no existen [ji"^-átomos de medida exterior infinita, e. d., 

j i .* (A) = s u p ¡ i i * ( X ) : X c i A , | x * ( X ) < o o ! . 

2. DEFINICIÓN.—Dada una medida real m de Borel, para cada 
entorno U de x '€ Ô o, se definen los operadores 

Mu (x) = sup i L : VZDQ^CÍX) 
H - ( Q ) 
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Las derivadas superior e inferior, D m y D m, de m se defi
nen por 

D m ( í i p ) = l im M u ( ^ ) = inf Mu(¿«í^) 
U^x U 

D m ( ¿ » f ) = l im M u ( A r ) = s u p M u ( ^ ) 

para x € O .̂ Para ^ ^ 0^ pondremos 

"ÏÏm (ík?) = Dm (x) = 0. 

Se define la derivada D m sobre 

Q»« = Í A ? ^ Q o ' — o o < D m ( í ^ ) = D m ( A r ) < o o i 

por 

Dm ( í̂  ) = ÏÏm ( ík: ) . 

Se dice que m es diferenciable o derivable en casi todo O si 
|JL (O — Qw) = 0. Se dice que la base G deriva a (la integral de) la 
función / si D mf = f en casi todo O, donde 

>= í/d^ mf{A)== I fd^ (A € m 

En este caso se escribe D / en lugar de D ^ / . Dado un espacio E 
de funciones / : O —> R se dice que G deriva a E si deriva a cada 
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función de E. En particular, se dice qua la base C es de densidad 
si deriva a las funciones características /A de los conjuntos medibles. 

3. DEFINICIÓN.—Una colección de ^ de subconjuntos de O se 
dice un cubrimiento de Vitali de A c: O si, para cada x € A, existe 
una red (QOí'ei ^^ ^ ^ ^ (^) ^^^ converge a x. 

4. TEOREMA.—Si m ^ O es una medida de Borel, exteriormen-
te re guiar j la propiedad P-^ implica la propiedad P\ : 

P j . Para todo conjunto A de medida exterior ¡i^ (A) <C <K), 
existe una constante M > O, tal que, para cada cubrimiento de Vi
tali ^ de A existe una sucesión (Qn) de Qn ^ ^ ^^^ verifica 

^*(A)^M ^^{Qn) y ^iQ^^ M, 

siendo XQ l^ función característica de Q. 

F\. Si m (A) = 0 (^ •€ ¿B), se tiene ^m = O en casi todo A. 

DEMOSTRACIÓN.—Dado e > O, por ser m exteriormente regailar^ 
existe un abierto G 3 A tal que m (G) < s. 

Para k€N sea 

Aj,,= \x ^ A f] ùo' 'Dm{x)>k-i\ 

y A% un subconjunto de medida exterior finita de A*:: iJL'̂ (A ĵt) <'3ü. 
Entonces el conjunto 

es un cubrimiento de Vitali de A^^. Por tanto, existe una constante 
M = M ;̂t > O y una sucesión (Q,„) de Q,,'€ <^ tal que 

ft ft 

De esto resulta 

ji * ( AÔ  ) ^ ^ M ^ m{Qn) ^^M^m ( ( J Q« ) ^ kU^ m (G) ^ k M"-£ 
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y 

|Jl * ( AO^ ) ^ i M2 £ 

para todo e > 0. Luego [x̂  (A%) = O y 

^ * ( A ^ ) = sup|i*(AO^) = 0 

puesto que no existen [ji^-átomos de medida exterior infinita. 

Finalmente, como 

Î ^ Ç A f l S o : D m ( A ; ) > O i = U Ak. 
k = i 

se deduce que D m = O en casi todo A. 

5. TEOREMA.—Si m > O ^^ una medida de Borel \L-singuiar cofi 
la propiedad P\, entonces Z) m = O en casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser m ^-singular, existe un Z '€ ^ de me
dida [Ji (Z) = O tal que m (O — Z) = O, entonces D m = O en casi 
todo O — Z y en casi todo O según P'^. 

6. TEOREMA.—Si f es una función real integí-ahle y si, para cada 
a '€ R y 

A=z\x Ç:il: f ( x ) < r a ¡ y ^ = S x Ç Q : f ( x ) > a i , 

la medida 

ma{Q)= I {í-a)d^ (Q € ¿B) 

Q-A 

tiene la propiedad P\, entonces D í = í en casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea m = m/, A = {.ir'€ O : / (JT) < x} y X = ma. 

Entonces 

/ 
Q 

file:///L-sin
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y puesto que D X = O en casi todo A, se tiene D m < a en casi 
todo A. 

Por tanto, si 

Ar=:\x eíl: f{x)<r<(Dm)(x)\, 

se tiene ¡i (A^) = [JL̂  (A^) = 0. Ahora bien, como 

A'==\x^Q: f(x)<{Dm)(x)\ 

'€S unión contable de conjuntos A ,̂ se tiene [x (A') = O, e. d., 

D m <: f en casi todo O. 

Si se reemplaza m por — m y / por — /, resulta D m > / en 
casi todo ü. Por consiguiente, 

— 00 < (JDm)(x) = / (x)=z ("Fm)(x)<(x> 

en casi todo ü, e. d., D / = / en casi todo Q. 

7. TEOREMA.—En la hipótesis F j , si m es una medida compleja 
4e Borel, exteriormente regular, sobre Ü, se tiene: 

7.1. m es diferenciahle en casi todo O. 
7.2. D va es integrable, 
7.3. Para todo conjunto A de Borel, se verifica 

m { ^ ) = r Dm d |JL + nis (A), 

'donde mg ± [JL 3; Z) ms = O ^^ casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Resulta de los teoremas 4, 5, 6 y del teorema 
•de descomposición de Lebesgue. 

8. DEFJNICIÓN.—Una medida de Borel m con valores en un 
-e. 1. c. s. E se dice diferenciable en JT'C OQ si existe 3? € E tal que 

lim 1 ^ = j y (Q 6 €{x)). 
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Entonces se pone 
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(Dm) (x)=y. 

En esta definición lo esencial es que m esté definida sobre C 
Para las medidas vectoriales se extienden los conceptos y nota

ciones de la definición 2. 

9. TEOREMA.—Sean E un espacio de Banach y f: O — > E una 
función iL-integrable Bochner. Supongamos que, para cada j^E 
y r > O, la m^edida de Borel 

: m, {Q)= I (|f| + l)dix 

satisface P\ para 

^o = | x € Q : ||f ( x ) - y | | ^ r ¡ . 

Entonces D í = t en casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Es claro que se puede suponer / medible Borel 
y separable. Sean (yn) una sucesión densa en / (O), 

AAk=\x£Q: \\f(x)^y;,\\ ^ k'^ \ 

'í ^kk{Q)= I (1 /1 + 1)^11. 

Entonces, según P'^, existe un conjunto A\jc ^ A/jĵ  tal que 

^(A/.k — A'kk) = 0 y {Üm/,k) (x) = O 

para todo x € A^k- De esto resulta 

lim > » ( Q ) 
= 0 (Q€C(*r ) ) 
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para x € A'njc, siendo m = m^ y 

m'kk (Q): 

Como por otra parte se tiene 

pt(Q) Q) J 

/ ( ^ ) ^ 

/ (o - / ( * ) i i av-{n + 
I I / ( 

Qn*-hk 
v-ÍQ) 3) J 

Q-^hk-

hm 11 —f(x) 

para x € A ' M , resulta 

lim 
nt(Q) 

- / (^ ) 
k 

para ,1; € A^^ y, por tanto, también para 

Es claro que 

00 

lit ( Q - A ' ^ ) ^ 2 ^ ! X ( A A * - A ' A ^ ) = 0 . 
A = l 

Sea A = O A'jt, entonces [x (Q — A) = 0 y, para cada ^ '€ A, se 

tiene 

lim 
Q-> X 

- / ( * ) ^ — ( Q € C ( í < r ) ) 
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3)ara todo é, e. d., 

Hm — ^ - ^ = / ( ^ ) (Q€ C{x)) 

(Dm)(x)=/{x). 

En resumen, D / = / en casi todo O. 
La misma demostración anterior permite establecer el teorema 

«cuando / es una función jjt-medible, absolutamente integrable sobre 
los conjuntos de medida finita. 

10. TEOREMA.—Sean E un espacio de Fréchet y í: O —> E 
Mna función ¡L-medible, absolutamente integrable sobre los conjuntos 
.de añedida finita. Supongamos : 

10.1. ¡L es exteriormente regular. 
10.2. Se verifica la condición P^. 
Entonces D i = i es casi todo O. 

DEMOSTRACIÓN.—Para cada entorno absolutamente convexo y ce
rrado U de O en E, sea TCU la aplicación canónica E —> Eu (com-
pleción de Eu). Entonces por los teoremas 4 y 9 se tiene D T C U » ^ / = 
= ^u ° / en casi todo O, de donde, teniendo en cuenta que E es me-
trizable y que existe una sucesión fundamental de entornos de O en 
Mj se deduce que T> f = f en casi todo O. 

11. TEOREMA.—Si í ^ O es una función real \x-niedible y \i es 
.exteriormente regular, la propiedad P^ implica la propiedad P'^. 

P2. Para todo conjunto A de medida exterior finita, existen dos 
constantes M > O 3; t > O, dos funciones reales no decrecientes ^ 
y ^ sobre R**", nulas en el origen, y un abierto G ^ A tales que: 

a) /G # (f/s) d jji < i3o para todo s > 0. 
b) u V < # (ü) + ^ (v) para u, v > 0. 
c) Para todo cubrimiento de Vitali ^ de A, hay una sucesión 

((Qn) de Qn'^ ^ que verifican 

^*iA)^M ^ ^(Qn) 

file:///x-niedible
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¡^(T^^"")'^^-'^ 

P\. Si A es medible y nif (A) = O, e. oí., f = O en casi todo A, 
^e tiene D f = D nif = O en casi todo A. 

DEMOSTRACIÓN.—Para ^ '€ N sea 

y Â 'ifc un subconjunto de medida exterior finita de A^: íx*(A%)<ix>. 
Entonces, existe un abierto G = G ît 3 A^^ tal que 

/ 
^{/l s)d^<ao 

G 

para todo ^ > 0. 
Dado € > O, por ser ]x exteriormente regular, existe un abierto 

<Í5 tal que 

y 

<b(fls) d^<e 

Ge 

Por otra parte, 

ees un cubrimiento de Vitali de A%. Por tanto, existen dos cons
tantes M = M ĵi: > O y ¿ = ¿% > O, dos funciones no decrecientes 
# í= # \ y 4̂  = 4̂ °* sobre R^, nulas en el origen, dependientes sola

mente de A%, tales que se puede extraer una sucesión (Qn) de ^ 
-que verifica 
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.hÍT?-.] du. ^ M 

De todo esto resulta 

n J n 

G . G . 

^ kstU (£ + M) 

para todo e > 0. Luego 

l J i* (Ao^) ^ >è j / M » 

para todo Í >> O, 

|x*(AO^) = 0 

y [x"̂  (Ajfc) = O puesto que no existen [x'^-átomos de medida exterior 
infinita. 

Finalmente, como 

09 

se deduce que D m = O en casi todo A. 

12. TEOREMA.—Sean E un espacio de Fréchet y í\ O —> E 
una función ¡i-medible. Supongamos : 

12.1. ]x es exteriormente regular, 

12.2. Para cada seminorma p de E, la función p o f cumple IŒ-
condición P^. 

Entonces D í = i en casi todo Q. 
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DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 10, tenien-
'do en cuenta los teoremas 9 y 11. Obsérvese que / es localmente 
^Integrable en el sentido de que es integrable sobre los conjuntos 
'de medida finita. 

13. TEOREMA.—Si f > O es una función real ^-medible y ]x es 
'£s exteriormente regular, la propiedad P^ implica la propiedad 

p\ (= p'-ù-
Pg. Para todo conjunto A de medida exterior finita, existen 

una constante M > O, una función real no decreciente ^ sobre R"̂ , 
Mula en el origen, y un abierto G ^ A tales que : 

a) I f I < M" sobre G. 

b) lim '4' (u)/u = oo. 

c) Para todo cubrimiento de Vitali ^ de A, hay una sucesión 
KQn) de Qn '̂  ^ cí^^ verifican 

^*{A)^M ^ VL {Qn) 

y 

/*(?'-) d ^ ^ M . 

P'g. Si A es medible y mf {A) = O, e. d., i = O en casi todo A y 
.se tiene D í = D nif = O en casi todo A. 

DEMOSTRACIÓN.—Para ^ '€ N sea 

A>i = í ^ € A n Q o - Dm (:»?)> ^ - i ( {m = mf) 

y A% un subconjunto de medida exterior finita de A^: [JL* (A^) < ^V). 
Entonces existe un abierto G = G^k, wna constante M = M.^^ > O 
y una función real no decreciente «̂  = ^ \ sobre R+, nula en el ori-
igtn, en las condiciones a), b) y c). 

Dado e >• O, existe un a > O tal que 

u ^ e (|> ( w ) 
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para w > a, y se puede determinar un abierto Ge de modo que-

Ah c Gg e G 

. / / . l t < e 

G p 

Por otra parte, 

<V=]QeC: m{Q)>k-^^{Q), Q CZ Ge i 

es un cubrimiento de Vitali de A^^. Por tanto, hay una sucesión (Qn} 
de Qn '€ ^ que verifica 

í*(?'" \ n I 

De todo esto resulta 

n J n 

puesto que, si 

se tiene 

Gg H G e - H 

Ge Ge 
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Luego 

ix * ( AÔ  ) < i M ( 1 + M2 ) s 

para todo e > O, ¡i^ (A^k) = O y [x̂  (A¿) = O ya que no existen ¡i^'-
átomos de medida exterior infinita. 

14. TEOREMA.—Sean E un espacio de Fréchet y f: Q—> E^ 
mía función ii-medible. Supongamos : 

14.1. i[ji es exteriormente regular con la propiedad P^: b) y c).-

14.2. f es esencialmente acotada sobre todo conjunto de medida*' 
finita. 

Entonces D i = í en casi todo ü . 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 10, teniendo* 
en cuenta los teoremas 9 y 13. 

15. TEOREMA.—Si [x es exteriormente regular con la propiedad' 
Pg.* b), c), existe un lifting casi fuerte sobre el álgebra JO'^ de las-
funciones reales medibles esencialmente acotadas. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en el teorema 15 de [9],. 
teniendo en cuenta el teorema 14 para E = R. 

16. TEOREMA.—Si í ^ O es una función real [i-medible y [L es' 
exteriormente regular, la propiedad P^ implica la propiedad P\^ 

(= p'ù-
P4. Para todo conjunto A de añedida exterior finita, existen dos-

constantes M > O 3̂  s >> O, tres funciones reales no decrecientes í>y. 
4̂  3; T, nulas en el origen, y un abierto G "^ A tales que: 

a) / G ^ (f/s) d «[Ji < i3ü. 

b) u V < # (u) + ^ (v) para u, v > 0. 

C) lim T (u ) /u = 130. 
u -V eo 

d) . Para todo cubrimiento de Vitali ^ de A, hay una sucesión'^ 
(QB) de Qii'€ ^ que verifican: 

^HA)<M ^ ^(Qn 
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/*•'(?'•»-) ¿/u. < M. 

1^4. Si A es medible y mf (A) = 0, e. d., f = O en casi todo A, 
se tiene D í = D vñf = O en casi todo A. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta proceder como en los teoremas 11 y 13, 
teniendo en cuenta: 

Dado e > O, existe un a > O tal que 

U <, BT {U) 

para u > a, y se puede determinar un abierto G,s de modo que 

AO^cGeCG, a l / í / | j L < £ y I ^ l — \ d^<U . 

Entonces 

^ = 1 Q € C : m{Q)>k-^^{Q), Q C G. í 

'€s un cubrimiento de Vitali de A^ .̂ Por tanto, hay una sucesión (Qn) 
de Qn € ^ que verifican 

j ^^^[2 y-o,j^\^ < M 

Por tanto, si 

a >, 
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tse tiene 

Qg H Gg — H Gg Gg 

J \ s I 
Ge Ge 

De esto resulta 

VL * ( AO^ ) < /è M ( 1 4 - 2 M í ) £ 

3)ara todo e > O, e. d., [L^ (A\) = 0. 

De igual forma que antes podemos establecer : 

17. TEOREMA.—Sean E un espacio de Fréchet y í: Q —>• E 
Mna función \i-medible. Supongamos : 

17.1. ,[JL es exteriormente regular, 

17.2. Para cada seminorma p de E y para cada conjunto A de 
miedida exterior finita, la función p ° f cumple P^ o P^, o bien P^. 

Entonces D í = í en casi todo ü . 

18. TEOREMA.—Sean E un e, L c. s., C una base de densidad 
y f: O — > E una función ¡i-medible, integrable sobre cada con

junto de medida finita y tal que la envoltura absolutamente convexa 

y cerrada acó f (Q) de f (O) es un subconjunto metrizable de E, Su
pongamos que, para cada seminorma p de E, existe una función 
real gp > O <\L-medible e integrable sobre cada conjunto de medida 
finita que verifica: 

18.1. lim [JL ({x : gp (x) > n}) = 0. 

18.2. p o f ,< 

18.3. C deriv 

Entonces D í = í en casi todo O. 

18.3. G deriva a nig = / gp d [Ji. 

DEMOSTRACIÓN.—Por el teorema 6 o el teorema 9, C deriva a 
]L- (|x) = D - (|JL, R). 

file:///i-medible
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Sea E = R y / > 0. Para n € N, definamos 

. / ( y) si / {x) > n 

' o si f (x) <,n 

fn (X) = / ( ^ ) ^ / « {X). 

Igualmente, para ^ = ^p ( > /) se tiene una descomposición 
análoga 

Como G es una base de densidad, según acabamos de ver se tiene 
D gn í= gn en casi todo O y, por tanto, D ^^ = ^ en casi todo O. 
Siendo 

I / « ^ i i < . / g^d^, 
(Q) J V- (Q) J 

para a > O se verifica 

)^*{]x: | F m / ( A : ) - / ( : ^ ) | ^ « j = : i i . * ( j ^ : D¡n/« ( ^ ) - / M ^ ) | > « i > 

< | j t* i h r : •Dm^ ' ' ( ^ )>™ ( I + H- N A; : ^ « ( ^ ) > ~ ) < 

= 2 | i I L : gn(x)> l - \ \ = 2^(\x: g{x)'>n\) ^ O 

cuando n-—> DO. Luego DfyUf = f en casi todd ¡Q. Análogamente^ 
P mf = / en casi todo O. Entonces D / = D mf = O en casi todo Ü. 

Ahora podemos pasar al caso general. Como /? ° / ' < gp, del re^ 
sultado anterior se deduce que, si 

/ ' 
' « o ( Q ) = / {p '>f^\)d<^ (A € á B ) , 

Q - A 
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se tiene D m.o = O en casi todo A. De esto se obtiene si se procede 
como en el teorema 9, por ser / esencialmente separable, que 

- W (Q) I 
lim 

en casi todo Q para cada seminorma p de E. Entonces, si se tiene 

en cuenta que acó / (Q) es metrizable y que m/ (Q)/[i (Q) ^ acó / (Q)^ 
resulta 

lim -̂  =/{^) {QeC(x)) 

en casi todo O, e. d., D / = D w,/ = / en casi todo ü. 
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