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In this paper is studied the differentiation of vector measures in topological
spaces . The results represent a contribution enclosed for Q = R® and real
measures.

En este trabajo se estudia la diferenciacion de medidas vectoria-
les en espacios topoldgicos Q. Los resultados representan una con-
tribucién incluso cuando Q@ = R" y las medidas son reales. Hacemos
constar que el punto de partida de él ha sido Rudin [10].

1. DeriniciON.—Sea Q un espacio topoldogico Hausdorff y
¢ > 0 una medida de Borel sobre Q, e. d., definida sobre la clase &B
de los conjuntos de Borel de Q. Para casi todo #'€Q, sea C (¥)
una coleccién de subconjuntos de Borel Q de medida 0 << ¢ (Q) <
<< o0, que contienen a #, de modo que exista una red (Q))ic: en
C (x) convergente a x. La coleccién completa C = U C (x) con

€9,

p(Q—Q,) =0 se lama una base de diferenciacién sobre Q.

Denotaremos por u* a la medida exterior asociada a g y supon-
dremos que no existen p*-dtomos de medida exterior infinita, e. d.,

p*(A)y==sup jp*(X): XCA, p*(X)<oof.

2. DerniciON.—Dada una medida real m de Borel, para cada
entorno U de x € Q,, se definen los operadores

m(Q)
r(Q)

Vu(x)=sup

UDQEC’(x)
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m(Q)
p(Q)

UDQEeEC(x); -

My (x) = inf

Las derivadas superior e inferior, Dm y Dm, de m se defi-
mnen por

Dm (x) = lim My(x)= inf My(x)
u->=x u

Dm (x)= lim My(x)= sup My (x)
- u->=x " u

para x € Q,. Para x ¢ Q, pondremos
Dm (x)=Dm (x)=0.
Se define la derivada D m sobre
Qu=1{x€Q: —o <Dm(x)=Dm(x)<of
por
Dm (x)=Dm (x).

Se dice que m es diferenciable o derivable en casi todo Q si
2 (Q — Qn) = 0. Se dice que la base C deriva a (la integral de) la
funcién f si D my = f en casi todo Q, donde

mp (A)= ffdu (A€ B).
A

En este caso se escribe D f en lugar de D my. Dado un espacio E
de funciones f: O —» R se dice que € deriva a E si deriva a cada
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funcién de E. En particular, se dice qua la base C es de densidad
si deriva a las funciones caracteristicas y, de los conjuntos medibles.

3. DerinicioN.—Una coleccién de P de subconjuntos de Q se
dice un cubrimiento de Vitali de A C Q si, para cada x € A, existe
una red (Q:)fer en P N € (x) que converge a x.

4. TEOREMA.—Si m > 0 es una wmedida de Borel, exteriormen-
te regular, la propiedad P, implica la propiedad P’,:

P,. Para todo conjunto A de medida exterior p* (4) <<oo,
existe una constante M > 0, tal que, para cada cubrimiento de Vi-
tali D de A existe una sucesion (Qn) de Qn € P que verifica

RV LM D p(a) 3 D yp £ M,

siendo yq la funcién caracteristica de Q.
P.. Sim(4) =0 (A€B), se tiene Dm = 0 en casi todo A.

DeMosTrRACION.—Dado ¢ > 0, por ser m exteriormente regular,
existe un abierto G D A tal que m (G) <.

Para k€ N sea
Ay=]x € AN Q: Dm(x)> 41

y A’ un subconjunto de medida exterior finita de Az: p¥ (A%) <<oo.
Entonces el conjunto

VP={Q€C: m(Q)>%1p(Q), QG|

es un cubrimiento de Vitali de A%. Por tanto, existe una constante
M= M% > 0 y una sucesién (Q,) de Q,€ P tal que

BRA%) M D p(Q) Y D g, £ M.
De esto resulta

p*(A%) < kM D) m(Q) < iMim (| 0n) cemm(e) 2 amee

”
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p¥(A%) L EM2e
para todo ¢ > 0. Luego p* (A% =0y
w*(Ap)=supp*(A%)=0
puesto que no existen p*-dtomos de medida exterior infinita.

Finalmente, como

j*x €A NQ: Dm(x)>0{= U Az,

k=1

se deduce que D m = 0 en casi todo A.

5. TEOREMA.—Si m > 0 es una medida de Borel p-singular con
la propiedad P’,, entonces D m = 0 en casi todo Q.

DeMosTRACION.—Por ser m p-singular, existe un Z € &B de me-
dida ¢ (Z) = 0 tal que m (@ — Z) = 0, entonces D m = 0 en casi
todo Q — Z y en casi todo Q segin P’,.

6. TEOREMA.—Si f es una funcidn real integrable vy si, para cada
2€R y

A={x€Q: f(x)<af{ 9 Ad=}x€Q:f(x)>al,
lo medida

ma (Q)= (f—a)dp (Q€B)
Q—d

tiene la propiedad P’,, entonces D f = f en casi todo Q.

DEMOSTRACION.—Sea m = my, A = {xr € Q:f (x) <a} y A = m,.
Entonces

M(Q)~aP(Q)=f(f—a)dPél('Q)
Q
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y puesto que D A'=0 en casi todo A, se tiene Dm <« en casi
todo A.
Por tanto, si

Ar=]x€Q: f(x)<r<(Dm)(x)},

se tiene p (A,) = ¥ (A,) = 0. Ahora bien, como

A=}x€Q: f(x)<(-5_m)(x”

s unién contable de conjuntos A,, se tiene p (A) =10, e. d,

D m < f en casi todo Q.

Si se reemplaza m por —m y f por —f, resulta Dm > f en
casi todo Q. Por consiguiente,

—® < (Dm)(x)=f (#)=(Dm)(x) <
-en casi todo Q, e. d., D f = f en casi todo Q.

7. TEOREMA.—En la hipdtesis P,, si m es una medida compleja
de Borel, exteriormente regular, sobre Q, se tiene:

7.1. m es diferenciable en casi todo Q.
7.2. Dm es integrable.
7.3. Para todo conjunto A de Borel, se verifica

m(A)=fDmdp.+ms(A).

4

donde mg L py Dm, =0 en casi todo Q.

DeMosTrACION.—Resulta de los teoremas 4, 5, 6 y del teorema
«de descomposicién de Lebesgue.

8. DEerjNicION.—Una medida de Borel m con valores en un
e. 1. c. s. E se dice diferenciable en x € Q, si existe y € E tal que

e m(Q)
m
e>x p(Q)

=y (Q€eC(x)),
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Entonces se pone
(Dm) (x)=y.

En esta definicién lo esencial es que m esté definida sobre C.
Para las medidas vectoriales se extienden los conceptos y nota-
ciones de la definiciéon 2.

9. TeorREMA.—Sean E un espacio de Banach y f: Q —» E una
funcidn p-integrable Bochmner. Supongamos que, para cada y € E
y r>0, la medida de Borel

m, : mo(Q)=‘/‘(lf|-+-1)dlJL
Q— 4
satisface P’, para
4p=1x€Q: Ilf(x_)—YIIéff'
Entonces D f = f en casi todo Q.

DeMosTrACION.—Es claro que se puede suponer f medible Borel
y separable. Sean (y,) una sucesiéon densa en f (Q),

Anv=1}x €Q: |l f (%)=l <&}

mhh(Q)=f(|f|+1)dtl-

Q—Aui
Entonces, segtin P’,, existe un conjunto A’y C A,,,€ tal que
R(Ask—A%2)=0 y (Dms)(x)=0

para todo x € A’y. De esto resulta

m(Q) _ mir(Q)
b (Q) b (Q)

lim
Q=>=x

“=0 (Q € C(x))
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para x'€ A’y, siendo m = my y

m’;,k(Q)=ffdp.

QNA,,
Como por otra parte se tiene
H——'"'""(Q) —F)| <
®(Q)
1 .
- fllf(t)-f(x)ll du(t)+wfdw
p(Q) ®(Q)
QNA,, Q—Ask
y
im | 22 sl 2 2 (gee)
Q> 1 (Q) £
para x € Ay, resulta
_ 2
im | 22 22 (gecixn
>z || w(Q) %

para x € A’y y, por tanto, también para

©
x € A= U Apy

h=1

Es claro que

B (Q— A% £ D p(Arg— A%y)=0.
A=1

on

Sea A = n A’;, entonces p (Q — A) = 0 y, para cada v € A, se
n=1

tiene

2

k

m(Q)
®(Q)

lim
Q>

"f(x)“é (Q€C(x))
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para todo k&, e. d.,

e ()
m

>z p(Q)

=/(x) (Q€C(x))

(Dm) (%)= f ().

En resumen, D f = f en casi todo Q.

La misma demostracién anterior permite establecer el teorema
«cuando f es una funcién g-medible, absolutamente integrable sobre
los conjuntos de medida finita.

10. TeorREMA.—Sean E un espacio de Fréchet vy f: Q—» E
una funcion p-medible, absolutamente integrable sobre los conjuntos
de medida finita. Supongamos:

10.1. p es exteriormente regular.

10.2. Se verifica la condicidn P,.

Entonces D = { es casi todo Q.

DemosTRACION.—Para cada entorno absolutamente convexo y ce-
rrado U de 0 en E, sea =y la aplicacién canénica E — Ey (com-
‘plecién de Ey). Entonces por los teoremas 4 y 9 se tiene D wy o my =
= 7y o f en casi todo Q, de donde, teniendo en cuenta que E es me-
trizable y que existe una sucesién fundamental de entornos de 0 en
JE, se deduce que D f = f en casi todo Q.

11. TEOREMA.—Si f > 0 es una funcion real p-medible y p es
exteriormente regular, la propiedad P, implica la propiedad P’,.

P,. Para todo conjunio A de medida exterior finita, existen dos
constantes M >0 y t >0, dos funciones reales no decrecientes ®
~ Y sobre R, nulas en el origen, y un abierto G D A tales que:

a) fo @ (f/s)d p <o pare todo s > 0.

b) uv<® @) + ¢ (v) pare u, v > 0.

c) Para todo cubrimiento de Vitali <D de A, hay una sucesién
Q. de Qn'€ D que verifican

et (A) £ M D) p(0a)
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Jol ) eren
t n
Q

P,. Si A es medible y m; (A) =0, e. d., f = 0 en casi todo 4,
Se tiene Df = Dm; = 0 en cast todo A.

DeEMOSTRACION.—Para k€ N sea

Ay=1]x€ANQ: Dm(x)>4r"{ (m=my)

vy A% un subconjuﬁto de medida exterior finita de Ag: p* (A%) <oo.
Entonces, existe un abierto G = G% D A% tal que

f¢(f/5)du<oo

G

-para todo s > 0.

Dado ¢ >0, por ser p exteriormente regular, existe un abierto
‘G, tal que

A%, G, G

f®(f/S)du<s-

G

Por otra parte,

P=1Q€eC: m(Q)>41p(Q), Qc G}

s un cubrimiento de Vitali de A%. Por tanto, existen dos cons-
tantes M = M% >0 y ¢t = t% >0, dos funciones no decrecientes
® = 0% y ¢ = Y% sobre R+, nulas en el origen, dependientes sola-

mente de A%, tales que se puede extraer una sucesion (Q,) de <P
que verifica

BF(A%) M D) 5 (Qn)
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De todo esto resulta

Po(Aok)ékMZm(Q,.)szffZZQ”dpé
G

o] [ (Z)ors [o( - Zra) o]

Ss

ZEstM (e + M)
para todo ¢ > 0. Luego

w¥(A%) L kst M3

para todo s >0,
p*(A%)=0

v ¥ (Ar) = 0 puesto que no existen w*-atomos de medida exterior
infinita.
Finalmente, como

lx€ANQ: Dm(x)>01= | A,
k=1

se deduce que D m = 0 en casi todo A.

12. TEeoREMA.—Sean E un espacio de Fréchet v f: Q — E
una funcion p-medible. Supongamos:

12.1. u es exteriormente regular.

12.2. Para cede seminorme p de E, la funcidn p o f cumple la
condicién P,.

Entonces DI =1 en casi todo Q.
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DEeMOSTRACION.—Basta proceder como en el teorema 10, tenien-
«do en cuenta los teoremas 9 y 11. Obsérvese que f es localmente
integrable en el sentido de que es integrable sobre los conjuntos
«de medida finita.

13. TEOREMA.—Si f > 0 es una funcidn real p-medible y p es
s exteriormente regular, la propiedad P, implica la propiedad
P, (= P,).

P,. Para todo conjunto A de wmedida exterior finita, existen
-une constante M > 0, una funcidn real no decreciente ¢ sobre R,
aula en el origen, y un abierto G D A tales que:

a) |f| <M sobre G.

b) lm (u)/u = no.

n->» o

¢) Para todo cubrimiento de Vitali P de A, hay una sucesién
«(Qu) de Qu€ D que verifican

et ()£ M D (0a)

[olZ o

Q

P,. Si A es medible y m;(A) =0, e. d., { =0 en casi todo A,
se tiene Df = Dm, = 0 en cast todo A.

DeMoSsTRACION.—Para k'€ N sea

Ay,=1*€ANQ: Dm(x)>r1| (m=my)

'y A% un subconjunto de medida exterior finita de A;: p* (A%) <oc.
‘Entonces existe un abierto G = G%, una constante M = M°% >0
-y una funcién real no decreciente ¢ = ¢°% sobre R*, nula en el ori-
-gen, en las condiciones a), b) y c).

Dado ¢ > 0, existe un «» > 0 tal que

©wZLed(u)
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para u > «, y se puede determinar un abierto Ge de modo que

A% Cc GeC G

affdp.<e.
GE

P=1Q€C: m(Q)>&1u(Q), QcGel

Por otra parte,

es un cubrimiento de Vitali de A%. Por tanto, hay una sucesion (Q,p
de Q,€ D que verifica

BH(A%) M D p (Qn)

[ wforen

De todo esto resulta

LH(A%) < AM D) m(Q~)=kM[fZ Yq, 40 LEM(14M)e

n
GE

puesto que, si

H=

* € Ge: ZXQné"‘%

ffoQ”dp=f+fé
Ge " H Gg— H

Saffdp.—]—erqa( ZZQ”)dPéE‘*'EM’*
GE GB g

se tiene
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Luego
p*(A%) =AM (1+ M?)e

para todo ¢ >0, p* (A%) =0 y pn* (Ay) = 0 ya que no existen p¥-
dtomos de medida exterior infinita.

14. TEeOREMA.—Sean E wun espacio de Fréchet v f: Q—s E:
une funcién p-medible. Supongamos:

14.1. p es exteriormente regular con la propiedad P,: b) y c).-

14.2. f es esencialmente acotada sobre todo conjunto de medida
finita.

Entonces D f =1 en casi todo Q.

DeMoSTRACION.—Basta proceder como en el teorema 10, teniendo-
en cuenta los teoremas 9 y 13.

15. TEOREMA.—Si y. es exteriormente regular con la propiedad
P,: b), ¢), existe un lifting casi fuerie sobre el dlgebra L% de las
funciones reales medibles esencialmente acotadas.

DEMOSTRACION.—Basta proceder como en el teorema 15 de [9],.
teniendo en cuenta el teorema 14 para E = R.

16. TeoREMA.—Si f > 0 es una funcidn real p-medible y p es
exteriormente regular, la propiedad P, implica la propiedad P’,
(= Py).

P,. Para todo conjuntio A de medida exterior finite, existen dos
constantes M >0 vy s > 0, ires funciones reales no decrecientes ®,.
Uy 1, nulas en el origen, y un abierto G D A tales que:

a) fo® (f/s) dp <00,

b) uv<®(u) + ¢ (v) pare u, v > 0.

¢) lim< (u)/u = bo. '

u-> o

d) . Para todo cubrimiento de Vitali P de A, hay una sucesiéw
(Qn) de Q.€ D que verifican:

pHA) S U D] (0n)
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f¢°t(2 '/_Q”)dp.SM.

”
Q

P, Si A es medible y m;(A) =0, e. d., f =0 en casi todo A,
se tiene Df = D m;= 0 en casi todo A.

DeMosTrACION.—Basta proceder como en los teoremas 11 y 13,
teniendo en cuenta:
Dado ¢ > 0, existe un « > 0 tal que
u<cet(u)
para # > o, y se puede determinar un abierto G. de modo que

A% C GG, affdp.<e y f@(i)dp.SM.
s
GG

Ge

Entonces

P=1Q€C: m(Q)>%"1p(Q), QC Gt

s un cubrimiento de Vitali de A%. Por tanto, hay una sucesién (Q,)
de Q. € D que verifican

pF(A%) S M D (Qa)

Por tanto, si
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se tiene

ffz 'I.Q”d}*=f+fgaffdp+sfft(zlqn)dp§
Ge H Gg—H Gg G

Sev-l-s:f(b(_i_)dp.—[—s.&' [¢ot ( ZZQ“)dpS(1+2M$)e.

s
Ge Ge

De esto resulta
p*(A%) < AM (142Ms)e

para todo ¢ >0, e. d., p¥ (A%) = 0.

De igual forma que antes podemos establecer:

17. TreorEMA.—Sean E un espacio de Fréchet y f: Q— E
auna funcion p-medible. Supongamos :

17.1. p es exteriormente regular.

17.2. Para cada seminorma p de E y para cada conjunio A de
amedida exterior finita, la funcién p - {f cumple P, o P,, o bien P,.

Entonces DI =1 en casi todo Q.

18. TEOREMA.—Sean E un e. l. c. s., C una base de densidad
vy f: Q —s E una funcién p-medible, integrable sobre cada con-
Junto de medida finita y tal que la envoltura absolutamente convexa
y cerrada aco f (Q) de f (Q) es un subconjunto metrizable de E. Su-
pongamos que, para cada seminorma p de E, existe una funcién
real gy, > 0 p-medible e integrable sobre cada conjunto de wmedida
finita que verifica:

18.1. Iimyp ({x: g, (x) > n}) = 0.
18.2. p-f<g,

18.3. C deriva a mg = Jgpdyp.
Entonces Df =1 en casi todo Q.

DeMOSTRACION.—Por el teorema 6 o el teorema 9, € deriva a
L= (w) = I (s, R).
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Sea E=R y f> 0. Para n € N, definamos

f(x) si f(x)=n
0 si f(x)<n

fr(x) =

Ju(x)=f(x)—f"(x).

Igualmente, para g = g, (> f) se tiene una descomposicion
aniloga

g=8"+gn. -

Como € es una base de densidad, segin acabamos de ver se tiene
D g,i= g, en casi todo Q y, por tanto, D g" = g" en casi todo Q.

Siendo
1 1
[rons [oen
p(Q) p(Q) .
Q . Q

para « > 0 se verifica

p*(Jx: |Dmp(x)—f(x)|>Saf=p*(Jx: Dmp#(x)—sfn(x)|>al)

Su*( x: me~(x)>-;-§)+'u* (gx: f"(x)>%§) <

Sp.*(gx: —ﬁmg”(x)>§:)+p (%x: g"(x)>g.€) <

=2p(§x:‘g"(x)>%$)=2p(§xi glx)=nl) — 0

cuando # ——> po. Luego D my = f en casi todo Q. Anilogamente,
D m; = f en casi todo Q. Entonces D f = D m; = 0 en casi todo Q.

Ahora podemos pasar al caso general. Como p o f'<< gp, del re-
sultado anterior se deduce que, si

mo(Q)=f(15°f+1)du (A€EB),

Q—aA
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se tiene D m, = 0 en casi todo A. De esto se obtiene si se procede
como en el teorema 9, por ser f esencialmente separable, que

lim ?(mf(Q)

—-f(x))=0 (Q€C(x))
r(Q)

Q> =z

en casi todo Q para cada seminorma p de E. Entonces, si se tiene

en cuenta que aco f (Q) es metrizable y que m; (Q)/1 (Q) € aco f (Q),
resulta

im ()
Q>z  u(Q)

=f(x) (Q€C(x))

en casi todo Q, e. d., D f = D my; = f en casi todo Q.
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