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The almost-u-Lusin spaces have been defined by us in [5]. In this paper we
wse a natural basis of differentiation over them ‘which has very remarkable pro-
perties of covernig. Like an application of the theory of differentiation of measu-
res developped here, it is obtained an almost strong lifting over the space L7
of the real measurable functions essentially bounded. Using resources of the
itheory of martingals we also find the derivative of vector measures valued in a
Fréchet space.

Los semi-p-espacios de Lusin los hemos definido en [5]. En
este trabajo utilizamos una base natural de diferenciaciéon sobre ellos
que tiene propiedades muy notables de cubrimiento. Como aplicacién
de la teoria de diferenciaciéon de medidas aqui desarrollada, se ob-
tiene un lifting casi fuerte sobre el espacio £ de las funciones rea-
les medibles esencialmente acotadas. Utilizando recursos de la teoria
de martingalas derivamos también medidas vectoriales con valores
en un espacio de Fréchet.

1. DeriNicION.—Sea Q un espacio topolégico y i una clase de
conjuntos cerrados de Q. Se llama medida de Radon de tipo (H),
toda medida p > 0 definida sobre la clase &B de los conjuntos de
Borel de Q con las propiedades:

1.1. Todo H€H es p-compacto y de medida finita. (Un con-
junto H se dice g-compacto si, para todo cubrimiento abierto @,
de H y para todo ¢ > 0, existe un ntimero finito de abiertos G, € §G,,

1<i<mn, tales que p (H — ‘{‘J G) <e)
1

1.2. p(B) = sup {n (H) : B> H€H} para todo B€ &B.
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En particular, si los conjuntos H € ¥ son compactos y p es lo-
calmente finita, la condicién 1.1 queda automAticamente satisfecha.
Es claro que, si K es la clase de los compactos de Q, entonces una
medida de Radon (esencial) es una medida de Radon de tipo (K).

Cuando H es la clase &K, de los conjuntos compactos metriza-~
bles de Q, ¢ es una medida de Radon de tipo (K,) si

p (B)=supjp (K): BDK € Kunl
y ¢ (K) es finito para cada K'€ K,,.

2. DEerFINICTON.—Sea Q un espacio topoldgico Hausdorff y p.

una medida de Borel finita sobre Q. Sea C = {C (n,, ..., )} una
clase de subconjuntos C (ny, ..., mz) de Q, donde k y n,, ..., 7, son
numeros naturales. Sea % = {Z (n,, ..., m)} una clase aniloga de

conjuntos de medida nula. Se dice que Q es un p-espacio de Suslin
si se verifican:

2.1.

o= cmyuz,

7

C(ny, . oiyny_y) =U Cngyoonmp)UZ(ny,ouympy)

para k> 1 y todo sistema #,, ..., #_,.

2.2. Toda sucesién coherente (C (n,, ..., %))k e x CONVErge a ury
punto x de Q que estid contenido en cada C (n,, ..., ;) de la su-
cesién, '

Se dice que Q es un p-espacio de Lusin si ademis cada familia
Cr = (C (ny, ..., n)) es disjunta.

3. TEeOREMA.—Sea Q un espacio topoldgico Hausdorff y v une
medida de Borel finita. Entonces son equivalentes:

31. Q es un p-espacio de Suslin.

3.2. p es una medide de Radon de tipo (K).

8.3. Euxiste un sistema C = {C (n,, ..., np)} tal que, para todo
k, G = (C(ny, ..., ny)) consiste de conjuntos compactos metriza~
bles disjuntos de Q.

3.4. Q es un p-espacio de Lusin.
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. DEMOSTRACION.—Véase el teorema 5 de [4].

Por tanto, si Q es un p-espacio de Suslin podemos suponer que
sobre Q hay una clase € = {C (#,, ..., %)} tal que, para cada k€ N,

Co=(C(ny,.enrmy))

consiste de conjuntos disjuntos de Q. Estos conjuntos C (#,, ..., fizy
son p-medibles segtin el corolario 4 de [4].

4. DEerINICION.—Sea Q un espacio topoldgico Hausdorff y ¢ una
medida de Borel sobre Q. Sea C = {C (n,, ..., )} una clase de sub~
conjuntos C (n, ..., ) de Q, donde & y #,, ..., # son ntimeros na-
turales. Sea % = {Z (n,, ..., )} una clase aniloga de subconjun-
tos de medida nula. Se dice que Q es un semi-p-espacio de Suslin si
se verifican:

41.

2= comuz,

7y

Clmgyonnmy= U Clmrcm) UZim, omey)
. "y

para £ > 1 y todo sistema #, ..., #_;.
4.2. Si (C(ny, ..., 1))k cx €S una sucesiéon coherente tal que

©
x € n C(ny, ...,ny),
k=1

dicha sucesién converge a .
Supondremos :
4.3. Todo conjunto C (n,, ..., #z) es de Borel.

Se dice que Q es un semi-p-espacio de Lusin si ademis cada fa-
milia Ci'= (C (n,, ..., m)) es disjunta.

Los conjuntos Q€ € se llaman cubos. Es claro que se puede
suponer p (Q) >0 para todo Q€ €, suprimiendo los cubos de

medida nula. Supondremos también la medida p (Q) finita para
cada Q€ C.
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Dado k€ N, sea como antes C, la familia (C (n,, ..., #)). En-
tonces, si

de la misma forma que en el teorema 3 de [4] se tiene
p(Q— Q) =0.

Si Q es un p-espacio de Suslin (resp. Lusin), Q, es un espacio de
Suslin (resp. Lusin).

5. DeriNicioN.—Dado un subconjunto A de Q, una clase P de
cubos se dice un cubrimiento de Vitali de A si, para cada x € A,
existe una sucesiéon (Q,) de cubos que converge a # y tal que
x € Q,'€ D para todo n.

De aqui en adelante supondremos que cada familia

C’kz(C(nl,....nk))

es disjunta, e. d., que Q es un semi-p-espacio de Lusin, y que p
es una medida de Borel exteriormente regular.

6. TEOREMA.—Si €D es un cubrimiento por cubos de un subcon-
junto A de Q, existe una sucesién disjunia, finita o infinita, (Q,) de
cubos Qn, €D, que cubre a A: AU Q,. Si D es un cubrimiento
de Vitali de A, para cada >0, se puede seleccionar la sucesion
Q) de forma que

Zp(Qn)ép*(A)—l-e,

siendo p* la medida exterior asociada a .
DEMOSTRACION,—Para cada & € A, sea

Qw=U}Q: x€Q€D|.

Entonces (Qn) = (Qx)rca €s una sucesién de cubos Q.'€ P que
cubre a A y satisface la condicién requerida puesto que

anQy’;z o Q.=0Q,.



DIFERENCIACION DE MEDIDAS VECTORIALES EN SEMI-u-ESPACIOS DE LUSIN 1069

Si D es un cubrimiento de Vitali de A, dado « > 0, por ser g una
medida de Borel exteriormente regular existe un abierto G D A
tal que

p(G)Lp*(A)+e.
Sea
Py=1Q €V: QcG{.

P, es un cubrimiento de Vitali de A por serlo ¢P. Por tanto, segtm
hemos probado antes, existe una sucesiéon disjunta (Q,) de cubos
Q. € D, que cubre a A y verifica

Swan=u(U x) crc) 2 (ar+e.

7. DerFiniciON.—Dada una medida real m, definida sobre una
s-algebra que contiene a la clase € de los cubos, sea

m(Q)

r(Q)

fn=2; xQ=Qec;€ (n€N),

siendo yq la funcién caracteristica de Q.
Definen las derivadas, inferior y superior, Dm y D m, de m por

Dm(x)=Iim f, (x) y Dm (x)=1lim f, ().

”
Estas funciones, Dm y D m, son medibles Borel porque, evidente-

mente, las funciones f, son medibles Borel.
Se define la derivade D m sobre

lx € Q: 2m(x)=5m(x)§

por

Dm (x)=Ilim f; (x),
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¥ se pone D m (#) = 0 en el resto. Esta funcién también es medible

Borel.
Se dice que m es diferenciable en casi todo Q si

— ® < Dm (x)=Dm (x) < o

en casi todo Q.

8. TEOREMA.—Sea m una medida de Borel no negativa sobre Q,
exteriormente vegular y tal que ' '

Dm (#) > a
para todo x € A. Entonces
m*(A)>ap*(A).

DeMosSTRACION.—Siendo m exteriormente regular, dado ¢ >0
existe un abierto G D A tal que

m(G)Lm*(4)+e.
Sea A, =ANQ ¥y
P=1Q€eC: m(Q)>pnr(Q), QcG|
para B <@ Como D es un cubrimiento de Vitali de A,, por el teo-

rema 6 existe una sucesiéon disjunta (Q,) de cubos Q, € P tal que
A, €U Q,. Por consiguiente,
”

mAA) Fexm (G)x D m(Q) B D p(Q)=

=8p (U o) sBrr(an=8p*(a)

puesto que p¥ (A — A,) = 0. Luego

m*(A)4+exBp*(A).
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€Como B <w y e > 0 son arbitrarios, resulta
*(A)>ap*(A).

9. TEOREMA.—Sea m wuna medida de Borel no negativa y -
continua sobre Q y tal que

i)m(x)éa

para todo x'€ A. Entonces
m*(4) Lap*(4).
DEMOSTRACION.—Sea A, = AN Q, y
CV=3Q€C:m(Q)<Bu(Q)§

para B > «. Como P es un cubrimiento de Vitali de Ao, dado ¢ >0
existe una sucesion (Q,) de cubos Q, € P tal que

mc o vy D () 2ut(A)Fe=p*(A)fe.

“

Por consiguiente,

mra)2m(J o) 2 D m@2s D wiez
ZBp*(A)+¢].
De donde se deduce .
m*(A) L B[p*(A)+¢]

puesto que m* (A — A;) = 0 por ser p*¥ (A — A)) = 0 y m una me-
dida gp-continua. Como 8 >« y ¢ > 0 son arbitrarios, resulta

m*(A) L ap*(A).

10. TEOREMA.—Sea m una medida veal finita de Borel p-continua
sobre Q. Entonces m es diferenciable en casi todo Q. Ademds

m(A):fDmdp.

A

para todo conjunto A de Borel: A€ &B.
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DeMosTRACION.—Por el teorema de descomposicion de Jordam
podemos suponer m > 0.
Para cada par 7, s, » << s, de ntimeros racionales pongamos

Ars=}x€Q: Dm(x)<r<s<Dm(x)].

Cada uno de estos conjuntos es medible Borel por ser Dm y D me
medibles Borel.

Por los teoremas 8 y 9 resulta

m(Ars) Lru(Ars) L£5p(As) £m(Ars)

re(Ars)=sp(A).

Luego ¢ (A,s) = 0. Por tanto, como

A={x€ Q: Bm(x)<5m(x)2 =U A (r,:raeiohales),

7y s

se tiene u (A) = 0.

Igualmente, si
A={x€ Q: Dm(x)=ow{,
por el teorema 8 se verifica
ap(A)<m(A) < m(Q)<w
para todo «>0. Luego © (A) =0 y m es diferenciable en casi

todo Q.
Finalmente, dado n € N, sea y, = k/n para k>0 y

Ar=1}x €A: Ve < Dm(x)<yk§

siendo A un conjunto de Borel de Q. Entonces por los teoremas 8§
vy 9 se verifica

Te-1 1 (Ag) < m(Ay) < yrp(Ag).
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Luego

D ern (A < D m(A)=m(A) < D) wp(As).
1 1

1

De aqui resulta, teniendo en cuenta que
o0 @ @™
Z.n-nx (Ax) < Z fDmdp=fDmdu< Zyw(-‘u)
1 1 J 1
Ay A

y

Z}'kl"(Ak)— Z}’k-—l}"(Ak)< — Z P(Ak)=Tp~(A) — 0
1 1 n

1

para n» —s 00 si . (A) <o, que

m(A)::fDmdp.

A

para todo conjunto A de medida finita y, por tanto, para cualquier
conjunto de Borel por ser yu o-finita.

11. TEeoREMA.—Sea m una medida de Borvel no negativa sobre
Q, exteriormente regular. Entonces

m(A)_éfEmdp.
A

para todo comjunto A de Borel de Q.
DEMosTRACION.—Dada una sucesidén creciente (y:) de niimeros.

reales con y, = 0 y lim y, = bo, sea

Ay=1{x € A: i, <Dm(x)<y!| (A€ B).

Entonces, segin el teorema 8, se tiene

m(Ak) > yp-y 1 (AR)
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m(A)S D m(An)n D yacyw(As).
1 1

Por tanto,

- m(A) > sup Z Sr-1p(Az) = | Dmay
h (J’k) 1

A

para todo conjunto A de Borel de Q.

12. TeorREMA.—Sea m una medida de Borel no negativa sobre Q,
exteriormente regular. Entonces m es p-singular si y sélo si Dm = 0
en cast todo Q.

DeMOSTRACION.—Sea m p-singular. Entonces, si m esti concen-
trada en Z, u (Z) = 0, segun el teorema 11 se tiene

f’ﬁmdu< m(Q—2)=0
Q-z

y, por tanto, D m = D m = 0 en casi todo Q.
Sea Dm = 0 en casi todo Q y

Anlzix'é.(lonCm:Em(x)=0{ (Cu € C) -

‘Entonces, para cada £ > 0,

P=1Q€C: m(Q)<ep(Q), QcCuf (Cu €C)

s un cubrimiento de Vitali de A,, y, por el teorema 6, existe una
sucesion disjunta (Q,) de cubos Q,'€ <P tal que

Ay C U Qn < Cyy
”
Por tanto,

m(An) < 2 m(Q)<e X p(Q) < ep(Cm) (<o)
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para todo > 0. Luego m (A, ) = 0. De esto se deduce que m estd
concentrada en el conjunto ' .

Z=0— U Agy,
. Py

que es de medida ¢ (Z) = 0 por ser Dm = 0 en casi todo Q. Enton-
ces m es w-singular.

13. TeoOREMA. (TEOREMA -DE DESCOMPOSICION DE LEBESGUE).—Si
m es une medida de Borel real (finita) sobre Q, exteriormente regu-
lar, m admite una dnica descomposicion m = m,'+ m, en una Mme-
dide m, w-continua y en una medida m, p-singular tal que

mc(A)szmdp‘

4
para todo conjunto A de Borel de Q.

DemosTrACION.—Para probar la existencia, por el teorema de
descomposicién de Jordan se puede suponer m > 0. Tomemos

me (A) = fDmdp.

A .
para todo conjunto A de Borel y
me=m — m..

Entonces, segtin el teorema 11, m; > 0 y, por el teorema 10,

fDmdp.:m,(A):[Dmcdp.

A A
para todo A € &B. Luego
Dmy =Dm — Dm, =0

en casi todo Q y, por el teorema 12, m, es p-singular.
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Si m = m', + m's es otra descomposicién en las condiciones in-
dicadas, se tiene D m’, = D m en casi todo Q y, por tanto,

m’c(A)=fDmdp.=m,(A)
A
para todo A€ 8B, e. d., m', = m, y m's = m;.
14, CoROLARIO.—Si f es una funcidn integrable y
m(A).-=ffdy.
A

para todo conjunto A de Borel de Q, se tiene Dm = { en casi todo Q.

DemosTrACION.—Basta tener en cuenta que

A A

para todo conjunto A de Borel de Q.

15. TEOREMA.—S? @ 7 0, existe un lifting casi fuerte p sobre el
dlgebra LF de las funciones reales medibles esencialmente acotadas.
(Véase el teorema 5 de [5].)

DemosTRACION.—Para cada f'€ L] sea
m(A)=ffdP- (A€ &B).
A
Entonces

m(Q)
r(Q)

XQ: QE Cn

fn=2§

es una sucesiéon de funciones reales medibles acotadas.
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Sea Lim un limite generalizado sobre el conjunto de las sucesio-

mes reales acotadas y x. un caracter de Ly . Si ponemos

po ( ) (%) = Lim fiu (x)
para cada ¥ €Q, y

oo (/) (%) =1z (F)

para cada x'€Q—Q,, resulta que p,: Ly —> L; es un lifting
lineal fuerte. En efecto:

o ) =1, e. d., po (f) = f en casi todo Q.

f = g implica ¢, (f) = ¢, (8)-

o (1) = 1.

f > 0 implica p, (f) > 0.

Po(@f+ bg)=ap (f) + bo(g)

eo (f) = f sobre Q,, para toda funcién real continua acotada f.
po (Xe) > xe sobre Q,, para todo abierto G de Q.

po (X@) = xa sobre Q,, para todo Q€ C.

© NS LW

La primera se deduce del corolario 14 y las demas son evidentes.
Sean O (A) y ©’ (A) las densidades, inferior y superior, asociadas
a p,, e. d.,

B(A)=|x € Q: po(y,)(x)=1}

B (A)=1x€Q: po(y,)(x)>0¢
para todo conjunto p-medible A. Entonces
B8(G)DGNQ
-para todo abierto G de Q y

e(Q)nQo=Qn-Qo=9'(Q)nQo

-para todo Q€ C.
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Por otra parte, segtin el teorema 2 del cap. III de [2], existe um
lifting ¢ sobre £y que satisface

o <SP (La) < Yo qa)
para todo conjunto medible A. Por consiguiente,
e (1e) D o
sobre Q, para todo abierto G de Q y
| P (1) =Xq

sobre Q, para todo Q€ C.
Entonces

p(f)=S
sobre Q, para toda funcién real continua acotada f sobre Q. En efec-
to, si f> 0, f es el supremo de todas las funciones a yq'<< f con

a € R* y G abierto y, por tanto,

p(f)>ap(ys) > ay,

p () f

sobre Q,. Finalmente, si tomamos ¢ > | f| en el caso general, se
tiene

ctp(f)=plce+f)xct+f

c—p(f)=plce—=F)c—f

sobre Q,, e. d., ¢ (f) = f sobre Q, para toda funcién real continua
acotada.
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16. DgriNiciON.—Dada una medida vectorial m: & —> E com
valores en un espacio localmente convexo de Hausdorff E, definida.
sobre una c-ilgebra T que contiene a la clase. € de los cubos, sea.

Q'GC,I (ﬂEN).

T

Evidentemente, cada f, es una funcién de Borel.
Se define la derivade D m de m por

Dm (x)=lim f, (x)

sobre el conjunfo de los puntos donde existe tal limite. Se dice que
m es diferenciable en casi todo Q si dicho limite existe en casi todo Q.

17. TEOREMA.—Sea m: ¥ —— E una medide de Borel de varia—
cién acotada, con valores en un espacio localmente convexo de Haus-
dorff casi completo E. Entonces, si E es metrizable, e. d., si es un:
espacio de Fréchet, y m adwmite la descomposicion

m(A)=ffdpL+ms(A) 17.1)-

4

para A€ B (C E), donde { es una funcidn absolutamente p-integra-
ble (véase [6]) y m, es una funcidn p-singular, se tiene D m = { ew
casi todo Q.

Reciprocamente, si m admite una descomposicién

m = m¢ 4 mg

con m, < y | myl|, Ly pare toda seminorma p de E y si existe
D m en casi todo Q, resulta que D m es absolutamente f-integrable

Yy se verifica
me(4)= fDmdp.

A

para todo conjunto A de Borel de Q.
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DEeMoSTRACION.—En primer lugar, observemos que cada funcién

f"=z ;M:(Q) XQ: QEC,,g
»(Q
«Con
mc(Q)=ffdl"*
Q

«es absolutamente p-integrable por ser E casi completo y ser

A
HAAB) G em@ < 3 pem@)<inb(@)<a
&%, 1 (Q) Qe

‘para todo conjunto A p-medible.
Sea X, la c-dlgebra generada por los conjuntos Q € 0 Ci. En-
1

itonces (fu, To)nen €S Una martingala. Sean p una seminorma de E,
U=1{y€E: p(y) <1,

‘Ey el usual espacio normado asociado y my la aplicacién canonica
E—» Ey (complecion de Ey). Igualmente, (ny fr, Zo)nen €5 UNA
-martingala L! (p, Ey)-acotada puesto que

pofadp<Imls(2)< o

Q
-para todo 7€ N. Ademaés
f Sodp=me (A)
A
-para todo A€Z, y

me(A) = lim ff,.dp

A

-para todo A€UZ,.
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Por tanto, si m admite la descomposicion (17.1), segtn el teore-
ma 2.9 del cap. V de [1] y el teorema 12, se deduce

Dr,om (x)=1limm; o fu (x)=1ny0 f(x)

Dm(x) = Dm,(x)=Ilim fo (x)=/[(x)

en casi todo Q si E es metrizable.

Reciprocamente, si existe D m en casi todo Q, por los mismos
teoremas se tiene, para cada seminorma p de E,

LA Dm =D Ty © m::Dxruo m;==ll:n ‘l'tuof..

en casi todo Q y, por tanto,

m, © m‘(A)=f"u o Dmdyp

A

mc(A)=fDmdp.

A

para todo conjunto A de Borel de Q.
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