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In this paper we give some representations of spaces of continuous functions
"with values in a separated locally convex space.

En este articulo se dan ciertas representaciones de espacios de funciones con-
‘tinuas que toman valores en espacios localmente convexos separados.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estin definidos sobre
-el cuerpo P de los nfimeros reales o complejos. Dados los espacios
Tocalmente convexos E y F escribimos E~F para denotar que E
v F son topolégicamente isomorfos. Ponemos EN y E™ para el
producto topoldgico y la suma directa respectivamente de una infi-
nidad numerable de espacios iguales a E. Dado un espacio local-
‘mente convexo E denotamos por E’ a su dual topoldgico.

En adelante la palabra espacio denotard a un espacio vectorial
‘topologico localmente convexo separado. Dado un espacio topolé-
gico Y y un espacio E denotaremos por C (Y, E) al espacio vecto-
rial de todas las funciones continuas definidas en Y con valores en
E. Y denotamos por &K (Y, E) al espacio vectorial de todas las fun-
<ciones continuas con soporte compacto definidas en Y con valores
en E. Si E = P denotaremos a dichos espacios por € (Y) y &K (Y)

(*) EIl presente trabajo ha sido realizado bajo la direccién del profesor doctor
M. Valdivia en el Departamento de Teoria de Funciones de la Facultad de Mate-
wnaticas de la Universidad de Valencia.
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o
respectivamente. Si Q estd incluido en Y denotamos Q al in-
terior de Q.

Sean E y F dos espacios, denotamos EQ F y E §€ F al pro-
ducto tensorial de E y F dotado con la topologia ¢ y a su comple-
tado respectivamente.

El profesor Dr. M. Valdivia, en sus articulos [7] y [8], prueba
que si X es un espacio topolégico localmente compacto tal que
existe una sucesion fundamental de compactos metrizables (K,)2_,
con las propiedades: a) K, = &. b) K,,; ~K, es no numerable

para cada n €N. ¢) K, < K,,,. ) X = |J K. Entonces € (X),

n=1

con la topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos,
es topolégicamente isomorfo a C ([0, 1]¥, y K (X), con la topolo-
gia que lo hace (L F)-espacio, es topoldgicamente isomorfo a
C ([0, 1])™. El propésito de este articulo es extender dichos re-
sultados.

Necesitaremos el siguiente resultado: a) (Milutin [5]). Sea S un
espacio compacto métrico. Si S tiene cardinal no numerable enton-
ces C(S)~C ([0, 1]D.

Dado un espacio E y un espacio topolégico compacto K, dota-
mos a € (K, E) de la topologia localmente convexa definida por la
siguiente familia de seminormas: Dada ¢ una seminorma conti-
nua en E, denotamos Q (f) = sup {q (f (#)) / v € K}, para cada

f€C (K, E). Es conocido que C (K, E)~C (K) @E E, si E es
completo. (Ver Kéthe [4], pag. 287.)

En virtud del resultado a) y del comentario anterior, si S es um
espacio métrico compacto de cardinal no numerable y E es un espacio
completo . entonces C (S, E) ~ C ([0, 1], E). Extendemos dicho re-
sultado a una clase mas amplia de espacios.

DerFiNiciON 1.—Un espacio E es de Krein si la envoltura absolu-
tamente convexa y cerrada de todo subconjunto compacto de E es
un compacto.

Lema 1.—Sea S un espacio topolégico compacto. Sea E un espa-
cio de Krein. Sea T €€ (S). Existe T : C (S, E) — E una apli-
cacion lineal y continua, tal que si # € E’ entonces u - T (F) =
= T (u - &) para cada F€ C (5, E).
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DemostrACION.—Ver [6], pag. 116.

TEOREMA 1.—Sea S un espacio topolégico compacto métrico de-
cardinal no numerable, sea E un espacio de Krein, sea I = [0, 1]..

Entonces C (S, E)~ C (1, E).

DEMOSTRACION.—En virtud del resultado a) sabemos que existe F
un isomorfismo de C (S) en C (I). Existirda un M, > 0 tal que

sup { [ F(p) () | : v €I} M sup{|p(2)|:2€S}
para cada ¢ € C (S), y existira M, > 0 tal que
sup{ |F-1(n)(2) | : 2€S} K M,sup{|n(»)|:2+€1},

para cada 7 € C (I).

Sea ahora @€ G (S, E). Vamos a definir F (&) € € (I, E). Con-
sideremos a € I. Denotamos 9, :C (I) — P, la aplicacién tal que-
0. () = ¢ (a). La aplicacién 9, - F: C (S) — P es lineal y conti-
nua. De hecho existe M,, que no dependia de @, tal que

[0, e F o) | <M sup {|@(*)]|:2€5}

para cada ¢ € C (S).
Por el lema 1 existe

9 s F:C(S,E)—E
lineal y continuo tal que si #'€ E entonces
4@, 0 F @) =@ 0 F)oy) = (F@ey) (@)
para cada ¢ € C (S, E). En particular se cumple para &, y definimos:
F (@) (@) =d, s F ().
Si u € E’ se tiene que
u (F (@) (@) = (F (o @) ().

Probemos que F (&) € C (I, E). Sea, para ello, (a,)2C 1 tal



‘760 JOSE BONET SOLVES

que lim @, = a,€ 1. Sea ¢ una seminorma continua en E. Se

7> O

«<umple que
¢ (F (D) (a,) —F (@) (@) = ¢ @, < F(D)—,, < F (@)
«converge a cero cuando # tiende a infinito. En efecto: Denotamos
U={s€E/q <1} vy Ay={u.F/ueUcCE}

Ag es acotado en C (S) trivialmente. Consideremos ahora (#.)r—,
en S tal que lim #, = %,€S. & es continua y U° es un equi-

7> ®©
«continuo en E’, entonces dado » > 0 existe n, € N tal que si #n > n,
se cumple que

| (o @) (5,)— WD) (7)<

para cada u€ U’ y Ay es equicontinuo en C (S). Luego, por el
teorema de Ascoli (Dieudonné [3], pag. 141) Ay es relativamente
«compacto en C (S). Como F es continua F (Ag) es relativamente
.compacto en C (I), y entonces el conjunto {F (u - &) /u€U°} es
equicontinuo en C (I). De donde se sigue que

sup | F (4o )(a,) —F (uo@)(e)| Q)

ueu®
-tiende a 0 cuando % tiende a infinito. Pero
1) = ¢ (F (D) (e,) —F (@) (a,))

'y se sigue lo pedido.

La aplicacién F es trivialmente lineal e inyectiva entre C (S, E)
-y € (I, E). La continuidad se sigue del hecho de que para cada
seminorma continua ¢ en E se cumple que

sup{q (F (@) @) /a€I}<M, sup{q(F@)/+€S}

Con una prueba totalmente aniloga a la realizada podemos de-
“finir G: C (I, E) —> C (S, E) lineal, inyectiva y continua del si-
:guiente modo: Si ¢ € C (I, E) y # €S,

G @) @) =d, o F-1 ).
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La conclusién del teorema se obtiene del hecho de que F (G (@) = @
para cada EC(I,E) y G(F () = ¢ para cada ¢ en C (S, E).

ProposicioN 1.—Sea I = [0,1] y J = [0, 1]. Para todo espa-
cio E se cumple que

CIx],E~C( e, E).
DeMOSTRACION.—Si f€ C (I x J, E), se define ¢ (f):

I—c(U, B

del siguiente modo:

@) @) ) =1 9),

para cada # €I, y€J. 4 () €C I, C(J, E)) y ¢ es lineal, inyec-
tiva y continua. Anilogamente, dada g€ C (I, C (J, E)) se define

g (g) (x,3) = (g ) O)-

Se prueba que D (g) € C (I'x J,E) y que & es lineal, continua
e inyectiva. La conclusién se obtiene del siguiente hecho:

(W-2)(g) =g para cada g€C(LC(JE) v @-9()=1
para cada f€C (I'x J, E).

ProPosiCiION 2.—Sean E y F espacios. Sea I =[0,1] ¥y
J = [«, p] un intervalo compacto en R, tal que INJ=&. Se
cumplen las siguientes propiedades:

a) CAUTLE)y~C ({1, E)'x C(J, E).

by CALEx ) ~Cd, E)' x C({,F).

CoroLARIO 2.1.—Sea E un espacio de Krein. Sea I = [0, 1]. Se
cumplen las siguientes propiedades:

a) @0 E~C( cdE).
b) € (I, E)~€ (1, E):x € (, E).

) €I Ex F)~C (I, E) x €, F).
d) € (I, E)~¢€ (I, E) 'x E.

DeMoSTRACION.—a) Por la proposicién 1 y el teorema 1. b) Por
la proposicién 2. c¢) Por la proposiciéon 2. d) Por la proposicién 2
a), ya que C ([«, 2], E)y~E
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TEOREMA 2.—Sea E un espacio de Krein. Sea F un espacio to-
polégicamente isomorfo a un subespacio complementado de C (I, E),
tal que existe G un subespacio complementado de F que es topold-
gicamente isomorfo a € (I, E). Entonces F es topolégicamente iso-
morfo a C (I, E).

DeMosTrACION.—Sabemos que
CLE~FxM y FoC(E) xM,

Entonces:

CLE~CTLCLE)~CILFxM)~CIF)xCI M)~
~FxCILF)xCIM)~F x C(E)

Por otra parte
FxCULE)x My C(LE) x C(ILE) x M~ C(LE) x F.

El profesor Dr. M. Valdivia en [8] da un afinamiento de un re-
sultado de Borsuk [2], modificando un método debido a Arens [1].
No es dificil adaptar la prueba del profesor Valdivia para obtener
cl teorema de extensién de funciones continuas con valores en un
espacio E siguiente:

TeorEMA 3.—Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico
M, tales que: (1) A es cerrado. (2) El interior de A contiene a B.

3) A~ B # @. Sea E un espacio. Entonces existe T un operador
lineal de C (A, E) en C (M, E) tal que a) (Tf) (¢) = f(») para
cada x en A. b) Si f€ C (A, E), y para cada seminorma continua
g en E {q (f ()) / #€ A} es acotado, entonces se tiene que

sup{ g (Tf(#)/x€M} =sup{q(f(»))/x€A}

c) Si f(x) =0 para cada x€ A~ B, entonces (T f) (#) = 0 para
cada x€ M ~ B.

De ahora en adelante E serd un espacio de Krein, y X denotara
un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, con una
sucesién de compactos metrizables (K,)r—, tales que: (1) K, = &.
(2) K,,,~K, es no numerable. (38) K, < Io{,,ﬂ. 4 X = U K..

ne=1
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Dotamos al espacio C (X, E) de la topologia localmente con-
vexa definida por la siguiente familia de seminormas:
Dada ¢ una seminorma continua en E, dado n€N y f€ C (X, E),

Q) () =sup{q(f*)/+€K,}

Vamos a denotar por Cx (X, E) al subespacio de € (X, E) for-
mado por todas aquellas funciones cuyo soporte estd incluido en
K,, dotado con la topologia inducida. Obviamente

% (X,B = [ &, B,
n=1

y dotamos a dicho espacio de la topologia de limite inductivo es-
tricto respecto de esta familia.

Prorosicion 3. — Sea F,(E) = {f€eC K,,, E)/f(#») =0
para cada «x€K,,,} dotado con la topologia inducida por
C (K,u1, E). Entonces F, (E)~ C ([0, 1], E).

DewmostraciON.—Dado # € K, ., ~ K,,_,, sea B, una bola en

la métrica de K,,,, tal que B, NK,, , = &. K,,,, es métrico y
compacto, por tanto separable, luego K,,,, ~K,,, también lo es,
de donde serd Lindelof. Podemos determinar pues {Bx}, p=1,2,...}

un recubrimiento abierto de K, ,,, ~ K,,_,. Por la condicién (2) de
la sucesién de compactos existira Bxp de cardinal no numerable.

K, .., es compacto, y por tanto normal, existird ¢ € C (K,,,,) tal
que 0 < ¢ <1y (#) =1 para cada » 'ETSIfy Y (#) = 0 para cada
x€K,,_,. Por el teorema 3 existe un operador de extension

T:C (ﬁxp, E)y—cCc(KK,,,, B
lineal, y por la condicién (b) de dicho teorema continuo. Definimos

S: ¢ (E-xp, E) —> Fn (E):

del siguiente modo:
St@) =4 Tf,

para todo x € K,,,,. S es un operador lineal y continuo tal que
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Sf(x) = f(») para cada f€C (Exp, E) y cada x € E’p' Denotemos
G, =S (C (Exp , E)). Obviamente G,~C (Exp, E). Ademis G, es
un subespacio complementado en F,(E). De hecho su complemento
topolégico es H, = {f€ F, (E) /f (#) =0 para cada » € Ex;}- Apli-
cando el teorema 1 obtenemos que F, (E) tiene un subespacio com-
plementado topolégicamente isomorfo a C ([0, 1], E).

Mediante un razonamiento anilogo al precedente se prueba que
C (K, .1, E) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio comple-
mentado de C (K, ,,,, E), y el complemento es precisamente F, (E).
Aplicando nuevamente el teorema 1 F, (E) es topolégicamente iso-
morfo a un subespacio complementado de C ([0, 1], E).

El teorema 2 asegura que F, (E)~C ([0, 1], E), c. q. d.

Dado n € N sea o,€ C (X) tal que

<o <1 v 9 W=1

para todo x € K,,,, v 9, (#) = 0 para todo # € K, ,,,. Por el teo-
rema 3 existe

Snie(K E)__)e(K\zm-q.a’E)

2m+1’

lineal y continuo, con las propiedades enunciadas para M = K, .,
A = K,u., B =K,,. Definimos

T, : (K, F) — K (X, E)

2 n+1’
lineal y continuo tal que

T, @) =@, ®) S, [
si v€Kpny v Tuf (@) =0 si v€X~K,p,.

Teorema 4.—C (X, E)~C ([0, 1], E)Y, si E es un espacio de
Krein.

DeMostrACION.—Dada f€ C (X, E), definimos f, = fi¢,» ¥y €n
general

fan = =T h— = Tuf by,
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Obviamente f,,, € F,,, (E) para cada %€ N. Definimos

U: (X, E)—> ﬁF,l (E),

n=1

tal que U (f) = (f,, fa -5 fr ---)- U es lineal inyectiva y continua.
Veamos que es suprayectiva: Sea

(&, 830 - & ) € [ Fu (B

n=1

Consideremos

g = 31,4,

n=1

Esta bien definida porque g, () = 0 si » € K,,_, para cada n > p.
Como X es localmente compacto g es continua, y obviamente

8) (g) = (31’ 8y oes s )

Finalmente la aplicacion

U-1: ﬂ Fn (E)— C (X, E)
n=1

es continua. En efecto: Sea ¢ una seminorma continua en E, y
K, ., © X un compacto. Dado

(8, 81 -+r Eus )€ H F, (B),

n=1

se tiene que

» —1
sup;_(,(z T, g, (x)) o Kg <”Z sup { ¢ (T, &, () / # €K, ,_ } ().

n=1 n=1

Como cada T, es lineal y continua existe M > 0 tal que

$—1
H<M Z sup{q (g, (%) /x€K,,, }

n=l

0
Y esta expresiéon es una seminorma continua en I l F, (E).

n=1



766 JOSE BONET SOLVES

La conclusién se sigue de la proposicién 3, ya que

Il r.®~cwu B~
7 =1

TeorEMA 5.—K (X, E)~ C ([0, 1], E)*™, si E es un espacio de
Krein.

DeMosTrACION.—Denotemos por U, la restriccion del operador U
de la prueba del teorema 4 a K (X, E). Si f€K (X, E) existe
p €N tal que sopfc K,p,, de donde f,=0 si > p + 2, por

+1
las propiedades de los operadores T,. Y U, (f)c @ F.(E).
n=1

Luego U, KX (X, E) — é F, (E) es un operador lineal, in-
n=1

yectivo y continuo. Ademis si

(8,5 85 s &ps» ) € é F, (E)

n=1

entonces

®
U,m1(gy, s 8r o) = Z T, £, € K (X, E).

n=1

Y U,"! es continuo pues
U, (B) © Gy (KB

obviamente.

CororarIo 5.1.—Dado #€ N, si V es una variedad topoldgica
n-dimensional, no compacta y numerable en el infinito, entonces

C(V,E)yxC([0,1,E)N y K (V,E)~C([0,1], E)™,
si E es un espacio de Krein.
CoroLARIO 5.2.—Dado #€ N si Q€ R" es un abierto, entonces
COE~C(0,1LEN y CE@ E~C(0,1],E)™,

si E es un espacio de Krein.



SOBRE CIERTOS ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES VECTORIALES 767

Bibliografia

[1] Arens, R. (1952). Extensions of functions of fully normal
spaces. Pacific J. Math., 2, 11-22.

[2] Borsuxk, K. (1933). Uber isomorphie der Funktionalraiime.
Bull. Int. Acad. Pol. Sci., 1-10.

[3] Dieupoxng, J. (1966). Fundamentos de Analisis Moderno. Edi-
torial Reverté.

[4] KotuE, G. (1979). Topological vector spaces, II. Springer.

[6] MriruTiN, A. A. (1966). Isomorfismos de espacios de funciones
continuas sobre compactos de la potencia del continuo.
Tieoria Func. (Khralov), 2, 150-156 (en ruso).

[6] Scuwartz, L. (1954-55). Espaces de fonctions differentiables
a valeurs vectorielles. J. d’Analyse Math. Jerusalem, v. IV,
88-148.

{7] VarLpivia, M. (1979). Sobre ciertos espacios de funciones con-
tinuas. Rev. Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas vy
Naturales de Madrid, 13, 485-490.

[8] Varpivia, M. (1980). Espacios de medidas de Radon. Rev. Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas vy Naturales de Ma-
drid, 7%, 91-98.



