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In this paper we give some representations of spaces of continuous functions 
with values in a separated locally convex space. 

En este artículo se dan ciertas representaciones de espacios de funciones con
tinuas que toman valores en espacios localmente convexos separados. 

Los espacios vectoriales que utilizamos aquí están definidos sobre 
el cuerpo P de los números reales o complejos. Dados los espacios 
localmente convexos E y F escribimos E !2̂  F para denotar que E 
y F son topológicamente isomorfos. Ponemos E^ y E^^^ para el 
producto topológico y la suma directa respectivamente de una infi
nidad numerable de espacios iguales a E. Dado un espacio local-
mente convexo E denotamos por E' a su dual topológico. 

En adelante la palabra espacio denotará a un espacio vectorial 
topológico localmente convexo separado. Dado un espacio topoló
gico Y y un espacio E denotaremos por C (Y, E) al espacio vecto
rial de todas las funciones continuas definidas en Y con valores en 
E. Y denotamos por ¡K (Y, E) al espacio vectorial de todas las fun-

-ciones continuas con soporte compacto definidas en Y con valores 
en E. Si E = P denotaremos a dichos espacios por C (Y) y ¡K (Y) 

(*) El presente trabajo ha sido realizado bajo la dirección del profesor doctor 
M. Valdivia en el Departamento de Teoría de Funciones de la Facultad de Mate-
:cnáticas de la Universidad de Valencia. 
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respectivamente. Si Q está incluido en Y denotamos Q al in
terior de Q. 

Sean E y F dos espacios, denotamos E ® s F y E 0 e F al pro
ducto tensorial de E y F dotado con la topología e y a su comple
tado respectivamente. 

El profesor Dr. M. Valdivia, en sus artículos [7] y [8], prueba, 
que si X es un espacio topológico localmente compacto tal que 
existe una sucesión fundamental de compactos metrizables (Kn)í„i 
con las propiedades : a) K^ = 0 . b) K^̂ .̂  '^ K.̂  es no numerable 

para cada w € N. c) K^ c K^^^. d) X = M Kn. Entonces C (X),. 

con la topología de la convergencia uniforme sobre los compactos,. 
es topológicamente isomorfo a C ([O, IJ])^, y SK (X), con la topolo
gía que lo hace (L F)-espacio, es topológicamente isomorfo a 
C ([O, 1])^^^ El propósito de este artículo es extender dichos re
sultados. 

Necesitaremos el siguiente resultado : a) (Milutin [5]). Sea S un 
espacio compacto métrico. Si S tiene cardinal no numerable enton
ces e (S) r- e ([O, 1]). 

Dado un espacio E y un espacio topológico compacto K, dota
mos a G (K, E) de la topología localmente convexa definida por la 
siguiente familia de seminormas : Dada q una seminorma conti
nua en E, denotamos Q (/) = sup {q (f (s)) / x'£ K}, para cada 

/ ' € e ( K , E). Es conocido que e (K, E) - e (K) ®e E, si E es-
completo. (Ver Kóthe [4], pág. 287.) 

En virtud del resultado a) y del comentario anterior, si S es un 
espacio métrico compacto de cardinal no numerable y E es un espacio 
completo entonces C (S, E) ĉ  C ([O, 1] , E). Extendemos dicho re
sultado a una clase más amplia de espacios. 

DEFINICIÓN 1.—Un espacio E es de Krein si la envoltura absolu
tamente convexa y cerrada de todo subconjunto compacto de E es-
un compacto. 

LEMA 1.—Sea S un espacio topológico compacto. Sea E un espa

cio de Krein. Sea T € ¡e (S)'. Existe T : G (S, E) —> E una apli

cación lineal y continua, tal que si u € E' entonces u <> T (0) = 

= T (í̂  o 0 ) para cada 0 € e (S, E). 
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DEMOSTRACIÓN.—Ver [6], pág. 116. 

TEOREMA 1.—Sea S un espacio topológico compacto métrico de-
cardinal no numerable, sea E un espacio de Krein, sea I = [O, 1].^ 
Entonces C (S, E) r- C (I, E) . 

DEMOSTRACIÓN.—En virtud del resultado a) sabemos que existe F" 
un isomorfismo de C (S) en Q (I). Existirá un Mj > O tal que 

s u p { | F ( 9 ) ( ^ ) | : ^ € l } < M ^ s u p - { | 9 ( ^ ) | : ^ >€ S }, 

para cada 9 € G (S), y existirá Mg > O tal que 

s u p { | F - i W ( ^ ) | : -^'€S} < M ^ s u p { h W | : x^l}, 

para cada TJ € C (I). 

Sea ahora 0 <€ C (S, E). Vamos a definir F (0) € C (I, E). Con--
sideremos a € I. Denotamos 5a : C (I) •—> F, la aplicación tal que-
ôfl (9) = .9 (a). La aplicación 5^ » F.: (? (S) —> P es lineal y conti
nua. De hecho existe Mj, que no dependía de a, tal que 

l ' 5 ,oF( i9 ) | : < M ^ s u p { | 9 ( 4 r ) | : ^ € S }, 

para cada 9 € C (S). 
Por el lema 1 existe 

0̂  ¡ F : e (S, E) —> E 

lineal y continuo tal que si Í* € E entonces 

íí (d, Ô F m = (d, o F) {u o ^) = (F (zí o 1̂ )) (a), 

para cada ^ € <2 (S, E). En particular se cumple para 0 , y definimos-^ 

F (0) (a) = ô„ ; F (0). 

Si u '€ E' se tiene que 

u (F (0 ) (a)) = (F (îi o 0 ) ) (a). 

Probemos que F (0) € C (I, E). Sea, para ello, (a„)*_iC I t a l 
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que lim a^ = a^ € I. Sea q una seminorma continua en E. Se 

cumple que 

? (F (0) (aj - F (0) (a )̂) = q (ô,^ o" F (0) - ô,^ T F (0)) 

converge a cero cuando n tiende a infinito. En efecto : Denotamos 

U = { ^ € E / ç ( 4 r X l } , y A^ =-{wo 0 / M € U O C E ' } . 

A0 es acotado en C (S) trivialmente. Consideremos ahora ( ,̂n)*=i 
en S tal que lim x^ = ^o '̂  S. 0 es continua y U® es un equi-

^continuo en E', entonces dado r > O existe n.^ € N tal que si n .> Î Q 
.se cumple que 

I (w o 0 ) (jr,̂ ) — (w o 0 ) {x^) I ;< r 

para cada u € U**, y A0 es equicontinuo en C (S). Luego, por el 
teorema de Ascoli (Dieudonné [3], pág. 141) A0 es relativamente 

-compacto en G (S). Como F es continua F (A0) es relativamente 
compacto en C (I), y entonces el conjunto {F (M <> 0 ) / w € U°} es 
«quicontinuo en C (I). De donde se sigue que 

sup \Y{uo0){aJ-¥{uo0){a^)\il^) 
M€U» 

tiende a O cuando n tiende a infinito. Pero 

(1 - ) = g (F (0) K ) - F (0) (a )̂) 

y se sigue lo pedido. 

La aplicación F es trivialmente lineal e inyectiva entre (? (S, E) 
;y G (I, E). La continuidad se sigue del hecho de que para cada 
seminorma continua g en E se cumple que 

sup{ ^ (F (0) {a))/a^^ I }:< M̂  sup { g (0 (^)) /^-^ S}. 

Con una prueba totalmente análoga a la realizada podemos de-

"finir G : C (I, E) —> G (S, E) lineal, inyectiva y continua del si-

jíguiente modo : Si ^ € G (I, E) y ^ '€ S, 

(G m {X) = d^ o F-i W). 
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La conclusión del teorema se obtiene del hecho de que F (G (0)) = 0 

para cada 0 € G (I, E) y G (F (^)) = ^ para cada ^ en e (S, E). 

PROPOSICIÓN 1.—Sea I = [O, 1] y J = [O, 1] . Para todo espa
cio E se cumple que 

e ( i X j , E ) : ^ e ( i , e( j ,E)) . 

DEMOSTRACIÓN.—Si / € ( ? ( ! x J, E), se define ^ (/) : 

I —> e (J, E) 

del siguiente modo : 

W(/)W)(3') = /(^,y), 

para cada ^ € I, y € J. ^ (f) € G (I, G (J, E)) y tj; es lineal, inyec-
tiva y continua. Análogamente, dada g € G (I, G (J, E)) se define 

0 (̂ ) (̂ , y) = te W) (y). 

Se prueba que 0 (g) € C (I ! x J, E) y que 0 es lineal, continua 
e inyectiva. La conclusión se obtiene del siguiente hecho : 
(^o0)(g) = g para cada g€G{I,G(],K)) y ( 0 o 4.) (/) = / 
para cada / € C (I x J, E). 

PROPOSICIÓN 2.—Sean E y F espacios. Sea I = [O, 1] y 
J = [-a, p|] un intervalo compacto en R, tal que m J = 0 . Se 
cumplen las siguientes propiedades: 

a) e(i 'U j , E)c^e( i , E)'x e ( j , E). 
b) G (I, E x F ) - e (I, E):x G (I, F). 

COROLARIO 2.1.—Sea E un espacio de Krein. Sea I = [O, 1] . Se 
cumplen las siguientes propiedades : 

a) ,e(i , E ) ^ e ( i , e ( i , E)).. , 
b) ie(i, E ) - e ( i , E)ix e a , E). 
c) G (I, Eix F) - e (I, E) X G (I, F). 
d) G (h E)^G (Ï, E)'x E. 

DEMOSTRACIÓN.—a) Por la proposición 1 y el teorema 1. b) Por 
la proposición 2. c) Por la proposición 2. d) Por la proposición 2 
a), ya que G ([la, a ] , E) c::̂  E. 
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TEOREMA 2.—Sea E un espacio de Krein. Sea F un espacio to-
pológicamente isomorfo a un subespacio complementado de C (I, E)^ 
ial que existe G un subespacio complementado de F que es topoló-
gicamente isomorfo a G (I, E). Entonces F es topológicamente iso
morfo a e (I, E). 

DEMOSTRACIÓN.—Sabemos que 

e ( I , E ) r^FxM^ y F^^ e (I, E) x M .̂ 

Entonces : 

e (I, E) 2̂  e (I, e (i, E)) :̂  e (I, F X M )̂ Ĉ  e (i, F) x e (i, M )̂ C^ 

ĉ  F X e (I, F) X e (I, M )̂ :^ F x 6 (I, E). 

Por otra parte 

F:^ e (I, E) X M^ 2:, C (I, E) X e (I, E) x M^ c- e (I, E) x F. 

El profesor Dr. M. Valdivia en [8] da un afinamiento de un re
sultado de Borsuk [2], modificando un método debido a Arens [1;]. 
No es difícil adaptar la prueba del profesor Valdivia para obtener 
el teorema de extensión de funciones continuas con valores en un 
espacio E siguiente : 

TEOREMA 3.—Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico 
M, tales que: (1) A es cerrado. (2) El interior de A contiene a B. 

o 

(3) A «̂  B 7^ 0 . Sea E un espacio. Entonces existe T un operador 
lineal de G (A, E) en G (M, E) tal que a) (T /) (x) = / (x) para 
cada X en A. b) Si / 6̂ G (A, E), y para cada seminorma continua 
q en E {q (f (x)) / j ; ' ^ A} es acotado, entonces se tiene que 

sup{r(T/(x)) /^ i€M} = sup{g(/(x))/^i€ A}. 

c) Si / (x) = 0 para cada jr € A -v. B, entonces (T /) (x) z= 0 para 
cada ji;'€ M -^ B. 

De ahora en adelante E será un espacio de Krein, y X denotará 
un espacio topológico de Hausdorff, localmente compacto, con una 
sucesión de compactos metrizables (K,„)^^i tales que: (1) K^ = 0 . 

(2) K„:,j ^ K^ es no numerable. (3) K^dK^n^^. (4) X = M K^. 
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Dotamos al espacio C (X, E) de la topología localmente con
vexa definida por la siguiente familia de seminormas : 

Dada q una seminorma continua en E, dado n^^M y / € ( ? ( X , E), 

Q(n,g)( / ) = s u p { g ( / W ) / 4 r £ K ^ } . 

Vamos a denotar por (?K, (X, E) al subespacio de C (X, E) for
mado por todas aquellas funciones cuyo soporte está incluido en 
Kn, dotado con la topología inducida. Obviamente 

SK (X, E) = Q Cj,^ (X, E), 

y dotamos a dicho espacio de la topología de límite inductivo es
tricto respecto de esta familia. 

PROPOSICIÓN 3. — Sea F^ (E) = {/'€ C (K,n+i, E) / / (x) = (> 

para cada jr'€K2,„_i} dotado con la topología inducida por 
e(K^.n^„E). Entonces F:„ (E) - e ([O, 1], E). 

DEMOSTRACIÓN.—Dado ^ € Kg^+i'^ Kg^.i, sea B;̂  una bola en 

la métrica de Kan+i tal que B;i: fl ^2n~-i = ^- ^2n+i ^s métrico y 
compacto, por tanto separable, luego K^n+i'^K2(n_i también lo es, 
de donde será Lindelof. Podemos determinar pues {B;̂  : p = 1,2, ...} 
un recubrimiento abierto de Kg^+i'^ Kg^n-i- Por la condición (2) de 
la sucesión de compactos existirá B;̂  de cardinal no numerable. 
K2n+i es compacto, y por tanto normal, existirá ^ '€(?(K2n+i) tal 
que O < 4̂  < 1 y <Ĵ  (x) = 1 para cada x '€ B;̂  y ^ (x) = O para cada 
X'^ ^2n-i- Po^ el teorema 3 existe un operador de extensión 

lineal, y por la condición (b) de dicho teorema continuo. Definimos 

S : e(B;._^,E)—>F^(E), 

del siguiente modo : 

para todo x € K^^n+i- S es un operador lineal y continuo tal que 
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S f (x) = / (x) para cada / € C (B ,̂ , E) y cada x € B̂ ^ . Denotemos 

G.„ = S ( e (B . , E)). Obviamente Gn -= C (B^, , E). Además G^ es 

un subespacio complementado en F,^(E). De hecho su complemento 

topológico es Hn = {/ '€ F,n (E) / / {x) = 0 para cada x € Br^}. Apli

cando el teorema 1 obtenemos que F,n (E) tiene un subespacio com

plementado topológicamente isomorfo a G ([O, 1] , E). 

Mediante un razonamiento análogo al precedente se prueba que 
G (Ka n-i, E) es topológicamente isomorfo a un subespacio comple
mentado de C (Kgn+i, E), y el complemento es precisamente F^ (E). 
Aplicando nuevamente el teorema 1 F^ (E) es topológicamente iso
morfo a un subespacio complementado de Q ([O, 1] , E). 

El teorema 2 asegura que F^ (E) c:̂  (? ([O, 1] , E), c. q. d. 

Dado n^M sea ©̂  '̂  G (X) tal que 

para todo x € Ka^+i y Çn («̂ ) = O para todo x í Ka^+g. Por el teo
rema 3 existe 

lineal y continuo, con las propiedades enunciadas para M = K2n+3, 
A = Katn+i, B = K^in. Definimos 

lineal y continuo tal que 

«i .r'€K2n+3 y T,n/(4r) = 0 si .^'€ X ' ^ Ks.̂ +g. 

TEOREMA 4 . — C (X, E) ĉ  C ([O, 1], E ) ^ si E es un espacio de 

Krein. 

DEMOSTRACIÓN.—Dada / ' € ( ? ( X , E), definimos f^=j^^^^ y en 
general 

/n+i = / — T^ / j — ... — T,̂  i^ IK,^ . q* 
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Obviamente /n+i *̂  F^+i (E) para cada n'€ N. Definimos 

« = i 

tal que U (/) = (/i, /a, ..., /«, ...)• U es lineal inyectiva y continua. 
Veamos que es suprayectiva : Sea 

U i , ^ 2 ' - ' ^ n — ) € ] J F , ( E ) . 

« = i 

Consideremos 

Está bien definida porque gn (^) = O si 4r € Kap-i para cada n^ p. 
Como X es localmente compacto g es continua, y obviamente 

Finalmente la aplicación 

U-̂  : J J F„ (E) —> e (X, E) 

es continua. En efecto: Sea q una seminorma continua en E, y 
K2j>_i cz X un compacto. Dado 

n— I 

se tiene que 

Como cada T^ es lineal y continua existe M ]> O tal que 

( 1 ) < M ^ sup .{ q (g^ (x)) / ^ -€ K2 ,^ , }. 

00 

Y esta expresión es una seminorma continua en TT p̂ ^ (E). 
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La conclusión se sigue de la proposición 3, ya que 

00 

]][F„(E)c^e([0,l], E)N 
«—1 

TEOREMA 5.-^K (X, E) - e ([0, 1], E)^^\ si E es un espacio de 

Krein. 

DEMOSTRACIÓN.—Denotemos por U^ la restricción del operador U 
de la prueba del teorema á SL ¡K (X, E). Si f ^ SK (X, E) existe 
/> € N tal que sop f c: K^ p_^^^, de donde /n = O si t̂  > /> + 2, por 

las propiedades de los operadores T«. Y Ui (/) c: 0 Fn (E). 

Luego Ui : 9<C (X, E) —> 0 F^ (E) es un operador lineal, in-
n—í 

yectivo y continuo. Además si 

( ^ , , ^ 2 — ' ^ n ' - ) ' € 0 F „ ( E ) 

entonces 

Y Ui~^ es continuo pues 

obviamente. 

COROLARIO 5.1.—Dado n € K, si V es una variedad topológica 
^-dimensional, no compacta y numerable en el infinito, entonces 

e (V, E) 2̂  e ('[0,1], E)N y SK (v,E)c:^e {[o, ij , E)^^)^ 

si E es un espacio de Krein. 

COROLARIO 5.2.—Dado n'£M si O € R*" es un abierto, entonces 

e (O, E)^e ([0,1], E)N y e (o, E) -, e ([o, i], E)ÍN), 

s! E es un espacio de Krein. 



SOBRE CIERTOS ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS CON VALORES VECTORIALES 7 6 7 

Bibliografía 

[ i ] ARENS, R . (1952). Extensions of functions of fully normal 
spaces. Pacific / . Math., 2 , 11-22. 

[2] BoRSUK, K. (1933). Uber isomorphie der Funktionalraüme. 
Bull. Int. Acad. Pol. S ci., 1-10. 

[3] DiEUDONNÉ, J. (1966). Fundamentos de Análisis Moderno. Edi
torial Reverte. 

{4] KoTHE, G. (1979). Topological vector spaces, I I . Springer. 
[5] MiLUTiN, A. A. (1966). Isomorfismos de espacios de funciones 

continuas sobre compactos de la potencia del continuo. 
Tieoria Pune. (Khralov), 2, 150-156 (en ruso). 

[6] SCHWARTZ, L . (1954-55). Espaces de fonctions differentiables 
à valeurs vectorielles. / . d'Analyse Math. Jerusalem, v. IV, 
88-148. 

[7] VALDIVIA, M. (1979). Sobre ciertos espacios de funciones con
tinuas. Rev. Real Academia de Ciencias Exactas, Pisicas y 
Naturales de Madrid, 73 , 485-490. 

[8] VALDIVIA, M . (1980). Espacios de medidas de Radon. Rev. Real 
Academia de Ciencias Exactas, Pisicas y Naturales de Ma
drid, 74, 91-98. 


