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En este articulo estudiamos los espacios de funciones holomorfas en un domi-
nio especial D del plano complejo, para las cuales todas las derivadas tienen
limite en el origen O€ D’, y su relaciébn con los espacios de funciones holo-
morfas con desarrollo asintdtico.

In this paper we study the holomorphic functions in a special D domain of the
complex plane, in which all derivatives have their limit in the O € D’ origin, and'
their relationship with the spaces of holomorphic functions with asymptotic ex-
pansion. )

1. Separacién de los espacios E y A

Sea D un dominio del plano complejo que tiene al origen O como
punto frontera, estrellado en O, es decir, que para todo 2 € D, et
segmento que une el origen con 2, que designaremos [O, z]
c DU {O}, y tal que para todo compacto K<< D U {O}, exista unr

compacto K, estrellado en O, K, € D U {O}, Io{l conexo y K< Ie{l..
Sea H el conjunto de las funciones holomorfas f: D —s C.

(1) Este trabajo forma parte de la memoria «Espacios de funciones holomorfas-
cuyas derivadas se extienden por continuidad en un punto de la frontera del domi-
nio y su relacién con los espacios de funciones holomorfas con desarrollo asintd-
tico» presentada en la Universidad de Valencia para optar al Grado de Doctor emr
Ciencias, Seccién de Mateméticas, dirigida por D. Manuel Valdivia Urefia.
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“Consideramos los siguientes subconjuntos de H: A= {f : D —
—> C | f holomorfa en D y f tiene desarrollo asintético en O, a

‘través de D, f(2)~ 2 a, 2"}.
0

E = {f: D —sC|f holomorfa en D y existen lim f® (2) = b
zZ—>0
z2e€D
Para todo k£ = 0,1, 2, ...}.
Trivialmente E y A son subespacios vectoriales de H, propios y
#ales que si P es el conjunto de todos los polinomios P < E N 4.

TEOREMA 1.— E es un subconjunto propio de A.

DeMosTRACION.—a) E C A.
Sea f€ E. Existen lim f® (2)'= b V k€N,
z_ 50
Z€D
Sea 2€D, [0,2]<DWU{0}. Si t€[0,2].t=22 0<A<L
Sea &: ([0,1]—> C|® (A) = f(»2). Entonces, se verifica:

lim @ (\) = lim f(r2) = b,

A0 A0

M (A) = fB (A z) 2%; lim B (N) = b, 2%, Y Ek€N.
A—0

*Si V es un entorno de 0, existe

M, >0 | sup | f*D (2) | <M,
zev

b, sup | fHD (A 2) | | 2 [k41
—b —b z—..——2zF
|7(&) =t =, PT k+1)!
M, | z [P+ b,
—_— 1 —_— —_— _— k| —
ErD! :{>zh§‘|)f(z) by— ... 1 2| =0,

flo cual significa que la funcién f€ A y que

©® b.n
FEm DT
=~

D) E £ A. Para fijar ideas consideraremos

g T T
i D={z||lz|<]l, —— <argz<< —}.
2 [12] ) g )
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Necesitamos el siguiente lema:

LeMaA 1.—Se puede encontrar una sucesion de puntos, {a,}, con-
vergente a 0, fuera del dominio D, de modo que, si llamamos
A= d (a,, D), se tenga que la sucesidn

| p41 4 1:2 ‘ ay In (

2, \

sea divergente a + oo y tal que {|a., —a.|} Sea decreciente.

DEMOSTRACION DE LA SEGUNDA PARTE DEL TEOREMA 1.—Elegimos

‘una sucesion {a,} —> 0 de puntos fuera del dominio D, en las con-

diciones del lema 1. A partir de esta sucesién, tomamos la serie
1 I an |n '\'vn

]
2 e

n

Esta serie proporciona una funcién g€ 4.

( : )
2=, |

converge cuando z — 0, para todo p '€ N.

sup
zeD

; sup
n €D

:W ’ g(p) (“)

in

Tanto la serie, como la serie de las transformadas de orden p,
son uniformemente convergentes en los compactos de DU {0}:

1
|
n

&S 1 e, A, i
'Zo: 2n z—a, < o 2
1 Ja,|

=, 1 la, I 2,
e @)1= 2, la, " |z—a,] <,; 7 e, T

0

@0
1
a, l‘"<27 para todo z€D{U{0}
o

+ Z—z—t—:’>g'€z‘1-

n>n

Sin embargo, g & E. Veremos que g no estd acotada en ningtn
entorno del origen. Sea z, el simétrico de a, respecto de la curva
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borde de D.

Vg, —a,| =21, |23;,—a,|>]0;—a,]; | g ()] =

<« 1 e, I, |
g_.?"— (z; —a,)? >

1 Ja; )i 1 Ja,l*a,
> o (2;, —a))? ”*j.—2: (2, —a,)?
1 el _yl oA 1 el 1
T2 22y & o, —al2 T a2 lap,—a; 2 =
i la; |
T2 sz !

| ajl/

"
gente a '+ o, por lo que tomando j suficientemente grande,
| & (2) | es mayor que cualquier constante prefijada, y‘ como los
{2:} penetran en cada entorno de 0, # lim g’ (2).

zZ—>0
z€eD

para j mayor que un cierto p. Pero la sucesion

é es diver-

2. Topologia sobre Ey A

En el espacio A tenemos la topologia T de la convergencia uni-
forme de las funciones y todas sus transformadas sobre los compac-
tos Kc DU {0} | 0€ K. T estd dada por la familia de seminormas.

I, » (N = sup | f,y (@) |.
ZekK

r=m

Sobre E tenemos la topologia T” de la convergencia uniforme:
de las funciones y sus derivadas sobre los compactos

KcDhiyf{o}|oeK.

T’ estd dada por la familia de seminormas

b () = sup | O (3) |.

zZ€eK
rLm

A [T] es un espacio vectorial topolégico localmente convexo,
completo, separable, no metrizable y de Schwartz (Mira, 1). De modo
anilogo se prueba que E [T’] posee las mismas propiedades.

Sobre E, podemos considerar la topologia inducida por T, y se
tiene :


file:///ay/i
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* ProPOSICION 1.—Sobre E, la topologia T’, es estrictamente mds
fina que la inducida por T.

DEMOSTRACION.—a) T < T". Sea

W={f€E|sup |f, (e)]|<e}
ZeK
P Ln

un T-entorno de 0 en E. Sea K’ D K, K’ estrellado en 0, y sea

V={f€E| sup |fP(B)|<e}-VCW,
pin -
por lo que T T". :

b) T T. Si T =T, como E[T’] es completo, E [T] seria
completo, y como A [T] es completo, E seria cerrado en A [T1].
Pero los polinomios forman un subconjunto P < E, y P es denso
en A [T], por lo que P seria denso en E, cerrado, de donde se de-
duce que E = A, lo cual es falso.

3. Los espacios E. [T'.] v A [T]

Dada una sucesién fundamental de compactos de D, fija,
A, < A < ..., llamamos {Ag,},-oa una sucesiéon de compactos de
DU {0}, tales que, V¥V » € N, se verifican las condiciones:

0€ Aa.n; Am‘c Awn; Aom('——”{o}'c Aa,

, ML’

A, = {f€ H (D) |f posee desarrollo asintético en el origen, a
través de los compactos {A,,}} (Mira, 1, def. 3)

Sobre A, se tiene la topologia T, dada por la familia de semi-
normas :

Gun ()= sup |fy @], n,meN.
ZeA

rémam
A, [T.] es un espacio Fréchet-Montel, Schwartz, y
A[T] = lim A, [T,]
<«

(Mira, 1).
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DeFiNiCI1ON 1.—Dada una sucesion fundamental de compactos de
D, fija, Ay < A, C ..., Hamamos {Buy}2=0 @ una sucesién de com-
pactos de DU {0}, estrellados en el origenm, tales que, para todo n
wnatural, se verifican las siguientes condiciones:

[
OIE Ban' AnCBcr.n’ Baqn—{o}cBu,n'q-],

DzrFINICION 2.—Dada la sucesion de compactos {Bun}n-o, lama-
vemos E, al conjunto de las funciones holomorfas f: D —» C, ta-
les que f y todas sus derivadas poseen limite en el origen a través
de los compactos Byn .

Sobre E, definimos la topologia T, dada por la familia de semi-
normas

Pm,n () = sup | [ (2)|, m,meN.
Z€B
ré(rgm
E,[T'd] es un espacio Fréchet, Schwartz y separable. Teniendo

en cuenta que E es la interseccién de todos los E,, E = n E,,
o eI
se estructura E [T] como limite proyectivo de los E, [T".].

Nora.—Esta claro que el conjunto de indices IV € T' y que cada
{Bun} es, a su vez, un {A,,}. El reciproco no es cierto. Tratamos
a continuacién de comparar los espacios A, y E, para « €I,

ProOPOSICION 2.—E, C A, para « €TV, y, en general, E, 7 A,.
DEMOSTRACION.—a) E, C A,. Sea

fEE,; lim fB (2) =b, Yk n€N.

zZ_ 30
Zenan
Si 2 € B,
bk Mrnlzlk.‘-l
— — — Kk
fl&)—b,—.. 21 z‘< TR
y por tanto
lim f)—b —..— 2| =0, VYneEN=f€4,.
z—s0 0 k!

z
GBa”
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b) En general, A,54 E,. En el teorema 1 se dio un ejemplo
de una funcién g tal que g€ A y g ¢ E. Sabemos que

E = Ea.; A4 = A“ C Aa‘
L=l
Como g€ A, se tiene que g€ A, para todo =€ I". Sin embar-
go g € E, por lo que existe a, € IV tal que g & E,, . Asi Ey, 7% Aa
y en general E, serid un subespacio propio de Aq.

* ¥ %

En E, tenemos, pues, dos topologias: la topologia T, y la to-
pologia inducida por la T,.

Analogamente a la proposicién 1, se tiene:

ProposicioN 3.—Sobre E, la topologia T . es mds fina que la
inducida por Ta. Si Eo 3% Ao, T'o es eStrictamente mds fina que
le inducida por Ty.

4. Algunos casos particulares en los que E. coincide con A.

Consideramos ahora wuna familia particular de compactos
{Ban)>_,; la formada por los compactos de tipo angular (Mira, 2,
def. 1). Sea pues, dada, una sucesién fundamental de compactos
de D, Ay, A ..., v K, ©K, C.., una sucesién de compactos

angulares, tales que A, < K,, K,— {0} I%,,m (es posible encon-
trarla por Mira, lema 1).

Asociados a la familia anterior de compactos angulares, tenemos
dos espacios:

A ={f:D— C|f holomorfa y f admite desarrollo asintoti-
co en el origen a través de los compactos {K,}u ¢ n» f(z)& Z a, 2"},

0
E ={f: D—s C|f holomorfa y existe lim f (¢) = b, para
)

todo n € N, para todo » =0, 1, 2, ...}.

Sabemos que E < 4 ; en este caso, se tiene:

ProrosiCiON 4.—A coincide con E.
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DeMosTrACION.—Basta ver que A C E, y para esto es suficiente
ver que si f€ A, entonces f''€ A. Sea f€ 4. f (2) ~ Z a, & Sea K
0

un compacto angular y y su curva borde. Sea K, un compacto an-
gular tal que K< K, y, si v, es la curva borde de K,, el angulo
formado por v y y,, sea «. Sea 2€ K, y sea t la circunferencia de
centro z y radio p = d (3, v,)- Sea a, = lim f(2).

zZ.30

z2eK
, 1 F@ ; 1 () —a,
FP@O = e (o Y= ST
a, dt B . 22 f(z)(t) d
Yo [ a—ae @t @t fo T Ak
Sea C, = sup | fuy (£) |. Asi pues se tiene:
Z€K‘
= fa @ [z ]2 C, [2]C,
27d (2 —_—
271 7T (t—2)2 Hs 2r d(z,v,)? )< sene

y, por tanto,

lim f () = lim f, (s) = a,.
z—>0 Z—=0
Z €K zZ €K

Analogamente, procediendo con f,y (¢) lo mismo que con f(2),
mostrariamos que:

lim [f,y (2)1 = lim f,,., (8) = a5, ..
z—0 20
ZeK zeK

Veamos a continuacién, que f (2) tiene desarrollo asintdtico en
€l origen a través de los compactos de tipo angular:

fay ) —a,

oo () = Uy, @F +

k4

fao (5) —a,
H ’ - —_ 3 -~ ’ H — —————
lim ', (2) = lim [f, ()] + lim Z =2a,.
z -0 z—>0 z %0
ZeK ZeK zeK
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Apliquemos ahora induccién, suponiendo que zlim Fop (2) =na,
-0

zeK

f(»n) (2) — a,
Faay ) = Uiy GV 4 0 2

Como fny (2) tiene desarrollo asintético en el origen a través de
los compactos de tipo angular, y

k
ahmz ’

Me

Fony (8) ~
k

I
°

se tiene que

lim (f, )] =a,,,
Z—>0

zeK
y por tanto,
i : . f(,,)(z)—-am
lim £,y (2) = lim [f,, () + lim » —————=
zZ—=>0 z2—0 z—30 z
Z2eK’ ZegK Zex

=a,,+nae, = (n+1) Gpre

Asi, tenemos que f (2) tiene desarrollo asintético en el origen a
través de los compactos de tipo angular, y f (z)'; 2 n @, 3"t
1

o

Por tanto, si f€ 4, y si f(z)L_f Z a, 2", existe
[}

lim f” (z) =r!a,,
Z 0
zeK

para todo K compacto angular, para todo » =0,1,2, ..., por lo
que A < E y en este caso, coinciden.

* % %
Sobre £ = 4 tenemos entonces dos topologias, la topologia T

y la topologia T’,. Se tiene (prop. 8) que T, < T',. Vamos a ver
que, en este caso, coinciden.
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Prorosicion 5.—Sobre E = A, las topologias Ty y T o coinciden.

DEMOSTRACION.—(E, T,) es un espacio de Fréchet. (E, T".) es
también un espacio de Fréchet. Ademas, T, < T’,. Entonces la
identidad i: (E, T"y) —> (E, Ty) es continua, y como la imagen
i (E) = E, por el teorema de Banach-Schauder, se tiene que ¢ es un
isomorfismo topolégico. Por tanto, Ty = T’s.

Vamos a considerar, a continuacién, otra familia especial de
compactos {Ban}n e n-

DeriniciON 3.—Diremos que K < DU {0}, es un «cf-compacton,
cuando K es un compacto de DU {0}, 0 € K, K esirellado en el
origen, y el borde de K es una curva cerrada simple que posee e
el origen un contacto de orden finito con la curva borde de D.

Se prueba ficilmente el siguiente:

LemMA 2.—Dada una sucesion fundamentol de compactos de D,
A, C A, C ..., es posible encontrar una sucesidn K, =K, < ..., de
«cf-compactosy, de modo que, para todo B, exista un K, tal que
A< K, v ademds, esta sucesidn es tal que cualquier cf-compacto
K estd contenido en un K.

Consideremos, pues, los espacios A°f y E°f asociados a dicha fa-
milia de compactos, es decir:
A = {f : D—> C | f holomorfa y f posee desarrollo asintoti-

cf &2
co en el origen a través de los cf-compactos, f(2)~ E a, 2"},
0

E* ={f : D—»s C|f holomorfa y existen lim f® (2) = b,
20
zekK

para todo r = 0, 1, 2, ..., para todo K cf-compacto}.

Sabemos ya (prop. 2), que E°f'C A°f. Vamos a probar que en
este caso coinciden.

Prorosicion 6.—E*¢f coincide con A%

DemosTtrACION.—Hay que probar que A 'C Ef, Para esto es
suficiente ver que si g'€ A/, entonces g’ € A%, :
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- ef @
Sea g€ Af y sea g (g)~ a, 2.
>

Sea K un cf-compacto. Sea K, otro cf-compacto tal que K < K,.
Sean I' y T, los bordes de K y K, respectivamente. Sea z€ K, z 74 0.
Sea v la circunferencia de centro z y radio d (2, T,); y< K,.

Si (m — 1) es el orden de contacto entre T'' y Ty,

d(T))

lim —— X =L >0,
z.30 |z m

para todo z€ K. Entonces,

ame &y (0
271 Yo (t—2)2

g @) =gy @+ 28 (@) + .o +

Por otra parte, existe

lim g(m'+'2) (z) = Oy
Z0
zZ €K,

por lo que existe M>0 tal que | gemn () | <M, para todo
t € K,, de donde

e 1o O dt |« 2 v, d(zT)< | |M
2, z| —-~
5. e IS T Ty BT VS L
Por lo que
lim g’ (2) = lim g, (2) = a,.
Z 30 z—0
z2€eK ZeK

Veamos ahora que las transformadas de g’ tienen limite en el
origen a través de los cf-compactos:

& (&) —a
g'(l) () = '[g('l) ()1 + _—(llz—l‘ H

de donde

lim g, () = 2a,
zZ—0
zZeK
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Aplicando induccién, si existe

., _
lim g, 1, () =na,
z—0 R
zek

para todo K compacto angular, tendremos:

&) (2) — ¢,
&y () = {8y Y + 1 —————

2

Como
cof =
.
E(n) (Z)Q_-‘ Z ag_,,m zk:
[]

se tiene que

lim [g(n) (z)], =Gy
zZ-30
zeK

&y por tanto

lim g'(") (2) = %ty +n Onyy = m+1ea
zZ—=>0
Z€eK

n+1?

. cf 2
es decir, g'(2)€ A%y g (2)~ Z na, "
1
Y por consiguiente, si g€ A%, existe

lim g0 (@) =rle, r=012..,
Z—0
zek

para todo K cf-compacto. Por tanto, A°f < E y en este caso
«coinciden.

En el espacio A°f = E°f tenemos inicialmente dos topologias: la
topologia T, y la topologia T’,. Por la proposicion 3, ToC T’y ¥
como (A, T,), (E*f, T’y) son espacios de Fréchet, se tiene como
en la proposicién 5.

ProrosiciON T.—En A = E° las topologias Ty y T’ coin-
ciden.
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0
Prorosicion 8.—Sea D un dominio convexo, 0 € D', Sea E a,
0

una serie arbitraria de wnimeros complejos. Entonces existe una
Juncién holomorfa £: D —= C tal que £€ E N E**, es decir, que f
9y todas sus derivadas poseen limite en el origen a través de los com-
pactos de tipo angular, y también a través de cf-compactos, y

im0 (z2) =a, r=0,1,2, ..,
z—>0
€K

para todo K compacto angular o cf-compacto.

an

DemosTrACION.—Dada E a,, tomamos b, = para todo n# N.
0

n!
0

Dada la serie Z b, existe f€ A tal que f (&)~ 2 b. 2™ (Carle-
[}

0
‘man, 1926).
Pero f€ A = E; f€ A”f = E“, por lo que existen

lim f(z) =r!b, =a, paratodo r=0,1,2,..,
Z—=v
zekK

-para todo K compacto angular, o cf-compacto.
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