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En este artículo estudiamos los espacios de funciones holomorfas en un domi
nio especial D del plano complejo, para las cuales todas las derivadas tienen* 
límite en el origen O '€ D', y su relación con los espacios de funciones holo
morfas con desarrollo asintótico. 

In this paper we study the holomorphic functions in a special D domain of the-
complex plane, in which all derivatives have their limit in the O iÇ D' origin, and' 
their relationship with the spaces of holomorphic functions with asymptotic ex
pansion. 

1. Separación de los espacios E y A 

Sea D un dominio del plano complejo que tiene al origen O como" 
punto frontera, estrellado en O, es decir, que para todo ^ € D, ef 
segmento que une el origen con B, que designaremos [O, z^ cr 
c D U {O}, y tal que para todo compacto K'C D HJ ;{0}, exista wx 

compacto K^ estrellado en O, K^ c D U .{O}, K^ conexo y K'C K .̂-
Sea H el conjunto de las funciones holomorfas / : D —> C. 

(1) Este trabajo forma parte de la memoria «Espacios de funciones holomorfas 
cuyas derivadas se extienden por continuidad en un punto de la frontera del domi
nio y su relación con los espacios de funciones holomorfas con desarrollo asintó
tico» presentada en la Universidad de Valencia para optar al Grado de Doctor tw 
Ciencias, Sección de Matemáticas, dirigida por D. Manuel Valdivia Ureña. 
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Consideramos los siguientes subconjuntos de H : 4̂ = {/ : D —> 
—í- C I / holomorfa en D y / tiene desarrollo asintótico en O, a 

través de D, / {¿) ĉ : ̂  a^ z"^}. 
o 

£ = {/ : D.—> C I / holomorfa en D y existen lim f^^ {z) = hu 
^ ~> o 
2r e D 

j>ara todo fe = O, 1, 2, . . . } . 
Trivialmente E y A son subespacios vectoriales de H, propios y 

lales que si P es el conjunto de todos los polinomios V a E Ç\ A, 

TEOREMA 1.— E es un sub conjunto propio de A. 

DEMOSTRACIÓN.—^a) E c A. 

Sea / '€ £ . Existen lim /̂ *> (^) = h V fe € N. 

Sea s € D, [O, s] «c: D U {0}. Si t •€ [O, s], t = X s, O .< X < 1. 
Sea # : {O, i ] >—> C | # (X) = / (X ^). Entonces, se verifica : 

lim ^ (A) = lim / (A JET) = b 
10 

^m (jv) = /(A:) (A s) z^ ; lim #í*> (A) = ôĵ  2^, V ^ '€ N. 
X —>. o 

:Si V es un entorno de O, existe 

M^ > O I sup I /í*+i> {£) I < Mĵ  

¿ > . sup I /í*+i) (A ;?) 1 1 ^ |*+i 

^ lim I / (s) — &„ — ... 2* I = O, 

lio cual significa que la función / '€ yl y que 

b) £ ^ 4 . Para fijar ideas consideraremos 

D = 2: I I ^ I < 1, — < arg ;5 < 
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Necesitamos el siguiente lema : 

LEMA 1.—Se puede encontrar una sucesión de puntos, {an}, con
vergente a O, fuera del dominio D, de modo que, si llamamos 
An = d (an, D), se tenga que la sucesión 

.sea divergente a + Do y tal que {| an+i — an 1} sea decreciente. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SEGUNDA PARTE DEL TEOREMA 1.—Elegimos 
una sucesión {a^} —> O de puntos fuera del dominio D, en las con

diciones del lema 1. A partir de esta sucesión, tomamos la serie 

Esta serie proporciona una función g'^ A. 

sup = — — ; sup 
a,„ r K 

^fP) (^) 

converge cuando s —> O, para todo /> '6 N. 

Tanto la serie, como la serie de las transformadas de orden p, 
,-son uniformemente convergentes en los compactos de D U {0} : 

a^ r K 

2^ js — a 
Í - r ^ < Z " i r ' " ' " ' " < 2 - i ^ para todo . ' € D U { O }. 

o„ I" A„ 

o, r u — o,„ 
< 

% r 
2" I a„ I" 

+ Z-^=^S'^A. 
n > P 

Sin embargo, g € E. Veremos que g' no está acotada en ningún 
entorno del origen. Sea z^ ^1 simétrico de a^ respecto de la curva 
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!^. 2 \ î \^j-%.\'>\^j-%\> U ' (^PI = 
\%rK 

\a^\JXj 

> 
\ay\i 

2J 22 A, 

2; (^.-ap2 
y, 1 | a , „ P >;K 

« Í / ' 2̂  ^;-M-^7'P -sr/ ;?2 x .̂ 
\ ^ U i - ^ i ^ 

> 
l«;P 

2 ^̂ * 2^ A, 

para ; mayor que un cierto />. Pero la sucesión 
ai\J 

2> Xy 
es diver

gente a + bo, por lo que tomando j suficientemente grande,. 
I s' (^j) I es mayor que cualquier constante prefijada, y como los-
{̂ n} penetran en cada entorno de O, } lim g' {¿), 

2 —>. 0 
z ejy 

2, Topología sobre E y A 

En el espacio A tenemos la topología T de la convergencia uni
forme de las funciones y todas sus transformadas sobre los compac
tos K c D 'U {0} I 0 "€ K. T está dada por la familia de seminormas 

^K,n(f)= sup |/(^)(^)I. 
^ e K 
r = >n 

Sobre E tenemos la topología T' de la convergencia uniforme 
de las funciones y sus derivadas sobre los compactos 

K c D HJ { O } I O i€ K. 

T' está dada por la familia de seminormas 

/ ' K . . ^ ^ sup l/t'-JWI. 
Z €K 

^ [ r ] es un espacio vectorial topológico localmente convexo,, 
completo, separable, no metrizable y de Schwartz (Mira, 1). De modo-
análogo se prueba que E [T^] posee las mismas propiedades. 

Sobre E, podemos considerar la topología inducida por T, y se 
tiene : 

file:///ay/i
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' PROPOSICIÓN 1.—Sobre E, la topología T', es estrictamente más 
jiña que la inducida por T, 

DEMOSTRACIÓN.—a) Ta T. Sea 

W = { / € £ 1 sup | / ( p > ( ^ ) | < e } 
2 e K 

P ^sn 

un T-entorno de O en £ . Sea K' 3 K, K' estrellado en O, y sea 

V = {/€ £ 1 sup I /í^) (̂ ) I < e } . V c W, 
•2" e K ' 

por lo que T -e T\ 

b) TyézT. Si r = r , como E [T] es completo, E [T] sería 
completo, y como A [T] es completo, £ sería cerrado en A [71]. 
Pero los polinomios forman un subconjunto P c £ , y P es denso 
en A [T]y por lo que P sería denso en E, cerrado, de donde se de
duce que E = A, lo cual es falso. 

3. Los espacios EOL [F'a] y Aa [Tal] 

Dada una sucesión fundamental de compactos de D, fija^ 
^0 c= A, c: ..., llamamos {Aa^n}n = o ̂  una sucesión de compactos de 
D'U {0}, tales que, V n € N, se verifican las condiciones: 

O € A^^ ; A„ C A^^ ; A^ ,̂ - { O }-c A^̂  .„.̂ .̂ 

AoL = {/•€ H (D) I / posee desarrollo asintótico en el origen, a 
través de los compactos {Aa.n}} (Mira, 1, def. 3) 

Sobre ^ a se tiene la topología Ta dada por la familia de semi-
normas 

^m, n (/) = SUp | /(^5 (s) | , W, m £ N . 

A a. [Tai] es un espacio Fréchet-Montel, Schwartz, y 

Ain = l i m ^ ^ [ r j 

(Mira, 1). 
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DEFINICIÓN 1.—Dada una sucesión fundamental de compactos de 
D, fija, Ap c: Aj cz ..., llámameos {Ba,n)û=Qa una sucesión de com-
pactos de D U !{0}, estrellados en el origen, tales que, para todo n 
natural, se verifican las siguientes condiciones : 

0'eB^^,A^czB, {0}cB^. 

DEFINICIÓN 2.—Dada la sucesión de compactos {San}*=o, llama
remos Eoi al conjunto de las funciones holomorfas f : D —>. C, ta
les que f y todas sus derivadas poseen límite en el origen a través 
de los compactos B^M • 

Sobre Ea. definimos la topología T'a, dada por la familia de semi-
normas 

a tn 
r Z.\n 

uBtt \T'¿] es un espacio Fréchet, Schwartz y separable. Teniendo 

en cuenta que E es la intersección de todos los £», £ = Q E^, 
a € r ' 

se estructura E [T'i] como límite proyectivo de los £a [T '̂a!]-

NOTA.—Está claro que el conjunto de índices r ' c: r y que cada 
{Ban} es, a su vez, un {Att,n}. El recíproco no es cierto. Tratamos 
a continuación de comparar los espacios A^t y E^ para a € V\ 

PROPOSICIÓN 2 . — E ^ c i A ^ para <a'€r', y, en general, E^yéiA^L. 

DEMOSTRACIÓN.—a) E^cz A^,, Sea 

/1€ E^ ; lim /í*) is) = ôjj. y k,nÇ: N. 

^ € B„ 

Si S € Bocn, 

y por tanto 

lim 

^ 6 B^ 

/(^)-

/(^)-

ifeî 

k\ 

< (fe + 1) ! 

0, V w ' € N = > / € ^ , 
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b) En general, A^yé: Ea., En el teorema 1 se dio un ejemplo 
de una función g tal que g € A y g ^ E, Sabemos que 

c¿ e r' a g r a € r' 

Como g'^A, se tiene que ^'€^4» para todo a^€T\ Sin embar
go ^ 3 £ , por lo que existe ^i € F tal que g 5 £a, • Así £oc, i^ ^ot 
y en general Ea, será un subespacio propio de AOL-

En EoL tenemos, pues, dos topologías : la topología TU y la to
pología inducida por la T». 

Análogamente a la proposición 1, se tiene : 

PROPOSICIÓN 3.—Sobre Ea, la topología T\ es más fina que la 
inducida por T». Si E^y^ Aoi, T\ es estrictamente más fina que 
la inducida por T^, 

4. Algunos casos particulares en los que Etx. coincide con A a. 

Consideramos ahora una familia particular de compactos 
{Baín}^„„; la formada por los compactos de tipo angular (Mira, 2, 
def. 1). Sea pues, dada, una sucesión fundamental de compactos 
de D, AQ c: Aj íc: ..., y 'K^^'K.^^^ ..,, una sucesión de compactos 

o 

angulares, tales que Â  c IQ, K^ — {0} c: K^̂ ^ (es posible encon
trarla por Mira, lema 1). 

Asociados a la familia anterior de compactos angulares, tenemos 
dos espacios : 

Â = {f : T> —> C I / holomorfa y / admite desarrollo asintóti-
00 

CO en el origen a través de los compactos {Knl^gNj f(^)'^^ ^n,^""}. 
o 

Ê = {f : D —> C I / holomorfa y existe lim /̂ ""̂  (á) = br para 
Z —> o 

todo n€ N, para todo r = O, 1, 2, . . . } . 

Sabemos que Ê a A ; en este caso, se tiene : 

PROPOSICIÓN 4.—Â coincide con Ë. 
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DEMOSTRACIÓN.—Basta ver que ^ cz £ , y para esto es suficiente 
00 

ver que si / € ^ , entonces f € A. Sea f'^A.f{z)^ ^S] a^ ^, Sea K 
o 

tin compacto angular y y su curva borde. Sea K^ un compacto an
gular tal que K cz K^, y, si YI es la curva borde de K^, el ángulo 
formado por y y y^, sea a. Sea -s '€ K, y sea T la circunferencia de 
centro z y radío p = Í/ (^, YI). Sea a^^ = lim j {¿). 

1 /W 1 / W - % 
f {z) = r̂  d i = r, — d t + 

a dt z^ f^^^it) 

Sea Cn = sup I /(„) (z) |. Así pues se tiene: 

Ul^ C. _ \z\C 

y, por tanto, 

< • 2 r d {S, y) < — ^ 

lim f (z) = lim /(^j (j) = a^. 
xr - > o ^ —>. O 
^ € K Z €K 

Análogamente, procediendo con f^py (s) lo mismo que con / (^), 
mostraríamos que : 

lim [/(^j iz)y = lim /^^^^) (^) = Op^^. 
2- —^ o 2 - > O 

Veamos a continuación, que / ' (z) tiene desarrollo asintótico en 
él origen a través de los compactos de tipo angular: 

/ ' ( ! ) ( - ) = [ / ( . ) ( - ) ] ' + 

iim f (^, (^) = lim [/(^j {z)Y + lim = 2 a^. 

^ € K 2 € K ^ e K 
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Apliquemos ahora inducción, suponiendo que lim /'(»_!> (^) = n a^ 
z eK 

fin) (^) — ^n 

• • S 

Como /(^) {2) tiene desarrollo asintotico en el origen a través de 
los compactos de tipo angular, y 

t s O 

se tiene que 

^ - ^ o 
^ € K 

j por tanto, 

^ 6K 2 eK z eK 

Así, tenemos que / ' (s) tiene desarrollo asintotico en el origen a 
00 

través de los compactos de tipo angular, y / '(^) ~ 2 * ^^n^''^^-
1 

ce 

Por tanto, si / '€/4, y si / (-sr) ̂  ^ ^ an-ŝ % existe 
o 

lim /Cr) (s) =r\ Oy, 
^ - f o 
2 €K 

para todo K compacto angular, para todo r = O, 1, 2, ..., por lo 
<iue il c jÊ y en este caso, coinciden. 

Sobre Ê =^ Á tenemos entonces dos topologías, la topología Ta 
y la topología T'a. Se tiene (prop. 3) que Ta,<^ T\. Vamos a ver 
que, en este caso, coinciden. 
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PROPOSICIÓN 5.—Sobre Ê = Â, las topologías T» y V^ coinciden^ 

DEMOSTRACIÓN.—(£, T^ es un espacio de Fréchet. (JS, T'a) es 
también un espacio de Fréchet. Además, Ta <= T\. Entonces la 
identidad % : (£, T'a) —> (-Ê? r») es continua, y como la imagen 
i (Ê) = JS, por el teorema de Banach-Schauder, se tiene que i es un 
isomorfismo topológico. Por tanto, Ta = T'a. 

Vamos a considerar, a continuación, otra familia especial de 
compactos {B^nk^N. 

DEFINICIÓN 3.—Diremos que K cz D^U {0}, es un acf-compactoy), 
cuando K es un compacto de D 'U {0}, O € if, K estrellado en et 
origen, y el borde de K es una curva cerrada sim^ple que posee eit 
el origen un contacto de orden finito con la curva borde de D. 

Se prueba fácilmente el siguiente : 

LEMA 2.—Dada una sucesión fundamental de compactos de Dr 
A,Q c: Aj'c: ..., es posible encontrar una sucesión K^ ^ K^ ^ ,,,, de 
ücf-com^pactosn), de m,odo que, para todo lAj,, exista un K^ tal que 
Ak cz Kj^, y además, esta sucesión es tal que cualquier cf-compactO' 
K está contenido en un if^. 

Consideremos, pues, los espacios A^* y E^^ asociados a dicha fa
milia de compactos, es decir: 

^"^ = {/ : D —> C I / holomorfa y / posee desarrollo asintóti-
cf « 

CO en el origen a través de los cf-compactos, / {z) ~ ^ an z^)^ 
o 

E'^ = {/ : D —> C I / holomorfa y existen lim f^'^ (z) = br 
• o 

Z £K 

para todo r = O, 1, 2, ..., para todo K cf-compacto}. 

Sabemos ya (prop. 2), que E'^^^^A^^, Vamos a probar que en? 
este caso coinciden. 

PROPOSICIÓN 6.—E'̂ ^ coincide con A^^, 

DEMOSTRACIÓN.—Hay que probar que A^^^ciE^^. Para esto es 
suficiente ver que si g'€A^^, entonces ^ ' € i4''^ 
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cf JL, 
Sea g '€ A^^ y sea g {á) ~ ^] an z^, 

o 

Sea K un cf-compacto. Sea K^ otro cf-compacto tal que K ci K^^ 
Sean F y r^ los bordes de K y K^ respectivamente. Sea ^ '€ K, ^ 7^ 0^ 
Sea Y la circunferencia de centro z y radio d {z, V^ ; -f '^ K^. 

Si (m — 1) es el orden de contacto entre F y F^, 

d (s, r , ) 
lim i— = L > O, 

para todo z € K. Entonces, 

Por otra parte, existe 

por lo que existe M > O tal que | g(m+'2) (O I < ^ J P^^^ toda 
t € Kj, de donde 

f —^--^— u M < 2 îT d (s, r j •< u I — 

Por lo que 

lim g' (s) = lim g^^y (s) = a^. 
•? _> . o -e- - > o 
2 € K 2 € K 

Veamos ahora que las transformadas de g' tienen límite en el 
origen a través de los cf-compactos : 

de donde 

Hm g\^yis) = 2a^. 
^ -^ o 
^ € K 
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Aplicando inducción, si existe 

z -^ o 

para todo K compacto angular, tendremos: 

^ (n ) (^) - <^n 

Como 

cf 

O 

-se tiene que 

^ - > O 

lim ^'(„j (5) = a^_^^ + w a„̂ ,̂  = % + 1) a„^,, 

^ € K 

y por tanto 

cf 
es decir, g' (^) € '̂̂ ^ y ^' («s-) - ^ ^ a,, s'^'K 

Y por consiguiente, si ^ € ^^^, existe 

lim g^r) (2) z=r\a^, r = 0 ,1 , 2, 
^-> o 
^ e K 

para todo K cf-compacto. Por tanto, A'^^ c E""^ y en este caso 
coinciden. 

En el espacio 4̂*" = E^^ tenemos inicialmente dos topologías: la 
topología Ta y la topología T'a. Por la proposición 3, Ta'C: T'a y 
como (A'^, Ta), (E'^, T'a) son espacios de Fréchet, se tiene como 
en la proposición 5. 

PROPOSICIÓN 7.—En A'^ = E""^ las topologías T^ y T'a coin
ciden. 
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PROPOSICIÓN 8.—Sea D un dominio convexo, O € D\ Sea ^] a^ 
ü 

Mna serie arbitraria de números complejos. Entonces existe una 
junción holomorfa f : D —> C tal que f '€ JS fl E"^, es decir, que í 
y todas sus derivadas poseen límite en el origen a través de los com
pactos de tipo angular, y también a través de cf-compactos, y 

Um £(!•> (z) = â ., r = 0 , 1 , 2, ..., 
z -^ ü 
^ 6 K 

para todo K compacto angular o cf-compacto, 

eo ^ 

DEMOSTRACIÓN.—Dada ^ a», tomamos bn = — para todo nN, 

Dada la serie ^ bn, existe / € 4̂ tal que / (^) CÍÍ ^ bn z^ (Carle-
0 o 

man, 1926). 
Pero / '€ i4 = Ê ; / € A'^^ = £^^ por lo que existen 

lim /Cí-) (s) = r ! l\ - a ,̂ para todo r = 0 ,1 , 2, ..., 
^ —> ü 

para todo K compacto angular, o cf-compacto. 
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