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En este articulo se estudian algunas propiedades del espacio de las funciones
holomorfas en un dominio D simplemente conexo, que admiten desarrolio asin-
tético en un punto de la frontera de D, con las topologias de la convergencia
amiforme de las funciones y sus transformadas sobre ciertas familias de compactos.

In this paper we study some properties of the space of holomorphic functions
in a simply connected D domain, which have an asymptotic expansion in a point
©of the D boundary, with the uniform convergence topologies for all the functions
and their transformed functions on certains compacts.

1. El espacio E{T,]

Sea D un dominio simplemente conexo del plano complejo C,
que admite el origen 0 como punto frontera. Consideramos el con-
junto E de las funciones holomorfas en D y con desarrollo asinté-
tico en el origen 0,

S (z)= Zo‘afz?

(1) Este trabajo forma parte de la memoria del mismo titulo presentada en
1a Universidad de Valencia, para optar al grado de Doctor en Ciencias, Seccion
de Matemaiticas, dirigida por D. Manuel Valdivia Urefia.
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siendo

gy = lim f (z)
z—0

Z €D

ap = lim y 2=1,2,...

DEeFINICION 1.—Llamaremos transformada de orden n en D, de
f €E, ala funcién

n—1
f(z)—-Z ap zP
f) (2)= =2 : ()

n
z

n=1,2, ... y escribiremos también {, (z) = f (2).
Con estas notaciones,

fin) (2) €E, n=0,1,2,...,

y ademas f, (2) tiene por desarrollo asint6tico

o0
: : Buyr 37,

r=0

Es inmediato que E tiene estructura de espacio vectorial sobre
C, con las operaciones habituales. ;
Sea A< D, compacto. La familia de seminorma

= , AcD, to, p=0.1,2...
98,5 (/) 2 | F(p) (2)] compacto, 2

define sobre E la topologia T, de la convergencia uniforme de las
funciones y sus transformadas sobre los compactos de D. E [T,]
es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo metrizable,
yva que si en D consideramos una sucesién exhaustiva de compac-
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tos, A, C A, © A, < ..., la topologia anterior viene definida por la
sucesién de seminormas

gm,n ()= zseuAp | f» (2)| mn=0,1,2...

o también por las seminormas

Hrlle = ,sg%nlfm (2)1

PLm

que forman una sucesién creciente.
* ¥ ¥
El contraejemplo que sigue prueba que E [T,] no es completo.

Supongamos que D= {2/|2+ 1| <1}, y sea f (&) = exp (1/2)-
Entonces, f ¢ E, pues no existe lim f(2).

z—0
€D
Consideremos la sucesién de funciones {f,} = , donde
1 n41
Sn (z)=exp P 1 = exp ns—1" n€N
Z —
n+1 n41

Cada f, es holomorfa en el dominio

by

1
<t
n

por lo que es desarrollable en serie de Taylor alrededor de 0, y.
por tanto, pertenece a E para todo #n'€ N. Asi pues,

y sus transformadas de orden p

hind W) (0
Fny (s 31 LD

=1 &!

zk—p,
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Se tiene que

Sn(2)=fa (2)(n+1)(—=n)(nz—1)"1,

Sf'n O)=(—mn)(n+1)exp|—(n+1)],

por lo que
lim f’n (0)—.: 0.
7 —> 0

Por induccién se demuestra que la derivada k-ésima f,® (0), se
«compone de sumandos en nimero finito, que son producto de una
exponencial que tiende a 0, por una potencial que tiende a infinito,
por lo que

lim f£,®) (0)=0, 42=1,2,...
n —>

Vamos a demostrar que {f. o (2)} es uniformemente conver-

%
n=1

gente en el interior de D, cualquiera que sea p, con lo que {f.}=_,
serd una Tg-sucesiéon de Cauchy.

En efecto: Si Ac D es un compacto cualquiera, y llamamos
7 = dist (0, 4), y s = didmetro de (AU {0}), tenemos que

Jn &) = Fm (&) - Z k! k!

k=0

-1 (fmw ©) /a0 (0) ) .
- z

<

S (3) @) — fm(5)(® | = ”

P11
| S (3) = fom (2) | + | fm® (0) — fu(®) (0) | 5271

£

r?

Como {f, (0)}>_,tiende a 0, para todo %, el segundo sumando
tiende a 0, cuando m y » tienden a oo, y ya que f, (2) converge a
7 (2) uniformemente en A, el primero también, y queda demostrado.
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Como el T, —lim f, ha de ser necesariamente f, y f ¢ E, E no
«s completo.

TEOREMA 1.—Sobre el espacio E de las funciones holomorfas en
D y con desarrollo asintdtico en el origen, mo existe ninguna topo-
dogia T que lo dote de estructura de espacio de Fréchet, si T implica
la convergencia puntual.

DeMoSTRACION.—Lo haremos por reduccion al absurdo. Supon-
gamos que existe una tal topologia T en E, tal que E [T] sea un
-espacio de Fréchet. Podemos considerar T definida por una sucesion
<reciente de seminormas || ||, < || ||, < ... (Kothe, pag. 205, tomo
18.2 (2)).

Sea {#,} una sucesién de puntos sobre la frontera de D tal que
2, —> 0 cuando # —— 0. Consideremos la serie

1

i - zl @)

REEE=)

Fsta serie es convergente en E [T], ya que cualquiera que sea 7,

23— Zn

1

Z— Zn

1
. égféT'
J

Por tanto, nos define una funcién g, que, debido a que T impli-
«<a la convergencia puntual, es la suma de la serie (2). Por otra
parte, la funcién g no tiene desarrollo asintético en 0, con lo que
no puede pertenecer a E, en contradiccion con lo anterior.

1

% — Zn

n>r

(s

Veamos, en efecto, que g no estd acotada en ninglin entorno
«del origen. Sea U un entorno del origen 0. Los puntos 2, penetran
-en U a partir de un cierto k. Consideremos un z,€ U, y una bola
B (24, 8) < U, de modo que en B (2, 3) no haya puntos 2, para
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k#mn, y que |2—z|>3 para k#n, 2€B(z,35). Se tiene
entonces

1 1
~ Z— Za Z — 2n
ga)= D =
1 1 1
2k(1+ ) 2n(1+ )
Z — Zh & z— 25 |,
1 1
X t—-z,: z—z/,1 'é
Efn 2k(1+ ) Kin 2k(1+ )
s—zk |, 22—z |,
1
) S PRI
= ] > ok <%
ktn LN ]
21’(1—}- )
z—zk ||,

para z€ B (2, 3). Sin embargo

1

2 — Zp

1

Z— 2n

2~(1+

J

no estd acotada en B (z,5)ND < UND, asi que no existe ek
lim g (2) y la funcién g no pertenece a E.

z—0
< €D

Nota.—La topologia T, la introduce en [4] el profesor Valdi-
via, que en su articulo estudia ciertos subconjuntos compactos dell
espacio E [T,].

2. Desarrollos asintéticos a través de sucesiones de compac-

tos. El espacio E [T]

Completamos con continuidad el dominio de las funciones de E.
amplidndolo con €l origen; asi que las funciones de E seran holo--
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smorfas en D, continuas en DU {0} y con desarrollo asintético en 0.
E={f€H(D) /f(s)=2Za,2" y fip) O =ap, p=101,2, ...}

En lo que sigue supondremos que el dominio D cumple esta con-
«dicién: Dado un compacto K< DU {0}, existe otro compacto

K, c DU {0}, de modo que I°{1 es conexo y K f{l.

Al objeto de encontrar espacios de funciones holomorfas con
desarrollo asintético en 0, que sean completos, dotaremos a E de
ila topologia T de la convergencia uniforme de las funciones f y sus
transformadas fuy, p = 1, 2, ..., sobre la familia {K} de todos los
scompactos K- DU {0}, que contengan al cero.

T queda definida por las seminormas

yK’p(f)=zsg};<|f(,)(z)|, KcDU{0} compacto, 0 €K, p=0,1,2,...

'y también por

T, (S) =590 1 /(5) ()]

pzsm

K igual que antes, m = 0,1, 2; {gx »} es una familia filtrante.

E[T] es un e. v. t. localmente convexo no metrizable, pues no
~existe ninguna sucesiéon fundamental de compactos de este tipo. En
-efecto, si K, < K, C ... fuese una tal sucesién, entonces para todo
n € N, existe

1
x,,es(o,—-)nn
n

-tal que #, ¢ K. El compacto K = {0, x,, #,, ...} no estd contenido
<en ningtn K,, por lo que la sucesién de compactos no seria fun-
-damental.

Para demostrar que E [T] es completo, lo estructuramos como
limite proyectivo topolégico de ciertos FM-espacios que pasamos
:a describir.

DerinictON 2.—Dade una sucesién fundamental de compactos de
D fija, {A}e_,, Ay © D, lamamos {Awn}T_ @ unasucesion de com-
pactos de D U {0}, tales que para todo n€ {0,1, 2, ...} sea

0 € Aan, An C 41n y Aan‘—'{o}cza(n+l)-
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Existe una infinidad no numerable de sucesiones de este tipo, es.
decir « varia en un conjunto infinito T' no numerable.

DeriNictON 8.—Diremos que la funcion £€ H (D), tiene des—
arrollo asintdtico en el origen 0, a través de la sucesion de com—
pactos {Aan)>=_,, Si se verifica que para todo p € {0, 1, 2, ...} existem
los siguientes limites :

f(l)—ﬂo
lim f(z)=a,; Iim —_—— =a;; ...
z-—>0 Z 30 z
ze'Aap ZeAaP
f(z) —ay—ajz— ... —ap—322—1

lim =an;...;

20 zn

ZeAaP

Escribiremos entonces que

f (Z) é Z an Zn
v la funcién

f(z)— Z an zno

0
ZzP

fip) (z)=

serd la a-transformada de orden p.

Designamos por E, al espacio vectorial de tales funciones f.
Es claro que las transformadas foy (2) € E, v que E, C E, para
todo «€T.

Llamamos T, a la topologia de la convergencia uniforme de las
funciones y sus w-transformadas sobre los compactos {Aw.J% _,,que
viene definida por la sucesiéon de seminormas

gmyn () -__—zs:K ]f(p) 2] mn=01%2,...
a m
D £Ln

Escribimos

fip) (0)= lim f(3) (z) =012 ...,
z—0

zEAaﬂ

valor que no depende de #.
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PrOPOSICION 1.—E, [Ta] es un F-espacio.

DemosTRACION.—E, [Ty] es localmente convexo y metrizable..
Probemos que es completo.

Sea {f,}¥=1, /- '€ Ea, una sucesién T,-Cauchy. Esto significa que-
la sucesién {f, » (2)} $-1es uniformemente convergente en A,
para todo » y p, enteros no negativos.

Por ser 0€ Ay, v Aun'S Ag ey Para todo #, la sucesiom

{fr » (0)}7=1converge y su limite es independiente del compacto A,..
Sea

gp (2)=1lim fr)(2), 2€D,
e -

Entonces como A,, D A,, para todo #, se tiene que ¢ (2) '€ H (D),
ay p
por ser limite uniforme de funciones holomorfas. Si llamamos

ap=lim frip O, ¥ f()=g (5)=lim . (2),

se tiene que f€ E,, que fuy (8) = ¢p (2) para todo p, y que

f(z)gz a,z’.
0

En efecto, f€ H (D), y

lim f(z)= Ilim (lim f (2)) =
230 z30 7w

ZeA ZeA

an an
= lim (lim f, (z))= lim f; (0)=q,
7 —>w0 Z-—>0 7 —> w0
zea

an

(pues {f» (2)} es uniformemente convergente en cada compacto Agg}-
Por induccién sobre p, si suponemos que

f(n_l) (2)=19s-4 (2),
y que

lim f (2)=ay_
S - -1

z
GAa
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tenemos:

Jip—1) () —ap_, o Jre—1) (2) —Sr(~1)(0)
]‘“,) (2) = = lim =
z 7 —> 0 E4

= lm fr(5) (2) = ¢ (%)
También,

li = li li =
Jm Sip) ()= lim = (lim fr () (%))

z z
EAa €A

b4 ap
= lim lim = i = .
r —> z(—l)o ff(p)(Z)) f—l)-moo ff(ﬁ) (0) a’
fehis

Por tanto, f = Tq —limf, y Ea [Ty] es completo.

Nota.—El teorema 1 nos da un procedimiento constructivo para
encontrar funciones de E, y que no sean de E. En efecto, si E, [Ta]
«estd definido por la familia de compactos A, A, C A, © ... y las
seminormas

P (f)=psgg1 1) (2)] (po=pr=p=...),

ZGA”

v si {z,} es una sucesién de puntos de la frontera de D tal que
2p —> 0, la funcién

1

Z — Zp

g (z)= 1
20 2'-[1—{—;&”( )]

Z— Zn

-pertenece a E,, pero no a E. La inclusién E, D E es pues estricta.
TEOREMA 2.—E, [To] es un espacio de Montel.

DEMOSTRACION.—Sea {f,,}?-, una sucesién de funciones de E, tal
que el subconjunto {f,, fo ... fur --.} © Ea es Te-acotado. Vamos
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a ver que se puede extraer una sucesiéon parcial convergente a
un f € f,.
Supongamos que T, queda definida por las seminormas:

gm (f)=zs:§m If(y)(z)‘ m=20,12,..,

Pgm

donde {A,}% -, es una sucesiéon de compactos que contienen al 0 y
y cumplen que

Am—=§0{C Amyy, m=0,1,2 ... .

Se tiene ¢, < ¢, < ... y para todo # y todo m, existe K, >0,
tal que
gm ( fn)== zsgg | lfn(p) (&) | < Km 3

”m
Psm

Podemos entonces extraer, de la sucesiéon f,, f,, ..., una suce-
sion parcial f,,, fis -.vs fim, -.. uniformemente convergente en el in-
terior de A, y convergente simplemente en 0. De la sucesion
fi1s fugs ---» €xtraemos una sucesiéon parcial fa, fasy -ovs fony ..., uni-
formemente convergente en el interior de A, y tal que la sucesién
de las primeras transformadas f,, (1), foe (1ys +os fon (1)) -+ S€Q UNi-
formemente convergente en el interior de A,, y ambas, {fm} ¥
{fa (»} sean convergentes simplemente en 0.

Y, procediendo inductivamente, de la sucesion

Sm—1,1y fm—1,2y000y Sfm—1,mre00y

extraemos una sucesioén parcial

Tm 1, P 2yenes fmn..-.,
tal que ella y las sucesiones de sus transformadas hasta el orden
m — 1, sean uniformemente convergentes en el interior de A, y

convergentes en 0.
Veamos que las sucesiones

$fmn (z)g,i"zl, ’fmn(!) (z) §2°=1 gfmn(m—*ﬂ) (z)§:°=1
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son uniformemente convergentes en A,_,, cualquiera que sea m > 2.
En efecto, sea 1 <7 <m— 2. Si

®
a
Smntry (3)22 Z apn 32,

p=90
de (3) se deduce que

fmn’r'ﬁ (z)— aon

m—q

z
para 2 € A,_; — {0}, y cualquier n. De aqui,
’fmn(r) (z2)—aon I SKm_1 | 2|

para 2'€ A,_, y todo n.
Sea ¢ > 0 arbitrario. Como la sucesion

3‘1071 €.7019=1 = §fm»(r>(0) ‘:=1

converge, existe un #, tal que n, p > n, implican que

€

| a0n—aos | < ry

. g
Entonces, si 2€ A,_, es tal que | 2| << ——— es
3K,_y

| fun(r) (2)— fmp(») (2) | < | fmn(n)(2)—aon | 4

& € €
+ laon—aos | +|“0ﬁ—fmf(r)(z)l<“§‘ + ) + Y

siempre que p, n > n, Puesto que

€
Ap_y— {2/ |2 <3T“
m—1

es un compacto del interior de A,,, en él {fum.(n (2¢)} es uniforme-
mente convergente en todo A,_;.
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Considerando ahora la sucesién diagonal fiy, fos -y famy --., SH
ponemos g, = fu,, resulta que tanto {g,}r-i1como {g.m}i=1,
p=1,2,..., son uniformemente convergentes en todo compacto Ay,.
Por tanto {g.}n=1es una T,-sucesion de Cauchy y si f = T —1lim g,,
es f€ E,. :

ProrosiciON 2.—E es la interseccidn de todos los E,.

DEeMOSTRACION.—Desde luego, E n E..
a €T
Reciprocamente, si f € E, para todo « €T, y si {2,}7-1es una
sucesién cualquiera en D, convergente a 0, existen « €I ¥y
n€ {0, 1, 2, ...} tales que :

{zl, gy vuny Zr,---{CAan~

Por tanto, existe

lim f(p) (2'.) - lim f(p) (z): J’ = 0) 1; 2v e
[ z0

zEAa”

Si {2,} v {#,} son dos sucesiones convergentes a 0, es claro que

Jim ey ) =im gy ),

pues la sucesién =z, &, 2,, &5, ..., también estd contenida en un
cierto Ay,. Por tanto, existe

lim 2),
Jim - foy ()

zZeD

para p = 0,1, 2, ..., es decir f€ E.

Sea I,: E —> E,, la inyeccién de E en E,. Puesto que T, T
sobre E, cada I, es continua.
Dados «, B €T, consideremos las sucesiones de compactos

;Aun‘:::],y y 3A@nE:=1'
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Estas familias cumplen para cada n que

Ax C Aan, y Aa”—xozcxu(,“)

AnCAprn y Aﬂn"‘*O‘CKﬂ(n+1).

Si Ayn = Agn'U Ag, para cada n, la sucesién {A,,}2., verifica
también que

=]
A C Ayn, Ay — {0} C Ay(e+ D

¥y, para los espacios respectivos se tiene que E, < E, Nl E;. Este
hecho permite ordenar parcialmente el conjunto de indices I' del
modo siguientes:

DerFiNICION 4.—Diremos que o« |< B, «, B€I si para cualquier
ne€ {0,1,2 ...}, eviste me€ {0,1, 2, ...}, tal que Aun'T Agn.

Esta ordenacién es, por lo anterior, filtrante, ya que « <y y
B'< v; ademas, « <8 implica que E; < E,.

La inyeccién I,3: E; —E, para « <8, es evidentemente con-
tinua, y se verifica que, para ¢ <8 <+,

lagolgy=1Iay e IJa=1Iapolg.

Asi pues, el sistema (Eq, Iyp)e e r €5 proyectivo, y se verifica el
siguiente :

TEOREMA 3.—E [T'] es el limite proyectivo topolégico de los
espacios E, [T4] bajo las aplicaciones Iqp.
DemostrACION.—E! limite proyectivo lim I3 E; es el subespacio
—
del producto II E, formado por aquellas ¢ = (9o) tales que para

2 <B es 9. = lug (9g). Podemos identificar cada f€ E con el ele
mento del I E,, (fx), tal que para todo «, fo = f. Entonces es

claro que al ser Ec NE, y las I,z las identidades, resulta
E = lim I,; E,.

Queda ver que T es la minima topologia para la cual todas las
aplicaciones I,: E [T] —s E, [Ta] son continuas. En efecto:
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Sea K'@ DU {0}, un compacto que contiene al 0. Entonces,
existe un A, , tal que K c Agy
Sea

U=1]/¢€ E/zsgg | foy () ] <el

Usgm =1 f € Ea./z:t;p | foy () | < e}

Gg %9

Sea T, una topologia sobre E que haga continuas todas las I,.
Entonces,

I;I(U“oﬂo)zzfe E/ eSup If(”)(z) | <E"

z
ao 7o

es un T,-entorno de 0 en E que estid contenido en U, y, por tan-
to, T < T,.

CoroLar1O 1.—E [T] es completo.

DemosTRACION.—E [T] = lim I,5 (E; [T4]) es un subespacio ce-
rrado de M E, [T,] (Kothe, 19, 10 (3)), y II E, [Ty] es completo

por serlo cada uno de los E, [T«].

CoroLaRIO 2.—E [T] es semi-reflexivo.

DemostrACION.—Cada E, [Ty] es semi-reflexivo por ser F — M,
por tanto E [T] también lo es (Kéthe, 23, 3 (7).

ProrosiciON 3.—Todo cerrado y acotado de E [T] es compacto.

DEMOSTRACION.—Sea A cerrado y acotado de E. Sea U un en-
torno de 0 en E. Se tiene que existe un «, y un U, tal que U. N E
estd contenido en U, siendo U, un Teentorno de 0. Por ser A
acotado en E, es acotado en E,. Por ser E, de Montel, A* es com-
pacto y, por tanto, A es T,-precompacto. Existe, pues, un conjunto
finito de puntos de A, f,, ..., fa, tales que

Ac [ U (ff+Un>] n E=ll=J1(ff+(Ua n E))Ciul(f.-—}-U).

i=1
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Por tanto, A es precompacto en E, y como A es también completo
por ser cerrado en E (completo), se tiene que A es compacto en E.

ProrosiciON 4.—Los subconjuntos compactos de E [T] son me-
trizables.

DeMoSTRACION.—Sobre los subconjuntos compactos de E [T], las
topologias T y T, coinciden, ya que T, es de Hausdorff, y T. < T.
Como T, es metrizable para todo «, queda demostrado.

TEOREMA 4.—Los polinomios son densos en E [T].

Vamos a demostrar que, para todo U, T-entorno de 0, y para
toda f€ E, existe un polinomio P tal que P€f + U. En efecto:
Sea U el T-entorno de 0 definido por la seminorma g¢x = (f) y el
nimero ¢ > 0, es decir,

U=¥f€E/‘5é1§ If(p)(z)l<5s

D<Lm

Sea f€ E, con desarrollo asintético

0

S (z)= Z‘ a, 27,

0

Como fuy (2) es holomorfa en el interior de K y continua en K, y
K puede tomarse de modo que su complemento sea conexo, existe,
segtin el teorema de S. N. Merguelyan (Rudin, pag. 368, t. 20.5),
un polinomio Q, (2) tal que, para todo z€ K,

€

s7 41

| f) (3) —Qu (2) | < )
siendo s = didmetro de K.

Llamemos

n-1

P(z)= Z ap 28 4+ 27 Qn (2).

D=0
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Vamos a ver que P € f + U. En efecto, para todo 2€ K, se tie-
ne que

n-—1 n-—1
(=P () L= | D) apattonfim (5)— D aps? —nQu(s) | =
D=0 =y
€
= lz[*| fn(2)—Qu(2) | <sn o1 <e.
sn—1g
| fw (5)=Pw () | = [ =]t S ()= Qn ()| < 2 <
13
| fo) (2) =P (2) | = | fim) (28) — Qu(2) | <C o1
{puesto que si p <,
n -1
Ty &)= D aj si—p 4 5n—1 fim (5)).
j=r

Por tanto, f — P€ U.
CoRrROLARIO.—E [T] es separable.
TeoREMA 5.—E [T] es un espacio de Schwarts.

DemosTrACION.—Tenemos que demostrar que dado cualquier T-
entorno absolutamente convexo y cerrado de 0, U, existe otro en-
torno de 0, V, tal que V es precompacto en E con la topologia T,
dada por la funcional de Minkowski asociada a U. Para ello, es su-
ficiente demostrar que, de cualquier sucesién de funciones de V, se
puede extraer una subsucesién T’-Cauchy.

Sea
U=I{f€E /| fip)(z) <r, z€K p<nj
v sea

V=1/€E/ | fip) (2)| <r, p<n+41, z€K|
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siendo K’ un compacto tal que K — {0} < K’. Evidentemen-
te, V. U.

Sea {f,} una sucesién de funciones de V. Como f,€ V, se tie-
ne que

| fa(p)(2)1<<r, 2€K, p<n+41,

por lo que podemos extraer una sucesiéon parcial fiy, fis, -ous fiss -oor
uniformemente convergente sobre todos los compactos del interior
de K’, y convergente simplemente en 0. De ésta, se puede extraer
una sucesiéon parcial f,, f,o -..s fas, -.., uniformemente convergen-
te, ella, y la sucesién de sus primeras transformadas

721 (1) S23(1) s 0eey SB35y eees

sobre los compactos del interior de K’, y ambas convergentes en 0.
Y, asi sucesivamente, llegamos a extraer una sucesiéon parcial

Tn+42,1, Sfn+2,2,000y [frn+ds4e00)

tal que tanto ella como las sucesiones de sus transformadas hasta
el orden (» + 1) son uniformemente convergentes en los compactos
del interior de K’, y convergentes, tanto ella como las sucesiones
de sus transformadas hasta el orden (z + 1), en 0.

Sea gp = faup,». Veamos que la sucesién {g,} es T’-Cauchy.
Para ello, basta ver que g, g, ..., gny ..., €S uniformemente de
Cauchy en todo K, ella, y las sucesiones de sus transformadas hasta
el orden n. Esto es cierto, por la forma de construir g, en todo
compacto del interior de K’.

Sea

@
gﬁ(m)(z)zza“ 22 para 0 m<n
i=0

Entonces, la sucesiéon

faosls 1 =1erem O|5-,
es convergente, y dado ¢ > 0, existe un #, tal que, si p, ¢ > #n, es

€

5 "

| aop—an, | <
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Por otra parte, si z € K, se tiene, para todo p, que

| gpim) (2)—aom | <7 | 2].

Entonces, para

€
2l <5y phg=m ¥y s€K

se tiene que
| 8o my @) —8a(m) (2) | < | Epqmy @) — 5 | +
€ € €
+ lap—ay, | 4+ laog—ge0m (2) | < "é— -+ T + —3— =e.
Por otra parte,
€
K—1{z/ |21 <
3r
es un compacto del interior de K’, en donde
{gsom (5){7-1, m=<n,

es uniformemente convergente. Por tanto, la sucesion {gpm)}r==
es uniformemente convergente en todo K, y {g5};°=1es T’-Cauchy.
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