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We define the Fourier transform for vector valued functions (or measures)
in a locally compact Abelian group G, obtaining Plancherel’s theorem and Hausdorff-

Young inequality for the spaces Vﬁ'n (G) introduced by Phillips and which contain

(in a continuous way) the Bochner-Lebesgue spaces L? (G). This enlargement of
the spaces is necessary, since the results for scalarly valued functions does not

extend to I..t; except for the case of a Hilbert space B. Our results extend and
improve the vector valued Riesz-Fischer theorem due to Matuszewska and Orlicz.

El propdsito de este articulo es estudiar la transformada de Fou-

rier de funciones vectoriales del espacio L2 (G) de las funciones fuer-
temente medibles con

17 =( [ 1rnean)” <,
G

donde G es un grupo abeliano localmente compacto con grupo
dual T\

Dando una definicién coherente de transformada (en el sentido
de que extienda la ya conocida en el caso escalar), vemos con un

ejemplo en (2, 3), que la transformada de una funcién de L} (G), no
esta, en general, en L2 (T'). Kwapien [4] demuestra que el hecho de
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que la transformada de Fourier sea acotada de L2 (G) en L2 (T) equi-
vale a que B sea un espacio de Hilbert (para G = T).

Esto nos lleva a considerar una clase mas amplia que L (I') como-
espacio de llegada: V7, (I') definida por Phillips [6], de forma que
la transformada sea acotada de L% (G) en V2, (I') verificindose una
desigualdad de Hausdorff-Young. Este cambio en el espacio de
llegada es el mis «ajustado» en el sentido de que, como demostra-
mos en § 1. L2 (I') es denso en Vf:s @).

De esta forma no se obtiene teorema de Plancherel para p = 2,
por lo que «agrandamos» el espacio de partida L2 (G), consideran-
do V2, (G); obteniendo que la transformada es acotada de V2, (G)
en V2, () (1< p'<2), asi como desigualdad de Hausdorff-Young
y teorema de Plancherel.

Como caso particular para G'= T obtenemos una mejora del
resultado dado por Matuszewska-Orlicz [5].

0. Definiciones

Sea B un espacio de Banach y (Q, 9, ) un espacio de medida
positiva e¢-finita. Llamaremos A a la subfamilia de 9T formada por
los conjuntos de medida p-finita. Emplearemos la notacién | A | por
v (A) Por F: A —> B entenderemos funciones de conjunto finita-
mente aditivas, y por = particiones (A,)7_,; de conjuntos A; € A.
Definimos, segtin Phillips [6] los siguientes espacios.

CV§(9)=%F:$——>B/supZ [ (5 F(A) | <o, EE B*g

| (EF(A)I2

C]);(Q):;F:ﬂ—eB/sup ——rAM_—,<oo, EEB¥(1<<p<< o)

Vg (@) =|F: A—>B[|FA)|ls <M|A]|]
v€=§zx~ch/Z | Boacw) P < o0, eea*% (1<p<w)
2% = Ja}  Bjsup || xa lls < oo}

(0.1). Con las normas usuales todos estos espacios son de Banach

(ver [6]).
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(0.2). DL (@)=L (p) 1<p'<oo), (ver [1], pag. 180).
Phillips afirma que existe isomorfismo para p = 1, lo cual es falso,
pues existen medidas reales de variacién acotada y no p-continuas.

Esta dificultad se puede salvar definiendo
V‘: Q) = CI); (Q) N {7/F p-contnual (1<p< ).

Dado que si F€ P} (Q), entonces F es p-continua ([6], teore-
ima 1.3), se sigue que

V=P (1<p<o).
Ahora se cumple que
VE@Q) =L (p) (1<p<ax).
A partir de ahora utilizaremos los espacios
V2Q) (1<p<w).
(0.3) SiQ =Zyp esla medida de contar,
VEQ=0v (1<p<w)

{ver [6]). Notemos que vy = I7.
(0.4) Dada F€ V2 (Q) (1 <p'<), queda definido un opera-

dor de B* en V& (Q) (= L” (1)) aplicando a cada &€ B¥, la funcién
«de conjunto

B FO)(A)=(FA) (A€EA.

Igualmente, dada {x,} € v%, definimos el operador de B* en
24 (=) que aplica &€ B* en {(§ w,)} €.

Definimos con Phillips V2, (Q) (andlogamente v% ;) como el sub-

espacio cerrado de V4 (Q) (v%) formado por las F ({#,}) tales que el
operador definido en (0.4) es compacto.
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1. Resultados previos

Consideramos L2 (Q) (1 < p < ©0) con la norma débil:

1p
LAy = sup ( f L& AY du) (f € Q)
Q

EE€Bs, IEN L1

(1.1) @ (Q), ] ]-]]3) esta incluido isométricamente en V2, (Q)
(1< p'<00) mediante

f € L@ —>F(A), £(4) = (B) ffdp € V2 Q).
A

El operador definido en (0.4) correspondiente a f tiene rango finito
dimensional si f es simple, por tanto es compacto. Observando en-
tonces que

11 = 1A

y que las funciones simples son densas en L% (Q) con || . |j» se si-
gue que f€ V2, (Q) para toda f€ L2 (Q).

(1.2) TeorEMA.—(L3(Q), || . ||}) es denso en
V2, Q) I<p<ow).

DEMOSTRACION.—Caso 1 < p < 0. Si S es el conjunto de las fun-
ciones simples, por la inclusién isométrica de (1.1) y por [6], teore-

ma 6.1, se sigue que S es un subconjunto denso de V. 5 (Q). Por
tanto, también lo es Lz (Q).

Caso p = 1. Sea F €V, 5 (Q), entonces al ser compacto el ope-
rador de B* en L! (n), definido en (0.4), se sigue que

C=}&FOslIENI=1}

es condicionalmente compacto.
Definimos los operadores Ug: L* (n) — L* (1), para cada par-
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ticién finita =, por

Affdu

Us(N)= D AT M

T

Como se demuestra en [3, pig. 67] estos operadores cumplen
D U= —Ffllh—0, VfeL(u).
if) || Ur || <1, para toda particién =.

Ademéis {U:} es una familia de operadores compactos, pues tienem
rango finito-dimensional.

Definimos Fr € V} 5 (Q) por

F(A)
Fr(8) =2 137 AN AL

Es claro que

(1.21) <& Fx ()) = U (& F ().

Estamos en condiciones de aplicar el teorema 3.7 de [6] al con-
junto condicionalmente compacto C y a la familia de operadores {Ur}
obteniendo :

lim | Up (GG FEN—<KEFO) [, =0

uniformemente en {§€ B¥/|f|I<1).

Entonces de (1.2.1) se sigue que | Fr —F |y, — 0. Por (1.1)
Fr €S, de donde se sigue el teorema.

De la observacién (0.3) se deduce el siguiente:

(1.3) Cororarto.—(1%, || . [I}) es demso en ves (1< p << o0).
Para el caso p '= o, consideramos Q como espacio topolégico
localmente compacto. Definimos de la forma habitual Co, 5 (Q) como
el espacio de las funciones vectoriales continuas que se anulan em
el infinito y C; s (Q) como el subespacio de Co, 5 (Q) de funciones
con soporte compacto. Consideramos ambos espacios como subes-

pacios normados de L7 (Q). Denotaremos ¢o (B) = Co, s (2).
(1.4) Prorosicidn.
a) co (B) = 77 5.
b) Co,s (Q) VT3 (Q).
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DEMOSTRACION.

a) v% s es la clausura del espacio co o (B) de las sucesiones fini
‘tamente no nulas ([6], teorema 6.3). Por otra parte, co o0 (B) es

.denso en c¢o (B). Luego co (B) = v .
b) Anilogamente a (1.1), dada una funcién f€ L% (Q) la fun-
«ci6n de conjunto

F(A)=(8) | fdp
A

-pertenece a V3 (Q), con lo cual podemos considerar L3 (Q) incluido
dsométricamente en V§ (Q) y verificAndose
1.4.1)

IAlve =1/l'w V/ELs @

Toda funcién f de C,, s (Q) tiene rango relativamente compacto
-y de aqui se sigue que f se puede aproximar en | | - | |, por funciones
simples ([3], pag. 67).

Entonces, por ser las funciones simples densas en V7 g (Q) ([6],
-teorema 6.1) y por (1.4.1) se tiene que

C..5@cC V7 35(Q).

“Ahora el teorema se sigue por (1.4.1) y por el hecho de que C,, 5 (Q)
«es denso en Co 5 (Q) con || - | [

‘2. Transformada de Fourier. Teorema de Plancherel

Sea G un grupo localmente compacto abeliano con grupo dual I'.
“Suponemos en ambos las medidas de Haar normalizadas de forma
-que la transformada de Fourier sea una isometria de L2 (G) — L2 (T).

(2.1) Dada fe€ L} (G), se define su transformada de Fourier
+COMmo :

= ff(x)(—x,ﬂdu em
G

La aplicacién f——> & (f) = f es lineal y.continua de Li (G)
~en L§ (T'), de hecho
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@11 |flle<|fll (f€Ls(G).
(2.2) LemaA (Riemann-Lebesgue)

Si f€ L% (G), entonces f€ Co, s (T).

DemosTrACION.—Para B = C el resultado es cierto (ver [8]),
luego si

f=D"ep € BQLIG),

i=1
entonces

;=Zt-'<;i € Co,s(I).

fe=1

Teniendo en cuenta la densidad de B ® L' (G) en L; (G) y (2.1.1)
se sigue el resultado

(2.3) Dada f€ Lz (G), una definicién coherente de transformada
de Fourier deberia de cumplir que si

—_ n—' e 4
f—%%%éB®L (G)

f:Zc;é\.’ €EBR LD

t=1

teniéndose asi definida una aplicacién lineal
F:BQ L? (G)—>BRL? ()

Si esta aplicacién fuera continua con las normas | |- | |py ||| |»
tendriamos definida, por densidad, la transformada de Fourier
de L2 (G) en L# (). Esto desgraciadamente no es cierto en gene-
ral como lo demuestra el siguiente ejemplo:

Sean p y ¢ fijos tales que 2!< ¢’ <p’ y {A.} sucesion de com-
plejos tales que {A,} €\ ¥. Consideraremos la funcién

F:Te[—x,m)— ¢

* —> {hy eintf
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F es continua y

F ()= 8™

(ver [7]). Es decir tenemos F € L?, (T) tal que

SIF@|y =20 =w.

Para el caso p = q¢ = 2, véanse los resultados de Kwapien [4}
mencionados en la introduccion.

(2.4) Sin embargo teniendo en cuenta la desigualdad de Haus-
dorff-Young para el caso escalar se tiene

241) Si1<p<2y Zc0€BRL?(G)

Scigi||v = Voo ly = vei) e |lp
| Zeigil||ve "?ﬁpélll(E Zeio s "sst&lu(E(Ev)?) Iy <

< sup |IZ(Ee)eilp=1Zcioillv <l Zcigillp
st
Entonces ¥ se extiende de modo {inico a una aplicacién lineal y
continua de L3 (G) en V4 5 (T') verificando

(2.4.2)

NF AN <151
FELF(G) 1<p=<2

Para el caso p = 1, por la proposicion 1.4 b) y el lema (2.2}
también se verifica (2.4.2). Recopilamos estos resultados en la si-
guiente:

(2.5) ProprosiciON.—(Desigualdad de Hausdorff-Young).
Seal<p<2
F:Lg (G) —> V& 5 (D)

es lineal y continua. De hecho
NN <INl (f €Lz G)
Evidentemente & no es isometria para p 3= 2. Basta tener em

cuenta (2.4.1).
Para el caso p = 2 tampoco es isometria en general. En efecto,
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si & fuese isometria se seguiria que, en particular, L} (G) = V2, 5 (G)
pero esto es falso aun en el caso de ser B espacio de Hilbert y G =
= [0,1) (ver [2]).

Para salvar esta dificultad observemos en (2.4.1) que
F:Ly (G)—> V4 (D)

también es continua con la norma || - |v¢en L3 (G)-

(2.6) TEeorEMA
F: V2L (G)—VE (D)

es lineal y continuo verificando
a)
1=<p<2 FPONv<Ifllve  fEV2,(G)
(Desigualdad de Hausdorff-Young)

b)
=2 [F() =7l

(1gualdad de Plancherel). Ademds & suprayectiva.

DEMOSTRACION. ;

a) y la primera parte de b) son consecuencias inmediatas de la
demostracién de (2.4.1).

Para la suprayectividad en la parte b) es suficiente notar que

B ® L2 (") es denso en V2, (T) y toda

g= Z”'c.-q»,' € BQL*I

i=1
posee una antiimagen
S= ) ¢iv;i € BQL(G)
donde %[ = q}t-
Como caso particular de (2.5) y (2.6) cuando G = T tenemos los
siguientes resultados
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(2.7) CoroLARIO.—See 1< p'<< 2. Entonces

F:LE(T) — o

¢, B

€5 lineal y continua verificdndose
IF )N <IIflls /€Ly
(2.8) CoroLARIO.—Ser 1< p'<< 2, entonces
F:V2(T) —> o2,
es lineal vy continua con
NFN) v Z|Slve £ € VEL(T)

Ademds para p = 2 F es una isometria de V), (T) sobre v’ ,.
2.9) Si

FELRM 1<p<w FrW=r@.

Es evidente sin mas que observar que se cumple por definicién para
f€B R L7 (D).

El corolario (2.8) precisa a un teorema de Matuszewska y Or-
licz [5], mientras que el teorema (2.6) extiende dicho resultado y su
precisién al caso no discreto.

Queremos agradecer al profesor Rubio de Francia sus valiosas
indicaciones sin las cuales no hubiera sido posible este trabajo.
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