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Based upon some remarks concerning to the functional differential equations
with constant delay, 'we propose and develop in this paper a new viewpoint for
‘the functional differential equations with variable delay. Concretely, we prove
-existence, uniqueness and continuation results for the problem

2 =AW 2), LE I, T]
j;t =gt’ t€ Bly

“with B, =y{t€ [tO,T]/t——w(t) < t}, w(t) is the delay, and £, is a kind of
itranslated function, related to # (), w (.).

En este articulo, y basandonos en algunas observaciones concernientes a las
-ecuaciones diferenciales con retardo constante —en su version funcional—, pro-
ponemos y desarrollamos un punto de vista nuevo para las ecuaciones diferen-
«ciales con retardo variable. Concretamente, demostramos la existencia, unicidad
v prolongacién de soluciones para el problema

FO=AWGE), €L, T]
fg =Q,, t€ Bly

«donde B1 = {t€ (¢, T/ t—w() < t } w(t) es el retardo, y ﬁt es cierto tipo
«e funcién trasladada, relacionada con # (.), w (.).

Usualmente, el tratamiento de una ecuacion diferencial con re-
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tardo acotado consiste en reducirla a un problema de retardo cons-
tante. Mas concretamente (cf. [1]), dada la ecuacién

@)=f{tx(E—w@)),

donde w (¢) > 0 es el retardo acotado por P sobre un determinado
intervalo real de extremo izquierdo t, € R¥, y f€ C (R*.x X, X),
con X espacio de Banach, se pasa a la ecuacién

x' () = A (¢, xs),
donde
x(s) =x(t45), A € C(R* X X¢, X), % € Xg=C([— P, 0], X),

que es obviamente mas general que la primera. Para ver esto basta
definir

AGY =t (—2@).

Por otra parte, es sabido que resolver un problema funcional
con datos en un intervalo [— P, 0] implica en realidad resolver
el mismo problema sobre todos los subintervalos [—7, 0] de
[— P, 0].

Precisamente, la base de nuestro planteamiento se remite a esta
altima observacién. De hecho, la idea es considerar como dato una
determinada familia de funciones, &,, y mediante una modificacion
adecuada del concepto de trasladada, #; (-), se llega a establecer
resultados de existencia, unicidad y prolongaciéon de soluciones.
Cuando el dato es Gnico, W (¢), es ficil obtener a partir de él una
tal familia. Y algunas modificaciones suplementarias permiten tratar
este caso directamente (cf. [2]).

Finalmente, de este método se desprende inmediatamente una
manera de tratar el problema de retardo variable, puntual, sobre hi-
pétesis mas débiles (cf. [3]), independientemente de que éste sea,
o no, acotado.

Vamos a plantearnos ya el problema a tratar. Sea (X, || - ||) es-
pacio de Banach, ¢, € R¥, T > ¢, y una funcién real w (¢}, definida
sobre [t,, T], verificando:

() w®>0, t<t<T.

(r,) w () es Lipschitz sobre [t,, T].
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Consideramos ahora [, T] = B, U B,, donde
By={t €[t o)<t} By={t €[toTot) >4t v o) =f—w().

Se afiade una hipé6tesis de indole técnica:

(r;) Los puntos t€ [t, T'] que verifican ¢ (£) = ¢, son ais-
lados.

Llamaremos <« =min{o(¢)/t€B,}, P =max {w(s)/¢€/[t, T]}.
Entonces dada una funcién x € C ([v, 00), X)), definimos funciones-
trasladadas para puntos de B, de la siguiente manera:

xpi[—w@)ty—t]—> X, x()=x(t+5)
Y para puntos de B,:
2 [—w@), —w @] —X, x@)=xE+59).

De nuevo definimos X, = C ([— P, 0], X), que es espacio de
Banach con la norma | - |,, dada por

@], =max{| S|/ —P<s<O0}

Las funciones trasladadas, #,, se extienden a [— P, 0] con conti-
nuidad constantemente, es decir

w(tg—t) si t—t<s<O ! €B,
x(—w@) si —PLslK<—w()

2, =x,(—w@),—P<<s <0 ¢t € B,

x, () si —w(t)f<s<to—t
:I?t (S) =§

El problema que nos planteamos es

() =A@ ), t,<i<T
1 )

# =0, t€B,

donde los datos &, € X, van a verificar las siguientes condiciones =
() Si9()<o(s), es B (s—1) = Do (s —0), s€[o(a), 1]
(s,) Para cada ¢€ B,, &, es lipschitziana de constante M,, so-
bre [— P, 0], y tal que sup {M, /¢t € B} < + o0o.
(ss) 1D —Dolfg<M-|t—s|, 1t c€B,.
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Las hipétesis que vamos a utilizar son:
(A) A€eC Rr:x X, X).
(A, Dados #, y€ X, es
[’x_‘y’A(t: g)_A(t: d‘)] < g(tr ”x—y ”)y
«donde

(D9 € 2y =D ) € X X X/
WO —¢lo=ilx—yli{H<t<T[,]-: X XX—R

«std definido por

[x.9l- = lim 14() = + 231l — | =],
h->0

vy g€CRY x R*; RY), g(£,0)=0, y u =0 es la tnica solucién
de w (3) = g (¢, u (t)), # (¢,) = 0 sobre [£,, 00).
(A’;) Para cada (3, @)€ [t, T] x X, existen numeros positi-

vos @y, b;, y una funcién g (¢, #) como la expresada arriba, tal que
se verifica (A,) sobre

([t — ay.t+a] N )X S5, (D),
donde J = [, T], vy
Sp, (@) ={B,€X,/ | B— B, < b, }

(A;) Para cada t, < T, < T, y cada ¢ >0, existe 3(T;,¢) >0
tal que | A (¢, D) — A (s, D) || <&, cuando

(2, Q)’ (S, g)‘E[fo.T,]XXn y If——8|<3.

Precisamente por (A,) es posible encontrar ntimeros positivos
«, b, M de modo que

lAGDI<M, (¢ D)Eltyuto+a]l XS, (’?tn)
“Q:(ﬁ)—gt(-"s)"<M|-"1"’:|: sy53 € [— P, 0], t'EBl
|Ig¢_za”0:<Mlt_°'v f,G'EBl

2(M2 4+ M) bla y BygDltyty+al,
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donde
B3 ={t€ [t tpd /¥ s > 15, (2, s1N Bl no es un intervalo}.

Asimismo cogemos a, b correspondientes a (¢, £,,) segun la

‘hipétesis (A',).

Las soluciones aproximadas vienen dadas por:

Lema 1.—«En la hipdtesis (A,), para cada »'€ N hay un entero
positivo N = N,,, una particién {t"}}=, de [to t, + @], ¥ una fun-
cién x*: [r, f, + a] — X tal que:

(i) x = Qt en [—'w (t): by — t]’

) |tn—tr | <1/m, 1<K N,
i) [ 2 —2 M fo<2M2+ M):|t—s|, t,0€[t,t, + a].
(iv) Si ¢t € (t"i,, t) existe (&) (¢), y es igual a A (", :E"‘}:.'_l)

ty <t <t, + a.

para cada 1 <17 < N.
) Si | B—#r <20+ M) [tr— ], es

IAG® D) — AWy, ap VI <Wn €[y 1]

DEMOSTRACION.—Sea t,€ B, tal que ¢ (¢) = =. Por inducciéon
cogemos &%, = &, 4": [7, ] —> X, tal que
(1) = Q,q(t — 1.
Se supone definidos t* ... ¢, y a": [, $*] — X verificando
(i)-(v). Si ¢t = t, + ¢ hemos terminado. Si " <{, + @, se escoge

el maximo 3,, verificando:
@) "+ 5 <t + a.
2) 35 <1/n.
3 Si tet™tm+3] v | $— i o <2(M? + M)3;, es

DA (5 9) — A (18, 2 ) | < 1/,
Si 3, es el mayor niimero que verifica (1), se define

My =17+ =t +a
a7 (2) = xn (4;7) -+ (¢ — 2%) A (27, a?"t:f), t € [t t7y)

y obviamente se verifican (i)-(v). Veamos (iii):
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Si s€[—w(2),t,—t]N[—w(s),t,—s0], t,e€[t"t",], ! <o,
2,2 ()— %o (s) | = | (s) - 2" O =1DF, ) —F D' <M|#—0];
si SE€E[—w(®),t,—1t], $>t,—a,

| 2% () = %o () || = || s (8) — wa" (fg — o) {| = | B, () =D (ty—9) || <
<K NG —=Ba ()| + 1| Do ) — B (o —0) | <
<M|z-06|4+M|s—t-}o| <2M|t—0!;

si §>t,—t,

22 (6) =2 () || = || 2 (2 — #) — x5 ({g —0) || =
=18, ¢, —)—Ds(tg-) | < | D, (¢, — 1) — Dot —#) || +
FNG: Gy —D— Bty —0) | <2M|£f-05];
sis€ [_"w (t)’ ty — t‘]’ s —w (")’

127 ()— 27 (s) || = || 2 ($) — xa” (= w(3)) || =
=)D, O)—B (- NB, &) — DB, (—w)ll+
+IB, —we)— Do (—weN | SMIs+wE)  +M|t—a] <
<KM|wl)--w@) | +M|t—c| MM - |2—0];

si s < —w (o), —w (),

I 2,2 () = 257 () || = [l ws* (— @ (#)) — %™ (w (3)) || =
=18, )~ D, (—we < IF, (—w@)— D, (—~w) |+
F 1B (—w @) =D (—w N <MP+M) - |2—0];

si s >t,—o, s <<—w(t),

226 —Z* )| =[x (—w @) —x"(tg—) || K| D, (—w () —
— G —w ||+ | D —w@t)— T (,—a) [ <M|2—0|
+ M| tg—otw(t) | <2M Ff—0]|.

Luego
I 2m— %7l <2M24EM) - | 2=0]|, #3€[tim17,].
Si t<tr<es,

£ —2anfo <<l &2 — 2l + | 272 + 25 [, <2MEAM) [ #—0] .
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Ahora, si §, no es el mayor niimero que verifica (1) iteramos el
procedimiento, y si existe N con % = t, + @ habremos acabado
por las mismas razones que antes.

Si esto no sucede, se tiene que

i 222 sty ey {’?nz;’§?—_-o es sucesién de Cauchy en X,
pues

i j> o

I “A'mt;'-'_ futi”o <MAMY) |22 — 2t [21=2 o,

por tanto, a?”t:,'—i:i Yo € X,.
Ahora, por la continuidad de A en (s, ¢,) existe a << 1/n, tal queé
si | B—pllo<w, |t—s|<<w, es ||A(s,4)—A(D)]|<<1/3n.

Ademas, 34,€N tal que |, —s | <o /(BM + 1), y

14— 272 Jlo<<a/3.

Pero,
Vg = gy — 1y < s — My <a] BM 1) <<a<<1/n,

por lo que §; no es el mayor niimero que cumple (2), y por consi-
guiente ha de ser el mayor niimero para el que se verifica (3), luego

E| (f_g_ ) q’_'l_) € [t7is 17, + Vi + 2/3 M] X X,

3M M

con

b a —Enn
. n

3M

>1/n.

o < MQ@4+a/3M) y “A(f_z_ﬂp_f_)““’””"”?nfi

3M 3M

Es decir, que

Yyt e —s]<e

b o« — &
. i

3M

<a-M/BM41)+a/3<2a/3<0q,
(]

3M

Ademas,

ba —dof| <[d_a —E + 12 —dolle<2¢/34a/3 =a.
3M o 8M fo ’
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Entonces,

1/n<

lA (:L , ¢L) —A <

3IM 3M
< “A (tL,q»L) — Ao 1A G G0 — A, | <13n+1/85<1/n
M 3M

y esta contradiccién lleva a la verificacion del lema.
Veamos ahora que la sucesiéon obtenida converge a una solucion
«de (1). En principio tenemos:

LEMA 2.—«En las hipétesis del lema 1 sean, para cada # € N,
#" (¢), y {t/"};z, la funcién y la particion obtenidas. Si para cada

$'€ [y, L, + a], 4™ (t) converge puntualmente a «# (¢), es # (¢) so-
lucién de (1).»

DemosTtrACION.—Como la familia {#"}, .~ es equicontinua (né-
tese que cualquier 4" es Lipschitz de constante M), se tiene que

7> o . .
w" — & uniformemente en [, ¢,+ a], por lo que x es continua.
Ademis, por esta convergencia, se tiene que £, —> #, uniforme-
mente sobre [— P, 0].

Sea, para cada n'€ N, ¢€ (" , t".i"“), entonces,

” > ©

< lm ([ E = E o 2 (M M) = ) =0

lim || 2, — 27 [l < lm (]| £, — & lo+ || 27, — 577 |l <
n n

Utilizando (iv) del lema 1, y la continuidad de A, tenemos que

lim @) () == A (t, £,),

”n > 0

puntualmente en [¢,, £, + @] \ S, donde

S = 0 {¢r/i=1..N_},

n=1

que es numerable.
Teniendo en cuenta que | A (", J?"t:.’) |'< M, para cada n€ N,

estamos en condiciones de aplicar el teorema de convergencia do-
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minada de Lebesgue. Por tanto, para cada ¢€ [, f, + a],
z
x(¢f)= lim x7 (#) = lxm (x” (29 + () (5) - d(s) =

”n-> o
%

z
~2,0+ [ A6 5)d0,

lo que da la verificacién del lema, pues la aplicacion ¢t — A (¢, %)
es continua en [f,, ¢, + a].

Para asegurar la convergencia de la solucidén utilizaremos los
dos siguientes lemas (cf. [4, 5]):

Lema 3.—«Supongamos que: ;
(@) g€C Rt x R*; RY), vy [ty 00) es el mayor intervalo de
existencia de la solucién maximal » (¢, t,, #,) de :

W () =gltult), ull)=u=0 -

(b) me€C ([t,— P,00), R¥); S es un subconjunto contable de
[tes 2o + @], y para cada ¢, > ¢, con t, €S, y m (¢, + 5) <m (3,);
—P<s<0, es

lim 1/% (m (¢4 &) — ”‘(t1) gtnm(t))
>0 .

Entonces, si m (¢, + $)'< u,, —P< §'< 0, se tiene que
m(t) < r(# tyu), ¢E€ tyo).

Lema 4.—«En las hipétesis del lema 3, si [&, t,] < [£, oo),
existe ¢, >0 tal que para 0<<e<e la solucion maximal
7 (8, to, Uy, ¢) de '

u'(i)=g(t,u(t))+e, u(to)zuo_l.e
existe sobre [i,, #,], ¥

lim 7 (2, ¢y, ug, e (= 7 (2, 74, %)
€->0

uniformemente sobre [#,, ¢,].»
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La convergencia viene dada por:

Lema 5.—«En las hipétesis (A,), (A',), sean {#"}, . las solucio-
nes aproximadas construidas en el lema 1. Entonces {#"}..n con-
verge puntualmente a una funcidén x (¢) sobre [, ¢, + a].»

DEMOSTRACION.—Sean m, '€ N, y

m@)=x—xm)l, #E€I[nti+ta

(se extiende constantemente con continuidad a [¢, — P, 00)).
o
Notese que m, = || 2" — 2™ ||, y que S = U {t;"}:';o es con-
=1

table.

Si t,€ (£, 8, + a)\S es tal que m (¢, + s)<m(t,), —P <50,
se observa que

(2)1.‘1’ -f”“gl) 6 Qz”(ﬁ), =" 4) y f"t‘, a?"‘tl € S—b (f‘o)_

. Sean t, € (t"i_y, t™) N (t™;_1, t™), B < 0 de modo que ¢, + h > ¢,
-entonces ’

mt B Lm) =l t)—xm )+ b - (AG, 2 )—AG, 2m)) ] —

— Nz #) —am () |+ (| 27 (¥ B) — 2™ (1 4 4] —
—len@) —xm () + & - (A, 27 ) —AG, ™) | =

> lan (8) — am (b 44 - (A (ty, 7)) — A (5, 3, ) |l —
—Han @) —am @) | — | 2m (s +B)— 2 (#) — & - A, 2) || —
- " xm(tl +I') '—”m(tl)_h * A(tl’ fmtl)) "'

luego
h(m(ty+5) —m @) S 1A 27 (#) — 27 () - A(A (2. 27 ) — A (), 2™) || —
— [l (t)) — 2 () 1) 1 1/ (7 (8 + ) — 2 (£) — (=) () || +-
) () — A Gy, 2 ) 1L I ) (#) — Ay 2™) [+
+ I Ve (e (2 +-4) — xm () — (@) (#) ||
Tomando limites, y aplicando (A’,), queda
Hm_1/h(m(ty+ 5) —m(2) <g (4 m (4) + || (&7 (}) —A ¢, 27) 11 4

k>0
1@yt — A, ) Il
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y como
l iy — A =M - |#, —tm | SMEx—1t7y),
usando (iv) y (v) del lema 1 queda

lim 1/h (2, 4 B) — m(8) S g (fyy m (£) + U + 1/,
A0

€omo
m(t, + ) =S, 6)—D, OI=0 s€[-P0]

por el lema 3 se tiene que
M) rum(t te1/n+1/m), ¢t € [ty 74+ al,
donde 7,m (2, t,, 1/7 + 1/m) es la solucién maximal de
W =gt u@®)+1n+1m u(ty) =1/n+1/m.
Aplicando ahora el lema 4,

1im 7y, m (4, 2y, 1[nn + 1/m) = r (2, 24, 0)

m, 7> 0

uniformemente sobre [#, ¢, + @], donde 7 (¢, ¢, 0) es la solucién
maximal de

u'(f)=g(f|u(ﬂ)v “(’o)—‘:o

que es idénticamente nula por (A’,).
Por tanto, {#" ({)}nen es sucesién de Cauchy V ¢€ [r, ¢, + a],
y como X es espacio de Banach, el lema esti demostrado.

ProrosiciéN 1.—«En las hipétesis (A,), (A’,), para cada familia
{D:}: ¢ n,» verificando (s,) — (s,), hay una finica solucién para el
problema (1) sobre [i,, t, + @].»

DeMosTrRACION.—La existencia es clara por los lemas 1, 2 y 5.
En cuanto a la unicidad, basta tomar dos soluciones de (1), « (t),
v (t), y utilizar la misma técnica que en el lema 5 con

m(t)=|lu(t) -2,

para obtener # = v.
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Cabe prolongar ahora por puntos de Bj.

Prorosicion 2.—«En las hipotesis (A,), (A%,), (A,), para cada
familia (9,); ¢ 5,, verificando (s,) — ($;), hay una tnica solucién del
problema (1) sobre [t ¢5].»

DEemosTRACION.—Probada la existencia, la unicidad se deriva exac—
tamente igual que en la proposicion 1.

Por los resultados de existencia local, hay un T, € (¢, T] tal
que la solucién de (1) existe sobre [r, T,). Basta probar la existen-

cia de lim x (¢), donde # (¢) es tal solucién.
t>T

Sea ¢ > 0, por (A,) hay un 8 (T,, ) >0, tal que
” A (t: z) —A (5: Q) ” !< €y (t’ Q), (S, ﬁ) 'E [to’ Tl] X XO’

con |t—s| <83

Cojamos 0 < h << 8 (T,, ¢), tal que ¢, << T, — h. De nuevo, to-
mando m (¢) = |4 (¢ + h) —x () ||, t€ [¢, T,—h), y usando la
misma técnica que en el lema 5, se llega a

lim 1/% (m (¢ + ) — m(#)) < g (4, m(2)) -+
>0

FUAC, 2, )— Al + 2, VI <glumt)+e por (A,

donde t, es un punto tal como se escoge en el lema 5.

Poniendo w (k) = sup ||# (¢ + b + §)—x (¢, + 5) ||, por el
1€ [~-P,0]

lema 3 se tiene que
Nxt+h) —x@) | <rttou(h)+e), 2 €[tnT,—4),
donde el segundo miembro es la solucidon maximal de
w(E)=gtu@®)te ul)=alk)-Fe=uw,.

Utilizando el lema 4, es lim 7 (¢, ty, %,) = 7 (¢, o, = (h)), unifor-

e—>0 .
memente sobre cada subintervalo compacto de [¢,, T, — k). Pero
como cuando ¢ y ¢t + h tienden hacia T,, h tiende hacia 0, y
lim « (h) = 0, por (A’,) se tiene que
h->0

lim |z +4)—x@)]=0,

Lt+h=>T

lo que prueba la existencia de lim wx (¢).
t=>T
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Ahora se nos presenta la cuestién de la existencia local a partir
de ¢,, pasando a puntos de B,, cuestion que se resuelve utilizando las.
mismas técnicas que en la primera parte del problema, sélo teniendo-
en cuenta la lipschitzianidad de la solucién construida hasta ¢,. Es.
mas, notando que en esta segunda parte tratamos un problema pun-
tual, como ya hemos dicho antes (cf. [3]) precisaremos hipoétesis.
mas débiles que las utilizadas.

Por otro lado, no existe ningun problema en el empalme en i,
pues lim &7 (¢) = A (¢, A?,P).

+
z t
%

También para la prolongacién hasta el siguiente punto ¢€ [z, T},
tal que ¢ (t) = £,, se utilizan las mismas técnicas que en la propo-

siciébn 2. Y entonces estaremos en la situacién de, o bien pasar a
puntos de B,, o bien pasar a puntos de B,, que ya han sido trata-
das anteriormente, por lo que el problema (1) queda resuelto
en [t,, T].

El enunciado correspondiente es:

Prorosicion 3.—«En las hipotesis (Al), (A7), (A,), para cada
familia (D;); ¢ s,, verificando (s,) —(s,), hay una dnica solucion
para el problema (1) sobre [Z, T].»
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