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1. Introduccién

El nicleo de este articulo estd contenido en ([4], cap. 2, 2.8), y
concierne a cierto tipo de perturbaciones funcionales, no lipschicia-
nas, de ecuaciones de evolucién parabédlicas. El objetivo perseguido:
es el de complementar en lo posible, y dentro de otro marco fun-
cional, algunos de los resultados de M. Gaultier (cf. [5]), para lo
cual la técnica desarrollada en [1] junto con algunas otras hipétesis.
requeridas por el tipo de perturbaciones estudiado, resulta ser bas-
tante adecuada. En este articulo vamos a estudiar la existencia y la
prolongacién de soluciones de ecuaciones del tipo

W ()4 Au(2)4(Mu) (£)30 et £€(0T)

u(0)=“o

@y
o ﬁ*m‘”%

donde A: H — H serd un operador mondtono (en realidad, cierto:
tipo de subdiferencial), y donde M: L2 (0, T; H) — L2 (0, T; HY
serd una aplicacién, en general no lineal, sobre la que se haran al-
gunas hipétesis mas adelante.

Obsérvese que el problema (1) puede re-escribirse como

W (t)FAu(£)d—(Mu) (2)

u (0)=u,
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«de manera que, si encontrisemos alguna funcién f (¢) de forma que
Jda solucién de

w(t)+Au(2)3f(¢)

# (0)=u,

)
4 la que llamaremos u, (¢), satisfaciera que

S (#)=—(Mus)(£), >0,

«dicha funcién u; seria una solucién de (1). En cierto sentido, ésta
va a ser la idea que seguiremos: buscaremos condiciones suficientes
-para garantizar la existencia de (al menos) un tal f (). Cabe final-
mente notar que el problema de la unicidad, para las ecuaciones (1)
«con las hipétesis que exigiremos, subsiste: en efecto, el argumento
fundamental de la existencia de soluciones es el teorema de punto
fijo de Schauder; y, por otra parte, sélo vamos a requerir a nuestras
perturbaciones funcionales Mu condiciones sobre su crecimiento en
-norma.

2. Algunos resultados auxiliares

De ahora en adelante, convendremos en que sean: H un espacio
-de Hilbert real. A: H —-s H seri la subdiferencial de una funcién
®: H — R, convexa, propia, y semicontinua inferiormente (s. c. i.);
ces decir, A = 0 ®.

Por D (A) simbolizaremos el dominio del operador A ; es decir,
x€D (A) siy sélo si Ax no es el conjunto vacio.

Finalmente, sean u,€ D (A), f€ L2 (0, T; H) = L2 (H). Con
cestas hipotesis previas, se pueden garantizar los siguientes resul-
tados:

TeoreEMA I.—Existe una finica solucién fuerte de (2), que nota-
remos por % (¢), en (0, T). Ademas:

du
dt

(i) Ve

€ L2 (H); ¢ —> 0 (u(#))
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«s absolutamente continua sobre cada compacto contenido en (0, T];
v se tiene la identidad

du |2

dt

d du
H+ 27 Q(u(2))= (f,—;;) c.t. #€(0,T)

(i) Si u(0)€D(®), y si ®(0)> 0, entonces

du
dt

€ LY (H); @ (u(t))

«es absolutamente continua sobre [0, T]; y

du

dt

s

VOO +I/1;2

L @) (H)
Un segundo resultado basico que necesitaremos concierne al «ope-

rador solucién» asociado a la ecuacién (2). Tal operador esta defi-
mido por

Fu, : L} (H) —> C([0, T]; H)

f —> uy, solucién (Gnica) de (2), asociada a un segundo miembro f,

y tal que % (0) = u,. Dicho operador satisface la siguiente propiedad
de continuidad (cf. [1], p. e.)

TeorREMA II.—Supongamos A'= 03 ®, con ®: H — R convexa,
s. ¢. 1. y propia; supongamos, ademds, que VR > 0 el conjunto
Br={r€H/|x|'<R, ®(#) <R} es un subconjunto compacto
-de H; entonces, F,, es continuo de X3, con la topologia débil de

L% (H), en C ([0, T]; H), con la topologia fuerte (de la norma),
-donde X es

Xo =}g €L (H)/|g (#)[u=<5(#), en c.t. € (0,T)]

'y donde 3€ L? (0, T) es una funcién cualquiera fijada previamente.

A continuacién vamos a precisar el concepto de solucién (fuerte)

-de (2), que ya ha sido utilizado, directa o indirectamente, en los teo-
remas arriba enunciados:
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DEerFinic1ON 1.—Si A: H —s H es maximal monétono,

€ L’loc(l;H) y uoED A),

se dird que una funcién # es solucién (fuerte) de

“ (t)+Au(t) f(#) c.t. tel

% (0) =

si w€C(I; H), u(0) = u,, u es absolutamente continua sobre todo

compacto contenido en I y, finalmente, en casi todo ¢€ I se satis—
face que u (¢)'€ D (A), asi como que #' (¢) + Au (t) f(2).

Para finalizar con este apartado, he aqui un resultado que tam-
bién se utilizar4 y que concierne a la naturaleza de la suma de ope-
radores mondétonos.

TeoreEMA IIT (cf. [7]).—Si A,, A, son dos operadores maxima-
les monétonos (cf., p. e., [3]) de un espacio de Hilbert H, y si
D (A,) N (int D (A,)) % 9, entonces A, + A, es maximal monoto-
no. Si, ademas, A; =0 ®,, i:=1, 2, entonces A, + A,= 0 (¢, + ¢,)-

3. Hipétesis

Si A: H— H es maximal mondtono,
M: Lt (0,T:H) — Lt(0,T; H)

es una aplicacién, y #,'€ D (A), diremos que una funcién # es so-

lucién de

w (¢)+Au(t)+(Mu)(#£)30, c.t. t€l "

#(0)=1,
si

% € C (I; H)

% (0)= u,
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. °
u es absolutamente continua sobre todo compacto contenido en I;
en casi todo ¢'€ I se satisface que :

w (t)+Au(t)+-(Mu)(£)30
u(z) €D(A)
El intervalo I serd de la forma [0, T], 6 [0, + o).

Hipdtesis sobre A

(H;) A=0®, ®:H —> R convexa, sci, propia

(Hy) YR>0, Bp=}x €H/|[x|n<R, @ (x)=<R/{escompacto.
Hipdtesis sobre M

Supondremos que existe o (¢), con 0 < o (¢) <t, definida en
[0, o0), de forma que, sobre todo intervalo I del tipo antes indica-
do, se tenga:

(Hy) M: L® (53) — L3 (13)

(Hy) Si #,,2€C(I; D(A)),

con #, —> # en C (I; H) con la topologia de la norma, entonces

o

(Mu,) (2) —> (Mu) (£) en c.t. £ €],

en la topologia de la norma de H.

Finalmente supongamos que se cumple al menos una de las si-
guientes hipotesis:

(Hs) [(Mz)(#)|la<<7(2) |u(t—w(#))|u+3(2), en c.t. téf
con T,BELlloc(l)nL’(I)
paratodo # € C(I; D(A))

(Hy) "r,Mu”Lw(‘;;H) sr(t)”r,u”m(;;mq-a (¢)

con vy, 3€ LY, N L% 7, es la restriccién a (0, t) extendida por cero

fuera del intervalo, para todo # € C (I; D (A)).
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Nuestro propdsito es el de establecer un teorema de existencia
y de prolongacién de soluciones para el problema (1):

Antes que nada conviene hacer dos observaciones. La primera es
que, cuando I = [0,!+ 00O), bastard pedir que M envie L%, (0,00; H)
en si mismo para poder reproducir los resultados posteriores; ello
es ficil de comprobar. La segunda observacion es que puede supo-
nerse, sin perder generalidad, que @ > 0. Por lo tanto, de ahora en
adelante vamos a suponerla cierta.

4. Resultado principal

TeorEMA.—Consideremos el problema (1) sobre un intervalo I
del tipo arriba mencionado; sean u, A, M como en § 3. Entonces
existe solucién # de (1) sobre el intervalo I.

DeMosTrACION.—La dividiremos en tres etapas perfectamente di-
ferenciadas, siguiendo a [1]. En la primera, la continuidad de F,,
y el teorema de punto fijo de Schauder permitiran resolver (1) para
cuando sean I =0, T] y y=0.

En la segunda se demostrara la existencia de solucion local de (1),
en el caso general, utilizando esencialmente el teorema III, asi como
la primera etapa.

En el tercer paso —que no es sino un argumento de prolongacién
de soluciones— las hipétesis (H;) [6 (H,)], asi como el apartado (2i)
del teorema I, son las herramientas basicas.

1.2 etapa.—Suponemos que I = [0, T], y = 0.

Tal como se indicé al principio, el problema se reduciria a encon-
trar f (¢) tal que — (M u;) (!) = f (¢) en c. t. ¢£. Teniendo en cuen-
ta que u, = F,, (f), esto se puede expresar por M (F, (f)) = —f;
o bien, llamando g () = — f (£), como M (F,, (— g)) = g. Con esta
tltima formulacién resulta claro que lo que interesa es encontrar (al
menos) un punto fijo de la aplicacién

B—> M(Fy(—8))

donde, por el teorema I, B debera pertenecer por lo menos a L%y (H).
Por otra parte, si en algin momento vamos a necesitar recurrir al
teorema III, parece claro que B deberd estar (por lo menos) en
algtn subconjunto de L2 (H) del tipo X;, para alguna funcidén
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€ L2 (0, T). Ello implica, en parte, que necesitamos las hipotesis
(H,), 6 (H,). Las conjeturas anteriores resultan acertadas, como
muestra la

ProprosicioN 1.—La aplicacién B —s M (F,, (—8)) transforma
X5 en si mismo, y es continua de L2 (H) en si mismo, para la to-

pologia débil de dicho espacio (a la llegada como a la partida).

DEMOSTRACION.

peXs =—> —B€Xs, => Fu(—P)€C([0,T]; D(A)).
Como vy = 0, se sigue que:

(Hg), = |IM(Fyp(—B))(2)|lH<3(2), c.t. 2

(Hg), =—> llr:M(Fu‘,(—B)HL;o(H)ss(t), c.t. ¢
lo que implica que
IM(Fup (—B)) () [ <3(#), c.t. ¢
En cualquier caso,
M (Fu (—B)) € Xs.
Por otra parte,
si Bs, B € Xs. con B —> B en w—L2(H),
el teorema II implica que
[[Fuo (= Bn) —Fuy (—B)llcLo, Ty —> 0 (7 > )
Utilizando (H,),

M (Fu, (—Ba) (2) o M (Fu, (—B))(2), c.t. #

en la norma de H.
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Sea 2z € L%y (H), y construyamos
Fu(#)=((Mga)(#), 2(#))u, F(#)=((Mg)(#), 2(#))u.

con

gn=Fu (—Bn), &g=Fu(—B).
Se tiene que:

Fa(#) —> F(¢), c.t. #€(0,T)
| Fa ()| <3 (#) - |2(#)|u € L1(0,T)

El teorema de Lebesgue de convergencia dominada, implica enton-
ces que

T T

lim fF,,(t)dt:fF(t)dt
0

0
0, lo que es lo mismo, que

M (Fy (—Ba)) ':‘_:’ M(F,,n(—ﬁ)

en la topologia débil de L%y (H), c. q. d.

Cororar10 1.—La aplicaciéon 8 —s M (F,, (—®8)) tiene al menos
un punto fijo en Xj.

En efecto, basta observar que X3 es un subconjunto convexo dé-
bilmente compacto de L%y (H), y aplicar el teorema de punto fijo
de Schauder.

CororaRrIO 2.—En el caso que nos ocupa, el problema (1) tiene
solucién sobre I = [0, T1].

En efecto, si € X; es tal que § = M (F,, (— B)), basta escoger
U = Fuo (_" B)'

2. etapa.—(Existencia de solucidon local en el caso general.)

Recordemos que, ahora, I es un intervalo genérico [0, T] 6
[0, + o0). Se considera el problema siguiente:

du

pp FAF0)u(t)4(M2u)30 c.t. £ [0 Ty 3)

#(0)=mn,
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siendo [0, T,] un subintervalo cualquiera de I, ¢,: H— R la fun-
«i6én indicatriz del conjunto VS H (e. d., 4o (#) =0, € V; 4+ o0
fuera), y V es un entorno convexo, cerrado y acotado de u,. Por
€l teorema II, A + 0@, =0 (® + ¢,); ademas, los conjuntos
{re€eH/|xla<R, (2 + ) (#) <R} son compactos en H. Por
otra parte, D (Ai+ 04¢,) < V. Entonces, si llamamos A = A + d s,

y si € C ([0, T]; D (X)), se tiene que
(@)

2€C ([0, T]; D(A))
(b) Bien
Mo () |a<7()|2(t—w(#)|a+3(H)<
<7(#) sup |ylu+3(#)=A4(#) €L2(0.T,)
y €V
{se ha utilizado aqui que 0 < 0 (}) <), 6

||"tM”||L;o(H)+T(f) |l"t”“L;°(H)+3(f)S
0 o

=1(2) sup. [yla+3(2)=A4(2)€L(0,Ty)

14

Consecuentemente, el problema (3), reescrito en términos del ope-
rador A, corresponde al cuadro funcional requerido por la primera
etapa y por lo tanto puede afirmarse que, para todo compacto
[0, T,] <I, (3) admite solucién u (¢). Pero entonces u (0) = u,,
t —-> u (t) es continua, y V es por construccién un entorno de #,.

‘Todo ello implica que existe algin £, > 0 suficientemente pequefio
tal que u (¢) €V, Vi€[0,¢t). A su vez, se tiene entonces que:

Ao (#(2))=10t Vv2€[04)
y (3) se transforma en

w(#)+Au(t)+(Mu)(2) 30, ct. 7€[0,%)
u(0)=u, €D (A)

1o que concluye esta etapa.
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3.° etapa.—Supongamos que [0, T,) es el mayor intervalo con-
tenido en I sobre el que la soluciéon # de (1) existe, y que T, < + ©0..
Entonces debe tenerse que

w'(2)+Au(t) DB(7) ct. 2€(0,Ty)

% (0)=u,

08

con 8 (t) = — (M u) (¢), g€ L2, (H).
Como toda solucién fuerte de (4) es solucién integral (cf. p. e. [2]}
de la misma ecuacion, ha de verificarse:

|"(f)—xlﬂé|”o—x|ﬂ+f|p(‘)—y| nds
°

vix, 9] € A (mediante ideniificacién de A con su grafo),

lo que implica:

I“(f)--xluéluo—xlﬂ'l‘f*'B(S)IH-Hylﬂid‘=(*)
0

Los calculos que siguen se refieren sélo a la utilizacién de H,); si
hubiésemos partido de (H,), el resultado seria anilogo. Por (H,),
se sigue que

(*) é|uo-—xln-!-tIylu—i-fh(:)Iu(:—w(s))lﬂ—l-S(:)(d:é:
0
éluo—xlH+flyln+fh(:)°:;lgﬂ l#(c)lntd(s)tds<
0 1]
éIIuo—xllH+f|yln—|—f31(:)|x|u+6(:)id:+
0

+f1(-’)||“—x"x,;o(n)d’~
0
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Como T, < + oo, la dltima cantidad es inferior o igual a

C-I-f?(-f)- $(s)ds,
[}

siendo

4’(-’)="“—x”1,°°(n) =|lu—x|c(o,s1;H) .
s

Tomando supremos en ¢€ [0, s] S [0, T,), se sigue que

¢(°)éc+f1(-f)- b(s)ds
]

s €(0,T,.

¥, por el lema de Gronwall,

] Ty

$(s)<LC. exp( fﬂ:)d:) < C. exp( fﬂ:)ds)

0 0
g€ (0, Ty).

Luego, finalmente,
"“"L_“?(H) £ """"””L;‘(H) +lxlugLd(Ty)+
1 1
[#|ugcte. + || n<+,

donde se ha utilizado que T, <<ext.sup. (I), y que y € L3, (I).
Por otra parte, como u es soluciéon fuerte de (4) sobre [0, T,), de-
berd existir 2 > 0 tal que # (2) € D (A). Utilizando el teorema I
(2i), se sigue que

du
j;TGL’(a.Tt;H):

noétese que, como I (u (t)) es absolutamente continua sobre todo
compacto de [a, T,], el valor & (# («)) debe ser finito. Se tiene

du

dt '(,_"‘)a

L3 (s, 2 H)

¢
|"(f)"‘“(-")lﬂéflu'(c)lﬂdaé
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si e < s <<t <T,, donde se ha utilizado Holder en la dltima des-
igualdad. Ahora bien,

du ||1/3
1/2 2
At |1 s m €@ () B+ UBIG, o)
€on
Ty
||B||£,T(H)=fl(Mu)(t)]:dt;
0
pero (Hy) y

”u”L"’(H) <L cte. <4 o,
Ty

implican que
[ (M#)(£)]u<y(#)cte. +08(#) € L2 (I);
Se sigue que

2 £ . .
”B"L’n(H) L cte,. < 4 oo

"En definitiva,
| () —2u(s)|u <L cte. | 2—5|

donde la constante s6lo depende de « y de T,. Se sigue, pues, la
existencia del

lim u(#)=u(Ty) €ED(A).
t4 T,y
“Volviendo a aplicar la segunda etapa para el valor inicial » (T,), se

obtiene una contradicciéon con el hecho de ser [0, T,) el mayor inter-
wvalo de prolongacién. Luego T, ='+ 00, lo que concluye el teorema.

5. Prolongacién para otros tipos de crecimiento

Si nos fijamos en el uso que de las hipétesis (H;) y/o (H;) hemos
hecho, observaremos que, de hecho, s6lo intervienen en la tercera
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etapa. En efecto, en la primera, el crecimiento del operador M esta
«ontrolado independientemente de u, mientras que en la segunda etapa
sucede que, fuere cual fuese dicho crecimiento —en nuestro caso,
bien el factor |u (t —w (£)) [u, O || % |lc (ro,s1: 1, encontraremos
una cota del tipo A (¢) = y (¢) - cte. + 8 (¢); luego es sélo al co-
mmienzo de la tercera etapa cuando realmente intervienen las hipote-
sis arriba citadas.

Por otra parte, siempre podemos suponer que [0, 0] € A —ade-
-‘mas de las otras hipdtesis— pues, si asi no fuera, un cambio adecua-
-do de operador A bastaria para remitirnos al caso anterior «sin mo-
-dificar en absoluto la naturaleza de M». De ahora en adelante supon-
-dremos que [0, 0] € A.

En este apartado demostraremos un teorema de existencia, y de
-prolongacién condicional, para las soluciones de (1), con condiciones
:sobre el crecimiento de M mis generales que en § 3; y, por como-
-didad, supondremos ciertas hipdtesis de continuidad, no todas ellas
imprescindibles.

Sea k: [0, 00) —> [0, 00) continua, no decreciente, k (r) > 0 si
+ >0, k(0) = 0; supongamos, ademas, que 1/k € L! (2, + o0) para
cualquier 2> 0, y que k (r) envia conjuntos acotados en conjuntos
:acotados. Finalmente, supongamos que v (¢) y 3 (¢) son continuas,
con § (0) > 0. Sea u,'€ D (A) fijado, y supongamos que el conjunto

-de los valores ¢ € I tales que

¢ + o
(P) [1(:)ds< [l/k
o Tl g + 1130131 (0, 4

-es no vacio (lo que introduce ya, en particular, una restriccién sobre

las posibles v (¢) y 3 (¢); llamemos T al extremo superior de dichos
‘valores. Entonces, si en § 3 sustituimos (H;) y (H,) por

(H') I (M#)(#) |u £7(2) - 2(lu(t—w(2))]|u)+3(2)
(H'g) IMullLp oy <y () - (%L @) +3(#)

podemos enunciar el siguiente resultado:

TeorREMA.—Sea la ecuacién (1) sobre el intervalo I; sean u, A, M
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como en § 3, habiendo sustituido (H;) y (H,) por (H’;) (H’,); y sea
T > 0 el arriba citado. Entonces, el problema (1) admite una solu-

cién fuerte sobre, por lo menos, el intervalo [0, T).

DeMosTrACION.—Las dos primeras etapas son inmediatas, mien-

tras que en la tercera basta ver que, si [0, T,), con T, < T, es el
mayor intervalo de prolongacién de una solucién = (¢) de (1), en-
tonces | # (¢) |u << cte. << + 0o, para todo ¢t << T, (la constante es
independiente de ¢); el resto de la tercera etapa es analogo al des-
arrollado en § 4.

Procederemos como en § 4, sélo que eligiendo [#,y] =
= [0, 0] € A. Se obtiene entonces,

|#(#)|n £ lug|n+ fl B(s)luds=(%),
0

donde B (s) = — (M u) (s); utilizando, p. e., (H’;), sale que

z z
(*)éluoln+f6(s)d:+f1(ﬂ-k(ﬂullcuo,s];m)d::
[} 0

llamando ¢ (s) = || # |lc (o, s1: > Y tomando supremos en

t €[0,0] [0, Ty),
.;A+_

se sigue que

o

¢(°)ét(°)+f1(f)k(¢(1))df
0
s € (0, Ty),

donde

‘(°)=l”olﬂ+f3(:)ds y ¢ (a)>0.
0
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Entonces (cf. apéndice),

$(c) £GH(G(luolu+ ll3llLr)+ liyllesy)

VYo € (0, T,) talque G(c(o))—{-f»;(:)dseDom(G‘l), ®

0

-donde G (r) estd dada en el apéndice
Ahora bien, G (r) es creciente y continua, Dom (G*) = R (G);
luego (5) es valida para valores

N ©

g € (0, T,) talesque G(c(c))—f—fT(s)dse[O,fl/,é)
0

To
«0, lo que es lo mismo,

o ®

s€(0,Ty) ¥y f’[(-")d5< 1/%. (6)
|“o|H+”a”qu

Ahora bien, si ¢€ (0, T,) con T, < T, se tiene que

@ P T o
j 1/2 > fl/k > 1(s)ds ;_3‘[1(:)4’:

luolgg +110lr,  Twoly+N3lz 0 v

puesto que 3 (¢), y (t) > 0; de manera que la condicién (6) se re-
.duce, en realidad, a

c € (0,Ty)
'y, por lo tanto,

$(a) LG (G (| #o[u~+18]rg) +7ller,) £ puesto que G=1 es creciente <
£ G1(| ”oIH+||3|\L‘T,)+“T"L'“) < + 0, Vo € (0, Tl)'
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De acuerdo con la definicién de ¢ (s), esto implica que existe una
constante ¢ tal que

Ju(o)luLe<+w, Yo<T,.

Como ya se hizo notar al principio de este apartado, a partir de
esta acotacién se puede llegar ficilmente a una contradiccién con ek

hecho de que [0, T,), con T, < T, era el mayor intervalo de prolon-
gacion de la solucidn; luego, necesariamente, T, debe ser superior

o igual a T, lo que concluye el teorema.

(OBSERVACIONES.

1. Para ilustrar la naturaleza condicional del resultado de pro-
longacién, elijamos k (r) = 7%, con a > 1; mis concretamente, su-
pongamos @ = 2; la condicién (P) quedaria como

l”o |H<(1/"T"Ll;) - "8”'-11

Al margen de que esto condiciona los posibles valores iniciales u, a
los que se puede aplicar el teorema, para que (P) tenga sentido em
el caso presente seria necesario que | vy |l - || 8 |l.'s <1 para va-

lores ¢ > 0, siendo T el mayor de tales valores.

La {ltima desigualdad conlleva el que las magnitudes de los cre-
cimientos dependiente e independiente de # (¢) —resp., v (}) v 3 (£)—
deben comportarse, la una con respecto a la otra, de manera inversa.

2. Como v (¢), 3 () > 0, uno puede sustituir la condicidén (P
por otra, mis manejable,

'f.:sup %tecl,/[1(s)ds<f1/k;
0

[ 2 |
y, si y€ L (0, o), bastaria entonces con elegir

T = sup gfé?/lhllv(o,w)<f1/"’(’

[ 0!
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6. Apéndice

En este apartado enunciaremos un lema concerniente a desigual-
dades integrales no lineales, cuya demostracién no es sino una va-
riante de las técnicas utilizadas en [6]. Las hipétesis utilizadas pue-
den debilitarse y, en particular, la condicién W (0) = 0 no tiene
mayor relevancia (lo que, en el § 5, nos permitiria en principio comn
funciones & (r) tales que & (0) £ 0). Se tiene:

Lema.—Sean x (%), h (¢) funciones continuas de [0, 00) — [, 00);
sea ¢ (¢) una funcién de clase uno de [0, 00) — (0,100), con ¢’ (t)>0;
sea W () una funcién que toma valores positivos en (0, 00), no de-
creciente, con W (0) = 0, y supongamos que

x(t) Lc(t)+ f’t(a)W(x(O))dc
0
>0,

Entonces,
x(#) £ G-t (G(c(l))—{- fﬁ(c)dc)
[}
para todo ¢ tal que
G(c(2))+ fh(c)da € Dom (G™1),
0

donde

r

dao
W(s) '

G(r)= > rg>0,

7o

7, cualquiera (en particular, podemos elegir 7, = c (0)).
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DEeEMOSTRACION.—Por hipétesis, y como W (r) es no decreciente,
se tiene

¢

W (x(2))2W ( ¢ (t)+ f Iz(u)W(x(c))do);
[

por positividad, y como % (s) > 0, se sigue que

A(2)W (x(2))

£ k()

w(a(tH— f/z(c)W(x(c))dc)
[

.ahora bien, si llamamos

t
n(t)=c(t>+fﬁ(c)wwo)uo.
[

<y observamos que

w(t)y=2c (2)+ k()W (x(2)),

‘podemos escribir lo anterior como

n' (t) ¢ (¢)

—— ZL k(¢ —_—
Win(#)) — O+ W(n(2))

20, lo que es lo mismo,

p ¢ (t)
PTG UEIOR e

pero #n (t) > ¢ (¢) > 0 implica que W (» (¢)) > W (c (¢)) > 0 y, por
«otra parte, como ¢’ (¢) > 0, se sigue finalmente que

d () d
P (G(n(2))) L h(t)+ W) =kh(2)+ rr (G(c(2)));
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integrando entre 0 y ¢, y observando que % (0) = ¢ (0), sale

1

G(n(t))éG(c(t))+fﬁ(o)dc

0

Teniendo en cuenta que G’ (r) >0, y que x (¢) <n (t), se sigue

¢

G(x(f))éG(c(f))-!—fh(d)dc

> 0.

Entonces, para todo ¢ > 0 tal que

t

G(c(t>>+f/z<s)do € Dom (G~1),

0

se satisface que

¢
x(t)._é_G"l( G(e(2))+ fﬁ(c)do),
0

<. q. d.
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