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Given a positive integer #, let V be an n-dimensional (™-differentiable manifold,
0 L m'oo. If V is non-compact and countable at the infinite, we give simple
representations of Gm (V) and Dm (V).

Dado un entero positivo #, sea V una variedad n-dimensional (m-diferenciable,
0 L m<oo. Si V no es compacta y es numerable en el infinito, damos repre-
sentaciones simples de Cm (V) y D™ (V).

Si M es un subconjunto de un espacio topolégico, 1\7[ es su inte-
rior. Los espacios vectoriales que usamos aqui estin definidos sobre
el cuerpo C de los niimeros complejos. Representamos por s el es-
pacio vectorial de todas las sucesiones complejas de decrecimiento
rapido con la topologia ordinaria de espacio de Fréchet. Si los espa-
cios vectoriales topolégicos E y F son isomorfos escribimos E ~ F.

Si A es un subconjunto compacto del espacio euclideo n-dimen-
sional R”, D™ (A) es el espacio vectorial de todas las funciones com-
plejas definidas en R”*, de clase C™ y con soportes contenidos en A.
Si A coincide con la clausura de su interior, C™ (A) es el espacio
vectorial de todas las funciones complejas definidas en A, de clase
C™ que se extienden por continuidad a A asi como sus derivadas
de ordenes no mayores que m. Suponemos que D™ (A) y C™ (A)
estin dotados de sus topologias ordinarias de espacio de Banach
(m finito) o de espacio de Fréchet (m infinito).

Ponemos

I={(r, 2, ., 2)ER 1 0L, <1, 7=12..,n}

Si E es un espacio localmente convexo y si J es un conjunto de
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cardinal «, E? y E¢ representan el producto topoldgico y la suma
directa topoldgica de « espacios iguales a E, respectivamente. En
particular E¥ y E™ son el producto topolégico y la suma directa
topologica, respectivamente, de una infinidad numerable de espacios
iguales a E.

Dado un entero positivo #, V es una variedad n-dimensional C™-
diferenciable, 0 < m 'K PO, que no es compacta y es numerable en
el infinito. Un conjunto H es un cubo en V si existe una carta defi-
nida en un entorno de H que representa H en un cubo compacto
no degenerado de R™. D™ (H) es el espacio lineal de todas las fun-
ciones complejas definidas en V, de clase C™ y con soportes conte-
nidos en H, dotado de su topologia ordinaria.

Tomamos una sucesiéon (K;) de cubos en V tal que

es un recubrimiento localmente finito de V, y tomamos también
Dp € Dm (Kp): p=1L12 ..

con

0

Pp #) =1, «x€V.

D=1

Sea (H,) una sucesién de cubos de V, disjuntos dos a dos, tal
que dado un compacto cualquiera K en V, existe un entero positivo
g, dependiendo de K, tal que

H,NK=¢g, parap>q.

Sea ¢, una carta definida en un entorno de H, y sea L, un sub-

conjunto compacto contenido en I(:L, tal que ¢, (L) es un cubo no
degenerado de R*, p =1, 2, ...
1. Resultados previos

En lo que sigue, E es un espacio localmente convexo separado
y J es un conjunto infinito.
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ProrosiciON 1.—Sea F un subespacio complementado de E° y
sea G un subespacio complementado de F. Si G =~E’ enton-
ces F~E7J.

DEemosTrACION.—Sea F, un complemento topolégico de F en E’
y sea G un complemento topolégico de G en F. Se tiene que

FEGI X Gw:G1 x EJ ~ G1 X EI x EI ~F x EJ.
Por otra parte,

EVn (E9) o (F x F)? o F x FI x F I~ F x EJ.
Por tanto,

F~ EJ.

PrOPOSICION 2.—Sea F un subespacio complementado de E.
Sea G un subespacio complementado de F. Si G~ E' entonces
F~EW,

DemosTrACION.—Es aniloga a la de la proposiciéon anterior cam-
biando J por (J). c. q. d.

ProPosiciON 8.—Sea H un subespacio complementado de E y sea
L un subespacio complementado de H. Si L ~E entonces H” ~ E’
4 H =~ EW,

DzemosTrACION.—Es obvio que H? y H® son subespacios com-
plementados de E? y E¢?, respectivamente. Por otra parte, L7 y L
son subespacios complementados de HY y H', respectivamente.

Aplicamos ahora las proposiciones anteriores y llegamos a la con-
«<lusién. c. q. d.

PRrOPOSICION 4.—D™ (1)’ =~ Cm (I)7 y D™ (D) ~ Cm (1)

DEeEMOSTRACION.—Si ponemos

1 2
D= (xl, Zgy vees z,)€R" : 3 <<

—3— ’ j=1’2"";n7

sea T un operador lineal continuo de C™ (D) en D™ (I) tal que si
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€ €™ (D), la restriccién de T f a D coincide con f (véase [1], [2]
y [4]). Entonces D™ (I) es la suma directa topolédgica de T (C™ (D))
y el subespacio de D™ (I) de aquellas funciones que se anulan en D.
Por tanto, ™ (I), que es, obviamente, isomorfo a C™ (D), es iso-
morfo al subespacio complementado T (C™ (D)) de D™ (I)

Sea S un operador lineal continuo de C™ (I~]5) en C™ (I) tal
que, si g€ C™ (Iw]oD), la restricciéon de S g a leo) coincide con
g (véase [1], [2] y [4]). Entonces C™ (I) es la suma directa topor
logica de S (C™ (IN]S)) y el subespacio de C™ (I) formado por

todas aquellas funciones que se anulan en I~D (este espacio es
isomorfo a P™ (D)). Por tanto, D™ (I) es isomorfo a un subespa-
cio complementado de C™ (I). De acuerdo con la proposicién ante-
rior obtenemos:

D) ~Cm @) y DD ~Cm (DD,
c. q. d.

Nota.—Si m = o, la proposicién anterior se puede obtener tam-
bién teniendo en cuenta que

D> (D) ~s, [8], p- 210y C>(D)~s, (3], p. 207.

2. Representaciéon de C™ (V)

C™ (V) es el espacio de todas las funciones complejas de clase
C™ que estdn definidas en V, dotado de su topologia ordinaria de
espacio de Fréchet.

Prorosicién 5.—C= (V) es isomorfo a un subespacio comple-

mentado de II D™ (K,).

D=1

DemMosTrRACION.—Sea X la aplicacién de H D™ (K,) en C™ (V)
pP=1
definida por

00

X (fys Fyo vees fpo o) —> Z‘ fpe

p=1
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L

Sea Y la aplicacién de C™ (V) en ]] D™ (K,) definida por

P=1

Y: f—(f @, f(cpz, cees Fpps o)

Es inmediato que Y - X es una proyeccién continua en H D™ (Kp)

0 =17
cuya imagen coincide con Y (G™ (V)), que es isomorfo a C™ (V).
c. q. d.

@
ProrosicioN 6.— H &y (L)) es isomorfo a un subespacio com-
v=1

plementado de C= (V).

DemosTRACION.—Si W, es un operador lineal continuo de exten-
sién de C™ (45 (Ly)) en D" (4 (Hy)), p = 1,2, ..., y si f€C™ (& (L)),
ponemos:

[(Wpf) ° '5[’1;;] (x)a x € Hp’

(Zp ) @) = 3
0, x¢€ VNH,,.

o0

Sea Z la aplicacién de H C™ (4 (L)) en C™ (V) definida por

=1

Zi Gy fy o fy o) = B2 fy

p=1

Es inmediato que H C™ (Yp (Ly)) es isomorfo a

D=1

z ( em (v, (L,,») ,
D=1

¥y que este espacio tiene como subespacio complementado en C™ (V)
el formado por las funciones que se anulanen L, UL, U... UL, U ...
c. q. d.

TEOREMA 1.
Co (V) ~ Co ()N ~ D= (I)N.

DeMOSTRACION.—Puesto que D™ (K;) es isomorfo a D™ (Ip
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{Kp es un cubo en V), aplicamos las proposiciones 1, 4, 5 y 6 y
«obtenemos la conclusién deseada. c. q. d.

TEOREMA 2.
C> (V) ~sN.

DeMosTrRACION.—Es un caso particular del teorema anterior si
ausamos que C* (I)~s. c. q. d.

3. Representacién de D™ (V)

D™ (V) es el espacio vectorial de todas las funciones complejas
de clase C™ definidas en V y con soportes compactos. D™ (V) estad
«dotado de la topologia limite inductivo usual. Si m = 00, escribimos
D (V) en vez de D= (V).

PRroOPOSICION T7.—D™ (V) es isomorfo a un subespacio comple-

mentado de 53 D™ (K,).

=1

DemosTrACION.—Sea X, la aplicaciéon de é D™ (K,) en D™ (V)
«definida por =1

oo

X, () Fyr oo fpp o) —> Z for

=1

Sea Y, la aplicacién de D™ (V) en é D™ definida por
p=1

Y, i f—> (o, oy ooos @ o)

Es inmediato que Y, X, es una proyeccién continua en
@ D™ (Kp) cuya imagen coincide con Y, (D™ (V)), que es iso-
D=1
morfo a 9™ (V). c. q. d.

Prorosicién 8.— é Cm (¢, (L,)) es isomorfo a un subespacio
P=1

complementado de D™ (V).
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DemosTrACION.—Sean W, y Z, las aplicaciones definidas en la

-prueba de la proposicién 6. Sea Z, la aplicacion de é Cm (¢ (Lay)
«en D™ (V) definida por r=1

Z, 5 (Fs For voes Fpp o) —> Z Z, fpe

p=1

_Es inmediato que é C™ (Y» (Lp)) es isomorfo a
=1

Z, (@ €™y (Ly))

D=1

-y que tiene el subespacio de D™ (V) formado por aquellas funciones
-que se anulan en

L UL,WU.. UL,U -
~como complemento topoldgico en D™ (V). c. q. d.

TEOREMA 3.

D= (V) =~ C= ()™ ~ D= (1),

DemosTrACION.—Puesto que D™ (K,) es isomorfo a D™ (I), apli-
~camos las proposiciones 2, 4, 7 y 8 y obtenemos la conclusiéon bus-
~cada. c. q. d.

TEOREMA 4.

D (V) s,

DemosTrRACION.—Es un caso particular del teorema anterior si
-usamos C* (I) ~s. c. q. d.
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