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In measure theory has a great interest to extend the closed-graph theorems
for linear mappings T: I (Z) —> F, being [ (3) the vector space of numerical
S-step functions when 3 is a o-algebra of subsets of a set Q. We have treated
‘before this problem in several papers, between them, [4], [5], [6] and [7]. Know
we are going to extend the De Wilde’s theory for some barrelled spaces non neces-
sarily complet, the o-barrelled spaces, between which we conjecture that the space
A= (3) is fond.

En la teoria de la medida tiene interés extender los teoremas de
la grafica cerrada para las aplicaciones lineales T: [* (Z) — F,
:siendo I (Z) el espacio vectorial de las funciones numéricas Z-simples
«cuando X es una c-dlgebra de subconjuntos de un conjunto Q. Nos-
otros nos hemos preocupado de este problema en varios trabajos,
-entre ellos [4], [5], [6] y [7]. Ahora vamos a tratar de extender
la teoria de De Wilde para ciertos espacios tonelados no necesaria-
‘mente completos, los s-tonelados, entre los que conjeturamos se
‘halla I> (Z).

De manera general, E y F serin espacios vectoriales topologicos
localmente convexos de Hausdorff, en abreviatura, e. 1. c. s. El
«cuerpo K de los escalares serd siempre el de los nimeros reales o
el de los nfimeros complejos.

DerFiNici6N 1.—Un e. 1. ¢. s. E se dice un espacio tonelado de
clase s o un espacio s-tonelado si, para toda sucesién (E,),* de sub-
sespacios que cubre a E, existe un » tal que E, es un espacio tone-
lado cuya clausura E, es de codimensién finita. '

DeriNictoN 2.—Una clase € = {C (n,, ..., nz)} de subconjuntos



580 BALTASAR RODRIGUEZ-SALINAS

C (#,, ..., mz) de un e. 1. c. s. E, donde k y #n, ..., % son nimeros:
naturales, se llama una criba si satisface las condiciones

-] @
E= U Cln))y, C(ryy ooeytay) = U C(ny, «enstp)
”k=1

n,=1

para k> 1y todo sistema #,, ..., #_,. Si todos los elementos de la-
criba son absolutamente convexos se dice que la criba es absoluta-
mente convexa.

Una criba se dice que es de tipo C, o una C,-criba si, para cada
sucesién (m),* de nimeros naturales, existe una sucesién (px);™ de
nimeros reales positivos tales que para todo '€ (0, /] y todo

0
2 '€ C (my, ..., ), la serie E ) &, converge en E.
1

TEOREMA 1.—Sean E un espacio o-tonelado metrizable y F um
espacio con una C,-criba absolutamente convexa C. Entonces, toda
aplicacién lineal T: E —s F con la grdfica secuencialmente cerrada
es continua.

DEmMOSTRACION.—Sea € = {C (%, ..., ms)} una C,-criba absoluta--
mente convexa sobre F. Entonces

E= U1 THC(E) ¥y TC(my .oy mhey) = UIT-* (Clrgs oo mg))
ﬂ1= ﬂk=

para k>1y #ny, ..., mx_, '€ N. Por tanto, si E (n,, ..., nx) es la en-
voltura lineal de T-! (C (n,, ..., m)), se tiene

0

-]
E=JEm v Emy..omo= B ...omp

w=1 ”k=1

para k>1y #ny, ..., s, € N.

Por ser E un espacio s-tonelado existe », tal que E (n,) es um
espacio eo-tonelado cuya clausura E (n,) es de codimensién finita. De
la misma forma, existe n, tal que E (n,, n,) es un espacio s-tonelado-
cuya clausura E (n,, n,) es de codimensién finita (en E). Por induc-
cién, se obtiene una sucesién (mg),™ tal que cada E (ny, ..., m) es:
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un espacio s-tonelado cuya clausura E (%, ..., #) es de codimension
finita.
Sea

-]
Eo= [V E(ry .- vn0).
k=1

‘Entonces E, es un subespacio cerrado de codimensién contable de E.
‘Sea (#,),> una cobase de E, y G, la envoltura lineal de {#,, ..., #n}.
Como (E, + G,),® es una sucesién no decreciente de subespacios
.que cubre a E y E es un espacio s-tonelado, existe un » tal que

E=F, - Gn=E, + Gn.

‘Por tanto, E; es de codimensién finita y existe k, tal que

E(ﬂ,, oo ng) =E,
para k > k,.
Sea V un tonel de F. Como E (n, ..., ;) es un espacio to-
nelado y
T (Cnyyeeynl) N V) N E(ngs o 0ymy)

-es un tonel de E (n, ..., n;), se deduce que dicho conjunto es un
-entorno de 0 en E (»,, ..., ny). Por tanto,

T=1(C (g, ...omg) N V)

s un entorno de 0 en E (n, ..., n;) = E, para k > k,.

L]

Como C es una C,criba, existe o, > 0 tal que Z' e Yy con-
k=1

verge en F para todo X € (0, o] y todo yx€ C (ny, ..., ). Dado
& > 0, determinemos XAz € (0, p] de forma que

D49k,
ko

Vamos a probar que

TT(C (np -+ 7x) N V) C (149 T (V).
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Como E, es metrizable existe un sistema fundamental numerable
UyDU0,D...0UD ...

de entornos absolutamente convexos de 0 en E,. Es obvio que

Uk =M, N U,
es un entorno absolutamente convexo de 0 en E, para >k, v
Me =N, T (C (g, ..., ) 0 V).
Supongamos #, '€ M;,. Existe #, € M, tal que

xg — 2, € Ulke+1) c:l_Vl'ko-u

Existe &, € M, ;, tal que

xp — 20y — 25 € Utht?) C Mpyiq.

Por induccidn, se obtiene una sucesién (ax),> en E, tal que
’ 1 0

7
+ =
Xpe1 EMp ey xp— E x, € UMTR) Moy ko -
k=1

Por construccién,
Txk_koﬂ CTMy) CAeC(nyy. oy ) OV
00
para k > k,. Por tanto, Z T #, converge en F y su suma v,

A=1
estd en

2
(Z xk)vC(1+e)xkov.

k=/ky
Como la grafica de T es secuencialmente cerrada,

Txg=9, ¥ %€ (14 e)hg, T (V).

Siendo

T=1(C(ny, .0u, n) V)
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un entorno de 0 en E, se deduce del resultado obtenido que
T* (V) N E; es un entorno de 0 en E; para todo entorno absoluta-
mente convexo y cerrado (o tonel) V de 0 en F. Entonces, la res-
triccién T, de T a E, es continua y, como E, es un subespacio ce-
rrado de codimensién finita, resulta que T es continua.

TeEOREMA 2.—Sean E un espacio s-tonelado y F un espacio cow
una Cy-criba absolutamente convexa C. Entonces, toda aplicacion
lineal T: E—-> F con la grifica cerrada es continua.

DEMOSTRACION.—Se puede proceder como en el teorema 1 con la
diferencia que aqui no se puede asegurar que existe un sistema fun-
damental numerable de entornos de 0 en E,. Para que este teorema
quede probado debemos demostrar que y, = T #,. Sean U, W en-
tornos de 0 en E y F, respectivamente. Como

7n— k.

xo—Zxk € M, M, +U,
k=1

existe 2, € M, tal que

”
xg — E Xp =25 € U
k=1

para todo # '€ N. De la definicién de los conjuntos M, se deduce que-
las sucesiones T 2z, y T #, convergen a 0 en F. Por tanto,

7

yo—T(Z

xp + z,,) EW
k=1

para n > n,. Luego

(%0 30) ——(Zx;, +z,,,T(Z‘x,, +z,,)) EUXW
k=1 k=1

para n > n,. Como la grafica de T es cerrada, resulta de aqui que
¥o= T #,.

TeorREMA 3.—Sean E la envoltura localmente convexa = A; (Ei)

;
de espacios s-tonelados E; v F un espacio con una C,-criba absolu-
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tamente convexa C. Entonces, toda aplicacién lineal T: E —> F
con la grifica cerrada es continua.

DeMmosTRACION.—Resulta inmediatamente del teorema 2.

TEOREMA 4.—Sean E un espacio con una C,-criba absolutamente
convexa Yy F un espacio s-tonelado metrizable. Entonces, si E, es
un subespacio de E, toda aplicacidn lineal T: E, —> F con la grd-
fica secuencialmente cerrada en E x F y tal que T (E,) es un sub-
espacio o-tonelado denso de F es abierta y T (E,) = F.

DemosTtrACION.—Sea € = {C (n,, ..., m)} una C,-criba absoluta-
‘mente convexa sobre E. Entonces

TE)=J TCEINE) ¥y TCwm...mpnE)=

n=1

= U rem....mnky
nk=l
para B>1y n, ..., n_, '€ N. Por tanto, si F (n,, ..., nx) es la en-
voltura lineal de
T(C(ng, -+, m4) (1 Eg)

se tiene

0 L
TE)=J Fem) v Fen.oomp=J Fiun. . mp
ny=1 7 =1
para R >1y ny, ..., m_, € N.

Por ser T (E,) un espacio s-tonelado existe una sucesiéon (mx),”
tal que cada ¥ (n,, ..., m) es un espacio s-tonelado cuya clausura
F (ny, ..., ;) es de codimensién finita en F.

Sea

F, = n F (1 0ey i),
k=1

Entonces, como en el teorema 1, F, es un subespacio cerrado de
«codimensién finita de F y existe un k, tal que F (uy, ..., m) = F,

para k > k,.
Sea V un tonel de E. Como F (n,, ..., 1) es un espacio tonelado y

TCutyy ooyt NEo N V)N F (g, .00, 72)
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es un tonel de F (n,, ..., ), se deduce que dicho conjunto es un
entorno de 0 en F (%, ..., ). Por tanto,

T(Cury -2 58 N Eg N V)
es un entorno de 0 en F (n,, ..., m) = F, para k > k,.
®
Como € es una C,criba, existe gz > 0 tal que Z)\k 4 conver-
1

ge en E para todo A€ (0, o] y todo #:€ C (n, ..., n). Dado
&> 0, determinemos A € (0, pd] de forma que

D=1+ 9 ko
F=Re
Vamos a probar que

TECr, . cosm) NE,NVICA+TE N V).

“Como F, es metrizable, existe un sistema fundamental numerable
UyoDoU;D...UxD ...

de entornos de 0 en F,. Es obvio que

U®) =T (Ma) N Us
es un entorno de 0 en F, para B>k, y

Me=AeC(ny, ...,m) N Fo N V.
‘Supongamos vy, € T (M, ). Existe x, € M, tal que
Yo — T ay € Ulke+l) T (Mpy+1).

Por induccién, se obtiene una sucesién (4%),* en E, tal que

”
xp41 € Masr, € 99— ZTxk € Untkd C T (Marsy).
s

Por tanto, Z x; converge en E a un elemento x,€ (1 +¢) X V' y
k=1
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©
T x; converge a y, en F. Como la grafica de T es secuencial-
:r:nte cerrada en E x F, se deduce que
% €Ey e y=Tux € M1+ T(E, N V).

Siendo

T(C(ng,...,56) NEg N V)

un entorno de 0 en F,, se deduce del resultado obtenido que
TE,NV)NF, es un entorno de 0 en F, para todo entorno abso-
lutamente convexo y cerrado (o tonel) V de 0 en E. Entonces, la
restriccion T, de T a T~ (F,) es abierta. Por consiguiente, como
F, es de codimensién finita y T (E,) es denso en F, resulta que
T: E,— F es abierta y T (E,) = F.

TEOREMA 5.—Sean E un espacio con una Cy-criba absolutamente
convexs C y F un espacio s-tonelado. Entonces toda aplicacidn
lineal sobreyectiva T: E— F con la grifica cerrada es abierta.

DeMosTrRACION.—Resulta facilmente del teorema 2.

TEOREMA 6.—Sean E un espacio con una Cy-criba absolutamente
convexa vy F la envoliura localmente convexa ¥ By (F)) de espa-

z
cios F; o-tonelados. Entonces toda aplicacidn lineal sobreyectiva T:
E —> F con la gréfica cerrada es abierta.

DEMOSTRACION.—Resulta ficilmente del teorema 3.

Bibliografia

[1] D WiLpg, M. (1978). Closed graph theorems and webbed spa-
ces. Pitman, London.

[2] HorvaTH, J. (1973). Locally convex spaces. Lect. Notes in
Math., n.° 331, Springer, Berlin.

[8] Kotme, G. (1979). Topological Vector Spaces. II. Springer,
New York.

[4] Robprfcuez-SarLiNas, B. (1980). Sobre el teorema de la grafica
cerrada. Aplicaciones lineales subcontinuas. Rev. R. Acad.
Ci. Madrid, 74, 811-825.

[5] Ropricurz-Sarinas, B. (1980). Sobre el teorema de Dieudonné-
Grothendieck. Condiciones necesarias y suficientes. Rev. R.
Acad. Ci. Madrid, 74, 831-834.



SOBRE UNA EXTENSION DE LA TEORfA DE DE WILDE 587

|6] RopricuEz-SariNas, B. (1981). Sobre el teorema de la aplica-
cién abierta. Teorema de Seever. ‘Rev. R. Acad. Ci. Ma-
drid, 75, 33-31.

[7] Robpricuez-SarLinas, B. (1981). Sobre el teorema de la grafica
cerrada. Teorema de Banach-Schauder. Rev. R. Acad. Ci.

Madrid, 75, 39-46.

Departamento de Teoria de Funciones
Universidad Complutense de Madrid



