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EL DUAL DE ESPACIOS DE ORLICZ SOBRE CUERPOS
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Let K be a complete non-archimedean valued field, (2, #) a positive measure
space and @ an Orlicz function. We consider Orlicz spaces L® (E) of functions
with values in a Banach space E over K. Studying the topological dual of L& (E)
we find fundamental differences with respect to the well known results in the ar-
«chimedean case (see [8], [6], [7]).

In this note we prove that in L® (E) there is no non-trivial continuous linear
functional provided the measure is atomless and @ verifies the A,-condition. We
also give a characterization of the topological dual of L® for atomic o-finite
tneasures.

Sea (Q, T, 1) un espacio de medida positiva, (E, || ||) un espacio
de Banach sobre un cuerpo valorado no arquimediano completo
{K, | |) cuya valoracién | | no sea trivial, y ® una funcién de Orlicz,
i. e. una funcién de R+ en R* no decreciente con @ (0) = 0, conti-
nua a la izquierda si s > 0 y continua en 0. Consideremos el espacio
de Orlicz

L2 (Q, ., F) = LO(E)

de las funciones fuertemente medibles f de Q en E que verifican que
WA
A (s, @) = f@ (’L‘)dp.<oo
] $

para algan s > 0. El espacio L? (E) dotado de la F-norma de Orlicz
1/ g =inf. {s>0: 0 (s, 0) < s}

(*) Presentada en la sesién celebrada ei dia 20 de mayo de 1981.
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es un e. v. t. metrizable completo (F-espacio) que tiene como base
de entornos de 0 los conjuntos V, , con r > 0, donde

Vi r=1{f € LEE) A {r, ®) < r].

Una sucesion (f.) converge a 0 en L2 (E) si y sélo si A (s, ®) —> O
cuando #-—>00 para cada s>0. Si & verifica la A,-condicién
(i. e. existe ¢ >0 tal que @ (25) < ¢ @ (s) para todo s > 0) enton-
ces A (s, ®) << oo para todo s > 0 siempre que f € L? (E). Cuando
Q=N y ¢ la medida cardinal tenemos el espacio de Orlicz 12 (E)
de sucesiones x'= (#,) € E¥ que verifican que

v = > oLl <o
n=1

para algin s > 0. Si & verifica la A%-condicién (i. e. existe s > @
y ¢>0 tal que ® (25) << ¢ ® (s) para 0 << s <Cs,.) entonces

% = (xa) € 12(E)

si y sélo si A, (s, ®) <<wo para todo s> 0. Estos resultados se
comprueban de forma aniloga al caso arquimediano.

La F-norma | || no es en general no-arquimediana, es decir
Il lo no verifica la desigualdad triangular fuerte. En efecto, seam
A, A,€Z con A\NA, =@y

O<p(Ap=sp{Ad<<o v % €E

con 0 <| & || <|#: |, considerando las funciones @ (x) = 27,
0<p<<vo, ¥y

fi=ayfact%ayae ¥ fa=x ka2 Kay

se tiene que

fi+ 7ol o > max Il fill s 0 S2 ll o

Obsérvese también que en el caso de ser & convexa | ||¢ es en-
tonces una A-norma en el sentido de Van Rooij ([8], pag. 88).
Los siguientes resultados sobre dualidad de L? (E) difieren nota-
blemente de los del caso arquimediano (ver [2], [3], [6], [7]). Los
espacios I’ sobre un cuerpo no arquimediano han sido estudiados
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en ([5], pig. T4) para p > 1y en ([1]) para 0 <p <oo, y los
-espacios L” (@ p) en ([8], pag. 89) para p =1 y p la medida de
Lebesgue en [0, 1], y en ([4], pig. 108) para 0 < p << oo.

PrOPOSICION 1.—S% & verifica la A%,-condicién y E’ £ {0} enton-
«ces el dual topoldgico de 1°(E) es isomorfo algebraicamente a 1= (E).

DEMOSTRACION.—Si ® no es estrictamente positiva i. e. existe
>0 con ®(s) =0, I*(E) coincide como e. v. t. con el espacio
«; (E) de las sucesiones convergentes a 0 en E y entonces el resul-
tado es conocido (Van Rooij [8], pidg. 61). Si & es estrictamente
positiva I? (E) estd contenido con continuidad en ¢, (E), luego me-
diante la identificacién usual I (E’) estd contenido en (I° (E)Y.

Consideremos ahora la aplicacion T de (I* (E)) en I (E’) defi-
nida por T (u) = (%  j,);; donde j, denota la aplicacién continua
de E en I*° (E), 7, (#) = x e, siendo (e,) la sucesién de vectores uni-
«dad de I* (K). Como para cada x€ E la sucesién (u (# ¢,)) estd
acotada, del principio de acotacién uniforme ([8], pig. 65) se sigue
que (% ° j,)o €s acotada en E’ y T estd bien definida. Ademas T es
lineal e inyectiva. En efecto, sea € (I* (E)Y y T (¥) = 0, para

"

& = (%) '€ I (E) consideramos ygm = Z Xy ep, entonces u (Ym) =0
=1

Ppara todo m € N, luego como y, —>y en 1®(E) se verifica que

o (%) =0, es decir # = 0. q. e. d.

TEOREMA 2.—Si @ wverifica la A,-condicién y la medida p no es
atdmica entonces el dual topoldgico de L® (E) es nulo.

DemostraciON.—Supongatnos que existe una forma lineal U no
nula sobre L® (E), y sea f€ L® (E) tal que U (f) = 1. Considere-
mos la medida v de £ en R* definida por

v(A) =y, (1,0) = f(b(nfll)dxb
A

:Se tiene que v es finita y no atémica. En efecto, si v (A) > 0 existe
#n € N tal que p (A,) > 0 donde

b

An=1lx € A:O(|If(x)[)>1/nf.

Ahora al ser g no atémica existe B A, p-medible con p (B) =
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=1/2 p (A,), luego

YB)=1/np(B)>0 ¥ v(AN\B)=1np(Aa\B)>0

y A no es un v-atomo.

Sea A €Y tal que v(A) =1/2v(Q), consideremos f =g + k
donde g = fya ¥ b = fxo\a. En virtud de la propiedad triangular
fuerte para la valoracién de K se tiene que

=|U) | <max U@L, U@L

por tanto | U (g)|>1 6 | U (k)| 1. Designemos por f, =g ¥
A, = Aenel primercaso y f, = h 'y A; = Q\ A en el segundo. Re-
pitiendo el proceso obtenemos por induccién una sucesién de funcio-
nes (f.) de L® (E) que verifican

U 1=1 v A0 =27 (1)

para todo n € N. Se concluye entonces, utilizando la A,-condicién
que f,—> 0 en L2 (E), y ademéds | U (fo) [ > 1 lo que contradice
la continuidad de U. q. e. d.

Sea ahora p atémica. Si denotamos por H la familia de todos
los dtomos de medida finita, consideramos en & la relacién de equi-
valencia A R B si y sélo si u (AAB) =0 y designamos por [Al}
las clases de equivalencia en HA/&R. Anilogamente al caso arquime-
diano para cada funcién medible de @ en K y cada A€ A existe
un tnico # €K con fya = # ya en c. t. p. La aplicacién Fpay de
L®(K) = L® en K definida por Fpa (f) = # es una forma lineal y
continua de L°.

TEOREMA 3.—Si ® verifica la Ay-condicidn y u es o-finita atémica
entonces para cada U € (L) existe una sucesién (ry) < K tal que

o0
U= E 7 F[Ak]
k=1

para la s (LY, L®)-topologia, es decir la sucesion (Fya,1)k=y €5 UNG
base de Schauder incondicional x-débil de (L®).
DEMOSTRACION.—Sea U € (Lo)Y. En virtud del lema de Saks el

espacio Q admite una descomposicién en B U (U A;) donde B es
Jewe ]
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medible y no atémico y (A;)s-, es una coleccién numerable de 4to-
mos de medida finita disjuntos entre si.

Para f€ L® consideremos la sucesién (fa).,? definida por

o= Zn'thf..
k=1

Se tiene que f.—> (f — f x8) = g en L?. En efecto, como f, &) —
—> g(2) para 2€Q y

7‘(f,. —&) (J’, (D) = )‘f(‘y CI)) < ®

para s > 0, se sigue entonces utilizando el teorema de la conver-
gencia dominada que

| fu—g |
im Ay, — g (5 0) = lim §f——1dp=0
”-3> 0 5

Q n—>»

para cada s > 0. Luego f,—> g y

U(fw) > U(f)—U(fTs).

Ahora al ser B no atémico del teorema anterior deducimos que
U (fys) =0, y por tanto

Ul =, 2, U (lag) U (f),
k=1

donde fya, = 4 Xa, Para k€ N. Es decir

o

UG = D rFRa ()

k=1

con 7 = U (xa,) para k€ N. Ademis las formas lineales FFA,,] de
(L®Y en K definidas por Fj a1(U) = U (xa,) son o ((L?Y, L2)-con-
tinuas. q. e. d.

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos el si-
guiente

CoroLARIO 4.—S% @ wverifica la A,-condicidn entonces (LY separa
puntos si y sdlo si la medida w es puramente atémica.
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