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UREÑA 

An algebra on a Tychonoff space X *s a subring of C (X) which separates 
points and closed sets, contains all the real constant functions and is closed under 
inversion and uniform convergence. In this paper we study the Baire functions 
associated to an algebra on X. Also, we give some properties of the algebras 
•on X which are of the form C (Y) for some space Y. 

Un álgebra sobre un espacio de Tychonoff X es un subanillo de C (X) que 
separa puntos y cerrados en X, contiene las funciones constantes y es cerrado 
para inversión y convergencia uniforme. En este artículo estudiamos las funcio
nes de Baire asociadas a un álgebra sobre X, así como las álgebras sobre X que 
son de la forma C (Y) para algún espacio Y. 

1. Notación, definiciones y algunos resul tados previos 

En este artículo X será un espacio topológico de Hausdorff com
pletamente regular. Una base sobre X es una base de cerrados 2) 
con las siguientes propiedades (I) : 

(a) Es cerrada para uniones finitas e intersecciones numerables. 
(b) Si p^eX^H, H € ÍD, existe D € 2) tal que /> € D y 

D n H = 0 . 

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoría de Funciones 
de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Valencia, que dirige el profesor 
D. Manuel Valdivia Ureña. 

(I) Este concepto se debe a Alo y Shapiro [1], quienes usan el término strong 
delta normal base. Otro concepto equivalente es el de separating nest generated 
intersection ring debido a E. F . Steiner [17]. 
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(c) Si Di y D2 son elementos disjuntos de £D, existen E^ y E^ 
en 2) taies que D, n E, = 0 y X = E^ U Eg. 

(d) Para cada D € £D existe una sucesión { E „ : ^ ' € N } en 2>̂  
tal que D = fi {X '^ E,, : n € N}. 

Escribiremos £ (X) para la familia de todas las bases sobre X 
y C (X) para el anillo de las funciones reales continuas en X. JJm 
conjunto cero es un conjunto de la forma 2 (/) = {4^^ X : / ( x ) = 0}^ 
/ € C (X). La familia de todos los conjuntos cero en X vendrá 
denotada por Z (X). Es bien conocido que Z (X) es una base 
sobre X. 

Sea S) £ £ (X) y sea <j (fD) la mínima d-álgebra en X que con
tiene a £D. Denotamos por X'© al conjunto X provisto de la topo
logía para la cual una base de cerrados es a (2)). 

1.1. PROPOSICIÓN.—Un sub conjunto B de X es cerrado en X V 
si y sólo si es 3)-cerrado (II). 

DEMOSTRACIÓN.—La suficiencia de la condición es una consecuen
cia inmediata de que 3) cía (3)). Veamos la necesidad. Sea ^ la fa-̂  
milia de los conjuntos M'€^(2)) tales que M = U {D'€ £D : D cz M} 
y X ' ^ M = U { D ' € £ D : D n M = 0 } . Entonces se comprueba fá
cilmente que ^ es una or-álgebra que contiene a 3). Por lo tanto-
^ = cr (£D). Sea ahora B un conjunto cerrado en X' 2) y sea. 
p eX^B. Entonces existe E '€ d (2)) tal que /> € X ^ E, B c E.. 
Puesto que E € <dP, existe D € 2) de modo que /> € D 'C X -- E. 
De esta forma D íl B = 0 y por lo tanto B es 2)-cerrado. 

Es claro que la identidad de X'Í» sobre X es continua. Además,, 
puesto que toda base sobre X es una subfamilia de Z (X) ([2], co
rolario 2.2), se tiene que la identidad de X'z(x) sobre X'© es con
tinua. Lo que vamos a ver a continuación es que la topología del 
espacio X's) es independiente de la base considerada. 

1.2. PROPOSICIÓN.—Si 3)^€£ (X), ïa identidad de X'z(x) so
bre X'a) €S un homeomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN.—Puesto que 5D es una base sobre X, si Z ' € Z ( X ) 
entonces X -v. Z es un conjunto 2)-cerrado. Entonces por el resul-

(II) Un subconjunto M de X se dice que es 5D-cerrado si cuando ;r C X ^ M 
existe D iÇ 2) tal que j i r i ^ D c i X ^ M . Este concepto es una pequeña modifica 
ción del concepto de conjunto Q-cerrado debido a Mrówka [15]. 
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tado anterior, los conjuntos cero en X son a la vez abiertos y ce
rrados en X's. Por lo tanto la identidad de X'a) sobre X'z (x) es 
continua. 

Según el resultado anterior, y por brevedad, escribiremos X' en. 
lugar de X'©. Es fácil comprobar que todo conjunto Gs en X' es-
abierto. Luego X ' es un P-espacio completamente regular. Más 
aún, si % es una topología de P-espacio sobre X más fina que lai 
dada, es claro que todo conjunto Z € Z (X) es *S-abierto. Por lo> 
tanto : 

1.3. PROPOSICIIÓN.—La topología de X' es la minima topología 
de P-espacio sobre el conjunto X que contiene a la dada. Un punto^ 
z ^ X' es aislado si y sólo si {z} es un conjunto GB en X. 

NOTA.—La caracterización anterior de los puntos aislados de X', 
permite una rápida y fácil construcción de una amplia clase de P -
espacios completamente regulares sin puntos aislados (comparar con? 
13.P de [6]). Si Y es un espacio de Hausdorff completamente regu
lar con más de un punto y X es el producto de una familia no nu
merable de copias de Y, entonces X' es un P-espacio sin puntos 
aislados. 

Usualmente se denomina a «y (Z (X)) la <T-álgebra de los conjun
tos de Baire en X [12]. Si 5D € J? (X), llamaremos a er. (2)) la d-
álgebra de los conjuntos de Baire asociados a 2). 

2. Conjuntos de Baire en v ( X , 2)) 

Para cada base £D sobre X consideraremos la compactación de 
tipo Wallman ÍO (X, £D) y la realcompactación de tipo Wallmarr 
D (X, 2)) asociadas a 2). Dicha compactación está constituida por 
la familia o) (X, 2)) de todos los 2)-ultrafiltros, provista de la topo
logía para la cual una base de cerrados es la colección de todos los 
conjuntos de la forma ( ^ ' € <D (X, 2)) : D € ^ } , D •€ 2). La real
compactación u (X, 2)) es el subespacio de w (X, 2)) formado por 
los 2)-ultrafiltros cerrados para intersecciones numerables. Para la. 
construcción y propiedades de estos espacios de ultrafiltros ver [1], 
[18] y [19]. Escribiremos p X (resp. u X) para la compactación de 
Stone-Cech (resp. realcompactación de Hewitt) de X. Es bien co
nocido que 'P X = O) (X, Z (X)) y o X = o (X, Z (X)) (III). 

(III) Dos extensiones E y E de X se dice que son equivalentes si existe ur» 
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Los puntos de o) (X, 3)) vendrán denotados por p, q, ... y 
el 2)-ultrafiltro que representan por ^ p , iLÍ^, ... Escribiremos 
clü ix,a» H para la clausura de H en u (X, fD), y cuando no haya 
lugar a confusión, cl^ H simplemente. 

La familia £D" = {cl„ D : D € iD} es una base sobre u (X, 2)) 
([2], corolario 3.4), pôr lo tanto los elementos de 3)^ son conjuntos 
cero en u (X, 3)). El objetivo de esta sección es poner de manifies
to la intima relación existente entre <y (£D) y los conjuntos de Baire 
en u (X, 3)) asociados a 2)". 

2.1. LEMA.—Si H € G (3)) y XH es la función característica del 
conjunto H, entonces para todo p € u (X, 3)) existe lim xn (^v)-

DEMOSTRACIÓN.—Sea />i€u(X, 2>). Es claro que existe limxH(^p) 
si y sólo si existe un D '€ ^p tal que D c H o D n H = 0 . Si 
SV = {G'€ <j (2)) : para todo g '€ u (X, £D) existe lim Xo (^a )} , se 
tiene que £) c: gV c: <j {3>). Por mera comprobación se llega a que 
SV es una ty-álgebra y de esta forma, SV = ^ (2)). 

En la demostración del resultado siguiente usaremos una técnica 
análoga a la de la proposición 3.2 de [14]. 

2.2. TEOREMA. — Para cada B € d (3)), sea B"" = V {cl,D : 
: D £ 3), D cz B}. Entonces la familia {B^ : J5 '€ a (3))} coincide 
con la ü-álgebra d (3)'^) de los conjuntos de Baire asocia
dos a £D". 

DEMOSTRACIÓN. — Veamos en primer lugar que ^ = {B^ : 
;• B '€ (7 (3))} es una ff-álgebra en u (X, 3)) que contiene a £D" . En 
efecto, como D^.= cl„D se sigue que £D" c: cp. Si B,n'€ o-(2)), 
« = 1,2, . . . , es claro que (H {6,^:^'€ N})^ c O {B,^ : n € N}. Su
pongamos ahora que p € B^^, n = 1, 2, ... Para cada n£ N, existe 
D.^'€2) tal que D̂ ^ c B,n y D^ '€^p . Como Up es cerrado para inter
secciones numerables, se sigue que D = 0 {D,n :i^ € N } ' € ' ^ p . En
tonces D <= n {B^ : ^ € N} y p'£ el, D. Por lo tanto p € (11 {B,n : 
: n '€ N})-^. Luego (O {B, : n € N})^ = O {B^^ : T̂  € N}. 

Veamos ahora que dado B'€ tr (2)) se verifica ( X ' ^ B)^ = 
= u (X, 2)) -^ B*. Sea /> •€ u (X, 2)) y XB la función característica 
de B. Por el lema anterior, sabemos que existe lim XB (Up). Eso 
quiere decir que existe un Z€Up tal que Z'CZB o Z n B = 0 . 

homeomorfismo de E sobre E. cuya restricción a X es la identidad. En ese caso 

escribiremos E, = E^̂ . 
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Por lo tanto p pertenece a uno y a uno sólo de los conjuntos B^ 
y (X ^ B)^. De esta forma, ^ es una d-álgebra en u (X, 2)) que 
contiene a fD", luego <j (2)^) c: ^ . 

Si m = {B '€ a (£D) : B^ € d (2)" )}, de las propiedades de ^p se 
deduce claramente que SK es una (r-álgebra que contiene a 2). Lue
go 9 Ï = cr (2)) y por lo tanto <ï? = a (2)"). 

2.3. COROLARIO.—¿'i 2) '€ «e fXJ, entonces <y (2 ) ; = {// 11 X : 

: i f €(1 r2)" j} . 
Como consecuencia del resultado anterior y de que todo conjun

to cero en u (X, 2)) tiene intersección no vacía con X ([2], teore
ma 3.1), se deduce el siguiente : 

2.4. COROLARIO.-—X' es un subespacio denso de u (X, 3))\ 

3. Una representación del espacio v ( X , 2 ) ) ' 

El principal resultado que vamos a obtener en esta sección es la 
representación del espacio u (X, 2))' como la realcompactación de 
tipo Wallman asociada a la base <y (2)) sobre X'. Como veremos 
después este resultado tiene interesantes consecuencias. En primer 
lugar probaremos tres lemas. 

3.1. LEMA.—Sea 3) ^€ £ (X). Entonces: 
(a) Si p*€ u (Xy 3>), la familia W = {G'€ tj (3)) : G contiene 

un elemento de 'í/p} es un a (3))-ultrafiltro cerrado para intersec
ciones numerables. 

(b) Si ^ es un a (3))-ultrafiltro cerrado para intersecciones 
numerables, entonces ^ ( 1 2 ) es un 3)-ultrafiltro. 

DEMOSTRACIÓN.—Es claro que TO es un tr (2))-filtro cerrado para 
intersecciones numerables, luego únicamente queda probar que es un 
(X (2))-ultrafiltro. Sea F € a (2)). Como u (X, 2)) ^ F^ = (X - F)*, 
se tiene que /> € F"̂  o bien /> € (X -̂  F)^. En el primer caso existe 
un D '€ 2) tal que D c F y /> '€ cl„ D. Por lo tanto D € ^ p y con
secuentemente F '€ TO. Si p€{X'^ F)*, existe D ' € 2) tal que 
D ' c X -- F y D ' <€ ^p. Entonces TO es maximal. 

(b) Obviamente <V í) 3> es un 2)-filtro. Veamos que es un 2)-
ultrafiltro. Si D € 2), entonces D •€ cp o X^D €<V. En el primer 
caso D € cp n 2). Si X -x. D € qp, puesto que 

X ^ D = U { D^ : tí € N }, D^ .C 3>, 
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existe un %Q '€ N de modo que D^^ € ^ (ya que ^ es cerrado para 
intersecciones numerables). Entonces 

D,n, n D = 0 y D̂ ^ € <P n â). 

Luego ^ n 2) es un 2)-ultrafiltro, además ^ es el único <y (2))-
ultrafiltro cerrado para intersecciones numerables que lo contiene. 

3.2. LEMA.—i'i Z € Z fÜ (X, 3))), entonces Z = cl, (Z 0 X), 

DEMOSTRACIÓN.—Claramente cly (Z fl X) cr Z. Supongamos ahora 
que /> '€ Z «̂  cl^ (Z fl X). Entonces existe un entorno Z' de p, 
Z' ^ Z (o (X, fD)) tal que Z' n (Z n X) = 0 . Pero en ese caso 
Z n Z' es un conjunto cero, no vacío, en u (X, £D) que no corta a 
X, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, Z = cly (Z fl X). 

3.3. LEMA.—¿'i 3> ^ £ (X) y B £ ^ (3)), entonces 

DEMOSTRACIÓN.—Veamos en primer lugar que si D € £D, 

Una de las inclusiones es obvia. Veamos la otra. Si /? € u (X, £D)' 
no pertenece a clu(x,ffl)'D, por la proposición 1.1 aplicada al espa
cio u (X, 3)), existe Z '€ fD" tal que p€Z y Z fí D = 0 . Por el 
lema 3.2, Z = el, (x.a» (Z H X) y por la definición de 5D% Z O X'C 2). 
Por lo tanto, Z íl X'€ ^ p . Como Z (1 cl„(x,a» D = 0 , se tiene que 
P € clyíx.a» D. 

Supongamos ahora que B'€ cr (2)). Como B^ € <r (2)'^), resulta 
que B* es un conjunto cerrado en u (X, 2))' y por lo tanto 

c l o ( X . 2 » ' B ' C = B * . 

Si p € B- ,̂ existe un D € 2) tal que p € cl^cx.a» D y D c B. En
tonces p € el (x,a»' D c clü(x, a»' B y queda completa la prueba. 

Para la demostración del principal resultado necesitamos el si
guiente teorema sobre extensión de aplicaciones ([4], teorema 2.3): 

3.4. TEOREMA.—Sean T e Y dos espacios de Hausdorff comple
tamente regulares. Sea Z un sub espacio denso de T y I una base 
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sobre Y. Una función continua 9 : Z •—> Y se puede extender con
tinuamente a una función 9 : T •—> u (F , ?) si y sólo si cuando 
{En : n € iV} es una sucesión de conjuntos de I tales que 
íí) {En :n€N} = 0 , entonces 

3.5. TEOREMA.—Si 3>££ (X), entonces 

V (X, 3)y = 1; (X', a- (3))). 

DEMOSTRACIÓN.—Sea 9 la identidad de X' cz u (X, 2))' sobre 
X ' CI u (X', a (2))). Si 

B^'€o-(2)), n = l,2, ... y O { B,„ : n € N } = 0 , 

;sabemos que 

n { B \ : w ' € N } = ( n { B ^ : n ' € N } f = 0 . 

Por el lema 3.3 se tiene entonces que 

nÍc\^,^,,y<p-H-BJ :n .€N} = 0 . 

Aplicando el teorema 3.4, 9 se extiende a una aplicación continua 

^ : V {X, 3>y —> V {X\ a- {3))). 

Veamos que 4̂  es una biyección. Si p y q son puntos distintos de 
u (X, 2))', existen D^, D^ en 2) tales que 

P ^ ^K (X. 2» D , , q € cl, ,x. 2» D . y D^ n D2 = 0 . 

Como 

^^ü (X, 2 » ^1 = ^ l ( X . © ) ' ^ 1 

j t̂  es continua, se sigue que 

De la misma forma 

^ (? ) ' €c l ^ (x ' , o ( a ) ) ) I ^2 -
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Por otra parte, como D^ € <j (£D), se tiene que 

Por lo tanto ^ (p) y£ ^ (q). 
Sea ahora /> € u (X', d (2))). Por el lema 3.1 ^p fl 3> es un 

£D-ultrafiltro cerrado para intersecciones numerables, luego existe 
g € u (X, 2)) tal que 

Como g € cly (x, ©> D para todo D € "í/p fl 5D, se tiene que 

Por lo tanto, í /p fl 2) »c ^ .^ (g). Pero puesto que ^p es el única 
c (2))-ultrafiltro cerrado para intersecciones numerables que contie
ne a *lf p n 2), se deduce que ^ 4 (ç) = HXp, Entonces p ^ ^ (q) y 
4̂  es sobreyectiva. 

Finalmente, por el teorema 3.4 se tiene que la identidad de 
X ' - c u (X', <T (2))) sobre X' c u (u (X, 3))\ a (2)")) se extiende a 
una aplicación continua 

8 : t; ( X ' , cr (2 ) ) ) - ^ ;̂ (v {X, 2 ) y , cr (fD'-> ) ) . 

Aplicando el lema 3.1 a 2)" se tiene que 

o (X, 2))' = u (ü (X, 2))', d (2)'>)). 

Entonces 8 = 4̂ ^̂  Y 4̂  ^s un homeomorfismo cuya restricción a X 
es la identidad. 

3.6. COROLARIO.—Si S) € £ (X), entonces X = D (X, 3)) si y 

sólo si X' =: X} (X\ fi (a>)). 
Entonces si X es un espacio realcompacto, también lo es X'. Sin 

embargo, X ' puede ser realcompacto sin serlo X. Consideremos un 
espacio X de cardinal no medible que verifique el primer axioma de 
numerabilidad. Entonces por la proposición 1.3, X ' es un espacio 
discreto realcompacto. 

3.7. COROLARIO (Hewitt [12], Hayes [11], Moran [14], Gor> 
don [7], Frolík [5]).—Un espacio X es realcompacto si y sólo si 
todo (5 (Z (X))'Ultr a filtro cerrado para intersecciones numerables 
es fijo. 
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NOTA.—Del corolario 3.6 se deduce inmediatamente que todo es
pacio realcompacto, cero-dimensional, en el que todos los conjuntos-
cero son conjuntos de Baire asociados a la familia de los conjuntos 
a la vez abiertos y cerrados, es N-compacto [16]. 

4. Algebras completas 

Un álgebra sobre X es un subanillo de C (X) que contiene las-
funciones constantes, separa puntos y cerrados en X y es cerrado 
para inversión y convergencia uniforme. Si A es un álgebra sobre 
X, escribiremos Z (A) para el conjunto {Z ( / ) : / € A}. Como ha 
sido probado en [19] la correspondencia A —> Z (A) es una biyec-
ción entre la familia de todas las álgebras sobre X y o(? (X). Esta 
relación es de gran importancia ya que los resultados sobre los es
pacios O) (X, £D) y ü (X, 3>) son equivalentes a otros sobre ciertos 
espacios de ideales maximales. 

En la familia de todas las álgebras sobre X podemos considerar 
dos clases, la de aquellas álgebras que son isomorfas a un anillo de 
la forma C (Y) y la de las álgebras que no poseen esa propiedad. A 
las álgebras de la primera clase las llamaremos completas. Por ejem^ 
pío, si u X es un espacio de Lindelof se tiene que toda álgebra 
sobre X es completa ([8], 4.4). Sin embargo, tanto el álgebra de 
las funciones medibles Lebesgue en la recta real R, como el álgebra 
de las funciones medibles Borel de un espacio vectorial topológica 
metrizable de cardinal no medible, no son completas ([S], teorema 6). 

El estudio de las álgebras sobre un espacio se reduce al estudio 
de las bases sobre el mismo, gracias a la biyección existente entre 
álgebras y bases. Es lógico pensar que las bases cuya álgebra aso
ciadas es completa tengan ciertas propiedades especiales. Esta clase 
de bases, llamadas completas, ha sido estudiada por el autor en [3 ] . 
Si 3> es una base sobre X, la familia 

á> = í Z n X : Z 6 Z (o; (X, S))) } 

también es una base sobre X que contiene a 2). Se dice que la base 3> 

es completa si 2) = £D. En general Z (X) es una base completa^ 
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mientras que la <T-álgebra de los conjuntos medibles Lebesgue de la 
recta es una base no completa sobre el espacio discreto R. Algunas 
de las propiedades más interesantes son las siguientes ([3], [4]): 

BCl. 3) es la mayor base sobre X tal que 

• V (X, é) = v (X, 3>) 

y la menor base completa que contiene a 3). 

BC2. Un álgebra A sobre X es completa si y sólo si Z (A) es 
una base completa, 

BC3. Sea 3)i, la familia de los conjuntos cero en X tales que 

Si / € C (X) sea O (/) la familia de todos los conjuntos de la forma 
/•"̂  (C), donde C es un conjunto cerrado en R. Entonces 

á> = U '{ Û (/) : / € C (X) y O (/) c 3>^ }. 

4.1. TEOREMA.—Si A es un álgebra sobre X, entonces 

^ ={g/x '•g^ec(v(x,z(A)))} 

és la mínima álgebra completa que contiene a A, _ 

DEMOSTRACIÓN.—Que A es un álgebra sobre X es consecuencia 
de que todo conjunto cero en u (X, Z (A)) tiene intersección no 
vacía con X. Por otra parte, puesto que 

Z (A) = { Z n X : Z € Z (̂  (X, Z (A))) } = Z '̂íA), 

se deduce que Â es un álgebra completa por BC2. De BCl se sigue 
•que Â es la mínima álgebra completa que contiene a A. 

De BC3 se obtiene la siguiente expresión de la completación de 
im álgebra. 

4.2. TEOREMA.—Si A es un álgebra sobre X, entonces 

A = { f > € C W :Ü{i)ciZ(A)^}. 
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S. Funciones de Baire asociadas a un álgebra 

Sea L un álgebra sobre X. Sea áB (L) el mínimo subanillo de 
R^ que contiene a L y es sucesionalmente cerrado en la topología 
de la convergencia puntual en X. A las funciones de ^ (L) las lla
maremos funciones de Baire asociadas al álgebra L. El anillo ÍB (L) 
^coincide con la familia de las funciones reales (T ( Z (L))-medibles 
[10], [13]. De las propiedades usuales de las funciones medibles se 
deduce entonces que ^ (L) es un álgebra sobre el espacio X ' y 
Z {¿B (L)) = <r (Z (L)). 

En general L c {/i6 R^ : Q (/) c Z (L)} (IV), y por el teore
ma 3.4 toda función / de L se puede extender a una función conti
nua / " e n u(X, Z(L)) . Escribiremos L" para el conjunto {/ '^ : /€L}. 
Nótese que Z (L") = Z (L)'^ . 

5.1. PROPOSICIÓN.—Sea A un algebra sobre X. Entonces las 
^álgebras SB (A)"^ y SB (A'^) son iguales. 

DEMOSTRACIÓN.—Según acabamos de ver, á8 (A) es un álgebra 
sobre X', por lo tanto áS (A)" es un álgebra sobre u (X', a (Z (A))). 
Pero u (X', tx (Z (A))) = u (X, Z (A))', luego á8 (A)" y SB (A") son 
álgebras sobre u (X, Z (A))'. Además, 

Z {m (A)o) = (cr (Z (A)))u = { cl^ (x,^, Ç2 ^^5 j j B : B € o- (Z (A)) } 

y 

Por el lema 3.3 se tiene que 

o- (Z (Au)) = cr (Z (A)u ) = { cl^ ^^ ^ ^^^y B : B € .r (Z (A)) }. 

De esta forma 
Z ( ^ ( A ) ' 0 = Z{¿B(Ao)), 

por lo tanto £B (A)" = áB (A"). 

(IV) De hecho es cierta la igualdad (ver [9]). Veamos una demostración sen
cilla de la inclusión considerada. Si / € L y a 6 R, entonces (/ — a) A O y 
(/ — a) V O están en L, luego los conjuntos f~^ (] — cx), a ]) y /"^ ([ a, + oo [) 
pertenecen a Z (L). Como Z (L) es cerrado para intersecciones numerables se 
;sigue que O (/) c i Z (L). 
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5.2. TEOREMA.—Si A es un álgebra sobre X, entonces 

á^(A) ={g/X :ge C(v (X, Z (A)y) }. 

DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia de la definición de la comple-
tación de un álgebra y del teorema 3.5. 

5.3. COROLARIO.—Si X es un espacio realcompacto y 

m (c (X)) 5̂  c (xo, 

el álgebra ¿B (C (X)) no es completa. 

DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia de que 

X = t ; X = t;(X,Z(X)) y ^ ICTX)) =.{^ /X : ^ i€C(XO} . 

Como consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene que, 
las funciones de Baire de la recta real es un álgebra no completa 
sobre el espacio discreto R. 

El operador A hace corresponder a cada álgebra A sobre X, la 
mínima álgebra Â sobre X que es isomorfa a un anillo de la forma 
C (Y). Por otra parte, el operador éS le hace corresponder el álge
bra SB (A) sobre X^ Al aplicar de nuevo esos operadores (alterna
tivamente, pues son idempotentes) sobre las álgebras obtenidas, re
sultan nuevas álgebras sobre X', ya que (X') ' = X'. Entonces es 
lógico preguntarse si al aplicar sucesiva e indefinidamente dichos 
operadores, el conjunto de álgebras obtenidas es finito o infinito. 
Como veremos a continuación, se pueden obtener a lo sumo cuatro 
álgebras distintas de la de partida. 

5.4. LEMA.—Si 3) € £ (X) es una (s-álgebra, entonces 3) tam
bién lo es. Por lo tanto si A es un álgebra sobre X, 

ÍB (á(A)) = á'fi). 

DEMOSTRACIÓN.—De BC3 se deduce que si Z € £D, entonces 

Z = U { D € 2) : D c Z }. 

Por lo tanto Z es un conjunto a la vez abierto y cerrado. De este 
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modo G (È>) es una base sobre X = X', y por el teorema B.5 se 
tiene que 

V (X, â» = ^ (X, (T (à ) ) . 

Entonces 3) = G (2)) por BCl. 

5.5. TEOREMA.—Si A es un álgebra sobre X, entonces pueden 
construirse, a lo sumo, cuatro álgebras distintas a partir de A al 
aplicar sucesivamente los operadores /\ y ¿B, 

DEMOSTRACIÓN.—En virtud del lema anterior se deduce que 

Entonces al aplicar sucesivamente los operadores A y ¿B sobre A 
obtenemos 

A, ¿B (Â), MIA), ^ (A) y m{A). 

Sin embargo, puesto que 

é'(K)=:ig/X :^.€C(i;(X,Z(A))0}, ^ ( ^ ) ={/ /X : / € C (o; (X, ^Â)y) } 

y 

V (X, Z (A)) = V (X, Z^(Â)) 

St deduce que 

Luego a lo sumo son distintas las álgebras 

A, A, ^(A), SB {A), ^(A). 

La demostración del siguiente lema se deja al lector. 

5.6. LEMA.—Sea Ai un álgebra sobre un espacio Xi, 1 < i < n 
y sea X la suma topológica de los espacios X^, ..., X^. Entonces: 

(a) A = {f '€ R^ : Í/X, € A^ 1 < i < n} = ^^ © ... © A^ es un 
álgebra sobre X. 
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(b) u (X, Z(A)) es equivalente a la suma topológica de los es-
pacios u (X„ Z (AJ), ..., u (Xr,, Z (AJ). 

(c) A = Â^® ... ® Â^. 
(d) m (A) =¿B (AJ e . . . e ¿B (AJ. 

5.7. EJEMPLO.—Sea X^ el espacio discreto R y sea X^ el con
junto de todos los ordinales menores que el primer ordinal no nu
merable, provisto de la topología del orden. Sea Xg el conjunto R 
con la métrica usual. Como Xg es un espacio casi-compacto (i. e. po
see una única compactación de Hausdorff) y Xg es un espacio de 
Lindelóf, se tiene que C {X^) y C (Xg) son las únicas álgebras sobre 
Xa y Xg respectivamente ([8], teorema 3). Además, puesto que ni 
X2 ni Xg son P-espacios, se sigue que 

m (C (Xp) ^ C (X^) y ^ (C (X3)) ^ C (X3). 

Sea Al el álgebra sobre X^ de las funciones de Baire sobre la recta 
real con la topología usual. 

Si A = Aj 0 C (X2) 0 C (Xg), se tienen las siguientes igual
dades : 

A = Rx. @ C (X^) e C (X3), ^ (A) = Rx, 0 cg (c (X^)) 0 ^ (C (X3)) 

^ (A) = A^ e á8 (C (X^)) e áS (C (X3)) 

á^A) = Rx, © Rx, 0 RX3 

Luego en este caso las cinco álgebras consideradas son distintas-
entre sí. 

Si A es un álgebra sobre X, sea 

A'̂  = áSlA) n C (X). 

Por simple comprobación se demuestra que A'' es un álgebra sobre 
X que contiene A. Además, como 

^ ( A ) = {g/X :g£Civ (X, Z (A))0 } y A = {//X : />€ C (x. (X, Z (A))) } 

se sigue que A c A^ Entonces es natural preguntarse si Â = A*̂  
siempre. Sin embargo, aunque en general A'' es un álgebra comple
ta, no es cierta la igualdad. (Nótese que en caso afirmativo, el pro^ 
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blema de hallar la completación de un álgebra sobre X, se reduciría 
al caso en que dicha álgebra fuese sucesionalmente cerrada para la 
topología puntual en X.) 

5.8. PROPOSICIÓN.—Si A es un álgebra sobre X, entonces A"^ es 
un álgebra completa. 

DEMOSTRACIÓN.—Es suficiente probar que 

A^ =A) ={f/X:feC (v (X, Z (A O)) }. 

En efecto, puesto que 

Z (A) c Z (AO c cr (Z (A)) y t; (X, Z (A))' = v (X^ o- (Z (A))) 

se tiene que existe una biyección continua de u (X, Z (A))' sobre 
u (X, Z (A')). Consecuentemente, si /t '€ C (u (X, Z (A'^))) entonces^ 
h e C (o (X, Z (A))'). Por lo tanto 

h/x e m'A) n c (X) = A^ 

5.9. EJEMPLO.—Sea X un espacio discreto no numerable y sea 
X^ su compactación de Alexandrof. Si 2) = {F cz X : F finito ô  
X '-̂  F es numerable}, es fácil comprobar ,que 2) '€ ^ (X) y que 
ü) (X, 2)) = X* = ü (X, £D). Si A es el álgebra sobre X tal que 
Z (A) = 2), entonces A es completa ([3], p. 117). La d-álgebra de 
los conjuntos de Baire en X* es la familia {M, X ^ ^ M ' : M es un 
subconjunto numerable de X} . Entonces si M es un subconjunta 
de X infinito numerable, se tiene que 

XM € C (X) n ^ (A) c A^ 

Sin embargo, y^ ^ A = A. 
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