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An echelon Kéthe space A is reflexive if and only if it is K-isomorphic to a
reflexive echelon sequence space. An echelon Kéthe space AP, p > 1 is a Montel
space if and only if it is K-isomorphic to a Montel sequence space A7, p >1. We
give a characterization of the weakly relatively compact subsets of an echelon
Kothe space of order 1.

En este trabajo estudiamos la reflexividad de los espacios esca-
lonados de Koéthe sobre un espacio medida localizable con la pro-
piedad de los subconjuntos finitos, asi como ciertas cuestiones rela-
cionadas con este tema. Todos los espacios vectoriales que usemos
seran reales. S1 (E, F) es un par dual, la forma bilineal canénica
se denotard por (x,y), ¥ € E, y € F. Las topologias débil y fuer-
te en E se denotaran por < (E, F) y B (E, F) respectivamente. E’
serd el dual topolégico de un espacio localmente convexo [E, T]
y E” su bidual.

Sea (E, A, ¢) un espacio medida localizable y con la propiedad
de los subconjuntos finitos (ver [3] para estos conceptos). El con-
junto de todas las funciones reales HA-medibles, definidas en E,
serd Q (E). Si identificamos dos funciones iguales excepto en un

(*) Este trabajo es parte de la Tesis Doctoral del autor leida en Valencia
el 29 de octubre de 1977 y realizada en el Departamento de Teoria de Funciones
y Ecuaciones Funcionales de la Facultad de Matematicas de Valencia, bajo la di-
reccién del profesor Dr. D. Manuel Valdivia Urefia.
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conjunto de medida cero (iguales «casi por todas partes», c. t. p.
abreviadamente), obtenemos el conjunto cociente Q, (E). Usaremos
el mismo simbolo para denotar f€ Q (E) y su clase en Q, (E).

Sea N el conjunto de los ntimeros naturales no nulos y R el de
los reales. Sea p€ R, p>1. Sea {gi}s-, una sucesién en Q (E)
tal que

0 <E&r(t) <& ()

para todo t€ E y R€ N, y tal que

u(ﬂ)teE/g.<t>=oz)=o

k=1

Definimos el espacio escalonado de Kothe de orden p
A’=‘V(En9l'lh8k)=zf€ Qo(E)/f | f1Pgrdp<o VEEN
E

Si p = 1 escribimos A en vez de A!. En A? consideramos la topo-
logia T definida por la familia de seminormas

/s
P/.(f)=(f Ifl’gkdu) » JEN kEN
E

Entonces [A?, T] es un espacio de Frechet, cuyo dual topologico
es el a-dual de A*

(A”)“=3/l'€90(5)/f|/!| clfldp<eo, VvSENM,
):3

estando definida la forma bilineal canénica por la férmula

(f,h):fflzdp FEA ke
E

(ver [1] para los detalles).

Dado un espacio medida (E, &, ), si A€ H, la s-dlgebra y la
medida inducidas por A y p en A se siguen denotando con las
mismas letras. Sea

S (g =1 € Elg, () F Of.
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Junto al espacio AP (E, &, ., g¢) podemos considerar los espacios

1/p
M,=(f€ QO(S(gk))/Pk(f)z(f lf(fhdpt) <ao§

Slgy)

que con la topologia %, definida por la norma P, son isométricos

a espacios L? de Lebesgue. Si I,: A” —» A% es la restriccién de

cada f€A” a S(g) € Lum: APm—> A%, n'<m es la restriccion

-de cada f€ A", a S (g,), se tiene que [A”, G] es el limite proyec-

tivo lim L, (A%, G,). Como cada A% es un espacio escalonado
<

particular, su dual topoldgico es su w-dual (A%)* que si p =1 es
cribimos A%. Si I’y es la traspuesta de I, se verifica

pe= U rias M

1
(ver [1] para los detalles).

TeorREMA 1.—Un espacio escalonado de Kothe A (E, &, ., Zx)
es o (A, A%)-sucesionalmente completo.

DeMosTrRACION.—Designaremos por y. la funcidén caracteristica
«de un conjunto A. Si {f,}2, es una ¢ (A, A*)-sucesion de Cauchy
en A, para cada k€N, la sucesién {fu - ysw,}im1 €5 o (A, A%) de

‘Cauchy en A%. Por tanto es & (A, A%)-convergente a una funcién
hy € A;. Como la aplicacién

L [Ama ‘Gm] g [An, ‘Gn]a n < m,

es continua, también es continua de

[Ary 5 (A, A%m)]  en [An, 6 (A Ady)]

Entonces /ix = ys (s * sy €. t. p. en S(g) y la funcién i que
vale h; c. t. p. en S (g:) es un elemento de A tal que % = lim f,
en o (A, A*). c. q. d. i

Vamos a caracterizar los elementos del bidual A” de
AE, A, p, gr) que estan en A.
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TeOREMA 2.—Sea G € [A%, B (A% A)]). G es o (A% A) continua
sty sdlo si se cumplen las dos condiciones :

1. Para cada gx y cada >0, existe 8> 0 tal que si p (4A) <3
Yy h€A* |h|i<ya 8 Se tiene | G (h) | <.

2. Para cada gx y >0, existe A, con p (4,) <o tal que st
h€A% |h|<yag para ACE — A,, se tiene | G (h) | <e.

DeMosTRACION.—Necesidad. Si G es o (A% A) continua, existe
[ € A tal que

G(/x)=ff"du VA€ ps @
E

Entonces, tomando un representante de f, que lo seguimos deno-
tando por f, debe ser

S(f)=)t €E[f () F 0= U E,
7 =1

con
P-(En)<wy E, CEpy1, n€N.

Las condiciones 1 y 2 se deducen facilmente de (2), de ser f€ A y
de las propiedades de la integral.

Suficiencia. Si en A definimos f< g si y sélo si f(¢)'< g (¢y
c. t. p. en E, se introduce una relacién de orden en A que hace
que [A, T] sea un reticulo vectorial topoldgico orden completo.
En A* y A” consideramos el orden candnico derivado del orden de
A. Si Gt y G~ son las partes positiva y negativa de G, se sabe que

|Gt | <G*(|Al)= sup G < sup |G
0Ly LIkl 0Ly L k| hE AT, £ € A

|G| <G (lA2])= sup —G(y)<< sup
0Ly ZL | A 0Ly

| G(y) |
Ly £ LyL| k|

Por tanto si G cumple 1) y 2) también las cumplen G+ y G~. Como
G = Gt — G-, para demostrar el teorema se puede suponer que G
es positiva.

Por 2), existe My,, €N, n €N, tal que g (Mp,) <0O y si

ACE—Mgn, £2€A* 5 1A <TAgy
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se tiene | G (h) | < 1/n. Se sabe que si h'€ A* existe C>0 y
k€N tales que | h| < C gp c. t. p. (ver [1]). Sea

0 «©
w=U O
k=1 n=1

Entonces, si 1€ A* y & es nula en M, es facil ver que G (h) = 0.

Como M es o-finito, M = U H, con p (H,) <o0. Si
n=1

Haz=1{¢ € Ha/gs (1) > 1/24

se tiene, excepto un conjunto de medida cero

L
Hy, = U Huz.

k=1

Sea

E,= U Hgj.

1£4ij<Ln

Entonces, salvo un conjunto de medida cero

]
M= |J B FaCEainuEd<w, v To,eps 7eN
n=1

(pues el infimo de g, en E, es mayor que cero). Definamos ahora
K,=E, K,=E,—E,,, #>1. Se puede suponer que todos los
K, son de medida no nula.

Para cada #»'€ N vamos a definir una funcién de conjunto ¢, en
K,. Si A€ A, Ac K, definimos

dn (A) = G (La)

¢, es completamente aditiva: sea

©
A:(U A,,)C_‘K,,,
n=1
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con los A, disjuntos dos a dos. Existe C>0 y k€N tal que
xa <Cg c. t. p. Por 1), dado ¢> 0 existe § >0 tal que si

pB)<S ¥y A€p 4] <Tagp

se tiene | G (h) | < ¢/C. También existe s, € N tal que si s > s,

F(T:)=F(D A»)‘< 3

Entonces
[G(A) —G(lat) | =|GUa—dat) | =|G(r) | <e s=5,
¥y por tanto
s—1 2
bn () =G () = lim G(la—z)= lim 3'G() =D 4 (A)
s> © s> ® = i=1

¢, es absolutamente continua respecto a : Sean C>0y k€N
tales que yx, < C-gp c. t. p. Como ya'< C-ya g para ACK,,
esto es consecuencia inmediata de la condicién 1).

Por el teorema de Radon-Nykodym existe ¢, > 0 tal que si
AcK, A€HA se tiene

¢n(A)=G(lA)=f(pn dp:flup,,dg
K

A ”

Prolonguemos ¢, a E, haciendo ¢, = 0 en E—K,, y sea

que es HA-medible. Es ficil comprobar que si f es una funcién sim-
ple de A* que se anule en E—E,, se tiene

G(f)=f‘?fdl’- @)
E
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Sea f> 0, f€ A*. Veamos que (3) también es valida para f.
Existe una sucesién mondtona creciente de funciones simples
{fn} ey de A® tal que

“"‘w Sa@)=J(®)

para todo t € E. Sean C>0y k€N tales que |f]| <C g c. t. p.
Dado «>0, sean 8 >0 y H de medida finita que verifiquen las
condiciones de 1) y 2) de la hipétesis, con ¢ = «/3C. Como
p (Kp) <oo, p€N, por el teorema de Egorov, existe A% < K,
tal que f, converge uniformemente a f en A%, y u (Kp— A%p) <<8/2°.
Si B es ¢ (A, A%) acotado, su envoltura normal

B ={f€A 1/l <|#%| paraalgin/’ € B}

también es acotado, por el teorema de Mackey. Se puede suponer
pues que B es normal. Como 1A € A”

f/ldp.
a

A4

sup
heB

= sup f [ Aldp <o
heB a
A
y de esta condicién y-de la convergencia uniforme en A%, se de-
duce que

XA; - f= lim f - XA; en B(p%,A)

7> 0

Entonces, por ser G continua sobre [A%, 8 (A%, A)], por ser Tas - fn

nula en E — E,, vy por el teorema de la convergencia monétona de
Lebesgue

GXe- f)= lim G(L.f,) = lim ff,,(pdp::ff(pdp
p ”n > © p n-> a a
*s s

Tomemos ahora # tal que

> p.(HﬂK:'):P(_DI(KiﬂH))<5

t';:n-{--]. =n+
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(por ser p (H) < o0). Entonces
” 7 3
Q)< 5 e
i=1 i=1

Como f es la suma

5

f’= f' X];

i=1
siendo
® C g ”
n=e—-m L= J @nxyr = U & —nm; n=Ja:
i=n+1 i=nt+1 i=1

”

=] ® - A},
=1

por la condicién 1) y 2), se tiene que

<a

G(f)—-ff?“’&l
Ja

Este proceso se ha hecho para « > 0 arbitrario. Considerandolo
para cada valor « = 1/k, k€ N, obtenemos una sucesién de conjun-
tos At* < K, para cada 1€ N, k€ N, y una sucesién estrictamen-
te creciente de naturales {=};—, tales que, si ponemos

e
Wi = A,l'/k
U
se tiene
1
G(f)—ffwu <S5 (4y

Yk

Ademas, de la demostracion del teorema de Egorov, se deduce que
si r>Fk es AY" D A% Como {m}i—, es estrictamente crecien-
te y {K/}2., es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos, es
facil comprobar que

Ao )

=1 k=1 \j=1
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Entonces
® ) "y 0 ®
oG+ e G (A Do)
k=1 k=1 i=1 k=1V\i=1
© 1 1 1
<u(U(K.-Af"’))<Z,MK—A, )<Z - = VieN
i=1 i=1 =1

(recordar que, por construccién es

. 3 a
pKp—A) < 55 < F)

Entonces debe ser
o= i) =o.

Esto junto a la relacién (4) nos da

G(/)—hm ff?du~ f f?du—fﬂodn—ff?du

ka

Como f'€ A* es f = f+ — f-, la férmula (3) vale para toda f€ A*
v el teorema queda demostrado, pues ¢ > 0 y g € A%, k€N, im-
plica que ¢ € A, c. q. d.

En un reticulo vectorial, se puede definir el moédulo de un ele-
mento mediante | # | = #* + #~. Una parte A de un reticulo vec-
torial E se llama normal si ¥ € A y |2z | < |« |, 2'€ E implica que
2€ A. Tenemos el siguiente corolario:

CoroLARIO 1.—Un espacio escalonado de Kothe A (E, A, ., g
es normal en su bidual.

DEMOSTRACION.—Sea fE€A y ¢€A”, |o| <|f| Para h€A%
[ 7] <xagees

|q»(k)IS<lhl,|¢l><<Ih‘I,Iﬂ>=flf/zlda<flflmdu
E A
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Entonces el resultado se deduce inmediatamente del teorema 1 y
de las propiedades de la integral

flflndv
E

c. q. d.
Podemos aplicar el teorema 1 al estudio de la compacidad débit
de A (B, &, u, &).

TEOREMA 3.—Un conjunto H < A (E, A, 1., gx) es s (A, A%)-rela-
tivamente compacto si y sdélo si es acotado y se cumplen estas dos
condiciones :

1) Para cada gy y cada ¢>0, existe 3> 0 tal que si p. (A)<<3 es

f]fgkldp.<e vfe H
A

2) Para cada gy vy cada ¢ > 0 existe M con p (M) <<oo tal que

f |8 |ldp < e VvIEH
E—-M

DeMosTRACION.—Necesidad. Sea H o (A, A*) relativamente com-
pacto. Entonces es acotado. Si 1) no fuera cierto existirian g, >0,
una sucesién de conjuntos {A,};-, y una sucesiéon {f,},=] en H
tales que

) 1
p‘(Aﬂ)<-_n—9 flfnghldPZ2E V"GN

An
Si
Ant =1t € Auffa (=01 vy Aw"=1{t'€ Ax//n(?) <O,

para cada # € N se tiene

ffn&’deZE 6 —ffﬂgkd\‘ZG
+ _

A” A"

Como — H también es o (A, A%) relativamente compacto, se pue-
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de suponer que hay una subsucesién {f, },2; < H y una sucesién
b ’ x
de conjuntos {A’, }Z; tales que

1
u(A'n,)<7, Sn, )20 vyt €Ay, ffn,!;.dPZ‘ (8)-
r ‘:.,

Por el teorema de Dieudonné-Schwartz, existe una subsucesién
de {fa }/Z:, que se sigue denotando igual, tal que f, es o (A, A%)
convergente a f€ A. Por tanto, como para cada F€HA, yr- g,€ A%,
por el teorema de Vitali-Hahn-Saks, dado ¢ > 0, existe 5> 0 tal
que si p (A) <39 es

sup ffn,g},d p+] inf ff,,rgde < vrE€N
DcA p DcAp

y como #, tiende a infinito con 7, esto contradice (5), luego se
cumple 1).

Si 2) no fuera cierto, existirian g, y ¢>0 tales que, para cada A
con g (A) < oo, existiria f€ H tal que

flf:;.idv>E

BE—A

Entonces, comenzando con. un conjunto cualquiera A, de medida
finita no nula, se puede construir una sucesién {A,};—,; de conjun-
tos disjuntos dos a dos, de medida finita, y una sucesiéon {f,} i_s
en H tales que

f |fugaldu>ec yn€N (6)

An

Igual que antes, se puede suponer que XA"]‘,,, > 0, n'€ N. Por el
teorema de Dieudonné-Schwartz, obtenemos una subsucesién con-
vergente a f en ¢ (A, A%), y que alin se sigue denotando igual. Como-

w=(04)-(04). -

=1 i=1

es una sucesién contractiva, cuya interseccién total es vacia, por el
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teorema de Vitali Hahn-Saks, existe #, tal que para todo n > n, es

inf ffrg/.du

sup ffrgkdt*+
Y DCYn D

<& VreN
DCY, p

lo cual contradice (6), pues A,,, < Y,. Luego se cumple 2).
Suficiencia. Supongamos que H es acotado y cumple 1) y 2). La

o (A”, A% clausura de H en A”, H, es ¢ (A”, A*)-compacto pues H
es acotado en A. Si probamos que H < A, H serd relativamente

débilmente compacto y el teorema estard probado. Sea ¢ € H. Por
1), dado gx vy ¢ >0, existe $ >0 tal que si n (A) <3 es

€
flf&!‘ﬁ’-ﬁ? v/eH
A
Sea h € A%, tal que | h |'< ya g Como ¢ € H existe f € H tal que

€
ff“u—(cp,h) <75

B

y entonces

€

[ <o, ) | <?+

ff/ld’xL

y se cumple la condicién 1) del teorema 2. Anilogamente, por 2) se
cumple la condicién 2) del teorema 2. Entonces ¢ € A. c. q. d.

e
<?+f|fgkldp-<s
A

Pasemos a estudiar la reflexividad de los espacios escalonados
N’ (E’ :‘%) ) gk)

TeOREMA 4.—Un espacio escalonado de Kdothe AP (E, A, p., ),
P> 1 es reflexivo.

DEMOSTRACION.—Cada A%, k€ N es reflexivo por ser isométrico
a un espacio L?, p > 1. Como

[AP, ‘G] = lim I,.m (Afm ‘Gn)u
-«

[A?, G] es semi-reflexivo, y al ser de Frechet es reflexivo. c. q. d.
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DerFiNICION.—Dado un espacio medida (E, A, ¢) se dice que
A €HA es un atomo si p (A) > 0 y para toda parte B€ A, BC A,
se tiene o (B) = 0 o ¢ (B) = p (A). Si el conjunto A € & no con-
tiene ningdn atomo se llama puramente no atémico. Si todo conjunto
de medida finita es uniéon de atomos, el especio se llama puramente
atémico.

LeMA.—Sea M un dgtomo del espacio medida (E, A, 1) y sea £
-medible en E. Entonces f es constante en M c. t. p.

DeMOSTRACION.—Se puede suponer que f> 0. Es claro que exis
‘te n, € N tal que

wM)=p €M FHEL=[0.m{F0 v u(M)>0

por ser M un atomo y tener (E, &, 1) la propiedad de los subcon-
juntos finitos. Entonces debe ser

pM—M)=pn(Nj)=0

‘Se puede construir inductivamente una sucesiéon de partes {N:} ;_,
de M y una sucesién contractiva de intervalos cerrados I, tales que
si | Ix | es la longitud de I, sea

[hl=11]/2" p(Ny=0

k
FHel, si teM—||N.
Y

En efecto, basta pensar que si I; = [a, b] se tiene

k a«f-b a+b
T=M—UN.’=%1"€T//({)'€[G, P [EU f'eT/f(t)‘E[ ,b]g;

\ 2
i=1

por ser M atomo, uno de estos conjuntos, que llamaremos Ng,, debe
tener medida cero; llamando I.,, a la clausura del intervalo corres-
pondiente al otro conjunto, se tienen las condiciones deseadas. En-

tonces
L] L]
p.(UN,, =0 ysi rem—Jw,
A=1 A=t
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debe ser

(-]

s@we [ u

k=1

Pero esta interseccién consta de un solo punto. c. q. d.

Entonces, si M es un atomo el valor constante c. t. p. de una
funcién medible f en M se denotard por f (M).

Necesitaremos el concepto de K-isomorfismo.

DerinicioN.—Dos espacios escalonados de Kothe
A (E, A, ) ISV 4 rs (T, B, v, }‘Ic)v =1

se llaman K-isomorfos si existe una biyecciéon G: A? —» I'? tal que

fsc<f>wu.dv=f|f|fg,,dp' V/EN WEEN
T B

También usaremos el siguiente teorema de Valdivia, demostra--
do en [2]:

TEOREMA 4.—Sea E un espacio de Frechet'y F un subespacio de
su bidual E” tal que E y F sean algebraicamente complementarios
en E”. S§i F es B(E”, E’) separable y E es o (E, E") sucesional-
mente completo, entonces E es reflexivo.

TEOREMA 5.—Se tienen las siguientes equivalencias para un es-
pacio escalonado de Kiothe A (E, H, v, gu):

1) [A, C] es reflexivo.

2) (E, &, p) es puramente atdémico y no existe minguna suce-
sién infinita de dtomos {X,};_, tal que existe gx Yy una sucesién
{M,) . de nimeros mayores que cero tal que

Blo+n (Xj) < Mo 8k (X;) WneEN, vijeN

3) [A, T] es K-isomorfo a un espacio escalonado de sucesiones
reflexivo.

4) [A, T] es de Montel.

5) [A% B (A% A)] es separable.

6) [A”, B (A", A®)] es separable
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DEMOSTRACION.—1) =—=> 2) Recordemos que (E, &, u) se supo-
ne siempre con la propiedad de los subconjuntos finitos. Suponga-
mos que existiera una parte T, 0 < ¢ (T) < oo puramente no atd-
mica. Sea k,€ N tal que

w(T NS (&) >0.

Podemos seguir llamando T a este conjunto, para simplificar la es-
critura. Entonces, partiendo de T = A, se puede construir por in-
duccién una sucesién contractiva {A,},—, de partes de T, y una
sucesion estrictamente creciente {k,},_, tales que

(T)

iy
A=A S T 8 () <A Fi() VI E Ay V€N

En efecto, construido A, y k,, como

° En+g (?)
Ap = U ;t € nf TEn () < *é

existe k.., > k,, tal que, si

&n+g (7)
Anty=1{t € Anf £4 (2) < kny
se tiene
p(T)
B(An — Apsy) < onrt
Sea
A= A,
n=1
Es facil ver que
w(T)
w(A)= > >0.

Como una sucesién convergente en [A, T] posee una subsucesién
convergente puntualmente c. t. p. (ver [1]) el conjunto

A=)sf+Xa, f€
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es un subespacio cerrado de A. Por las propiedades de la sucesién
{k.}o_,, A con la topologia inducida por T es un espacio normado
con la norma

uflAM=j |/ 8kl dp
A

que es isométrico al espacio de Lebesgue L! (A, p) mediante la
aplicacion
¢:4—>L1(A,p)
tal que
o(Ma o f)=1a - f - &4,

Como [A, ©] es de Frechet reflexivo, A debe ser reflexivo, y
como es isométrico a un espacio L! debe ser de dimension finita.
Pero esto es absurdo, pues debe existir n € N tal que

© > p(G)=p}t € Ah () <[>0

Como G, no es atomo, ni sus partes tampoco, existe T, € G,
tal que

1
0<p(T) < ?P(Gn).

¥ en general, por induccidén, existe
m—1
T © G — U T:

i=1

tal que

1
0 < pu(Tow) <—'2‘"Tp(0n)

Es claro que para cada m€ N, yr €A y son funciones linealmente

independientes.
La demostracién de la otra condicidon es analoga trabajando con
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siendo {X,}2., una sucesién infinita de 4tomos que no cumpla la
condicién exigida, c. q. d.

2) ==> 3) Sea {X,,i€ 1} la familia de todos los atomos de
(E, A, p). Veamos que esa familia es numerable. Supongamos que
no lo fuera. Debe existir entonces k'€ N tal que

{Xir 1 € 1/gy (Xi) =+ Of

sea no numerable. Por comodidad, se puede suponer, pues, que ese
conjunto comprende todos los X;, i€ I. Como

X0 el = |J 1Xifgan (X) < nea (Xt

”n=1
debe existir un conjunto
A= {Xifgrer (X) < 7 & (X

no numerable. Tomemos un X, € A,. Por induccién, si tenemos
construido A, no numerable, X,€ A, y n,, como A, — {X,} es no
numerable, deben existir n,,, > n, tal que el conjunto

Aryy =1X: € A, = 1 XA gasres (XD IS 7y £ (X

es no numerable. Tomamos un elemento de A,,, que llamamos
X1, ¥ podemos proseguir indefinidamente el proceso, Es claro en-
tonces que la sucesién infinita {X,}—, contradice la hipoétesis.
Entonces sélo existe una familia numerable {X,}>, de atomos
Consideremos ahora el espacio escalonado de sucesiones

1=;y=(yn)/z | 92 &% Xn)y (Xn) | <0, VEZEN

n=1

La aplicacién G que a f€ A le asocia la sucesién (f (X,)) € A es cla-
ramente un K-isomorfismo y X es reflexivo, pues la hipétesis del enun-
ciado no hace sino expresar la condicién de Kothe de reflexividad
de un espacio escalonado de sucesiones, c. q. d.

3) ==> 4) Es conocido de la teoria de espacios de sucesiones.

4) ==> 1) Trivial.

1) => 5) Por 3) [A, T] es K-isomorfo a un espacio reflexivo
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de sucesiones. Se puede suponer, pues, que A es un espacio de su-
cesiones

»
. Y
A= x=(x,,)/2 | xna%s | < ywkEN

n=1

Si e, es la sucesion con todas las componentes cero salvo la n-sima
que vale 1, sea & el conjunto de todas las combinaciones lineales
con coeficientes racionales de elementos e,, # € N. Es claro que &
es numerable y que &£ < 1*. Veamos que & es denso en [1%, 8 (A%, })].

Sea x# = (x,) >0, x€2* Existe C>0 y k€N tal que, para
todo #n'€ N es #,I!< C a*,. Por ser [}, G] reflexivo, si B es un aco-
tado normal de A, B es o (X, A*) relativamente compacto, y por el
teorema 3, existe n, € N tal que

1
|/1,,'ak,,<— v/ =(hs) €EB
2 T
Sea S, la sucesién (#,, ..., 4, 0, 0, ...). Entonces si # > n,
1
sup [ {(x—S,, k)| = sup Zx,-/l; < C sup Z|Ix,~] ak, L —
h€B hE€B | I AEB T, 2

luego # = lim S, en [A% B8 (A%, 1)]. Como es claro que S, se puede

aproximar con elementos de &, & es denso en [A%, 8 (A%, X)], pues
toda sucesion de A* es diferencia de dos sucesiones positivas, c. q. d.

5) ==> 1) Sea B C A acotado, cerrado y absolutamente con-
vexo. Entonces B es equicontinuo para la topologia 8 (A% A).
Como A%, B8 (A% A)] es separable, la topologia ¢ (A”, A*) es me-
trizable en los equicontinuos de A”. Luego ¢ (A”, A¥) es metrizable
en B, y por tanto la topologia ¢ (A, A*) es metrizable en B (pues
¢ (A", A*) y o (A, A*) inducen la misma topologia en B). Como
[A, G] es o (A, A%) sucesionalmente completo (teorema 1), y B es
¢ (A, A*) sucesionalmente completo (teorema 1), y B es o (A, A%)
cerrado, B es ¢ (A, A*)-completo y por tanto [A, T] es reflexivo,
c. q. d.

6) =—> 1) En este caso, [A”, B (A”, A*)] es metrizable y sepa-
rable, luego todo complemento algebraico de A en A” debe ser
separable. Por el teorema 1 y el teorema 4, [A, T] es reflexivo,
c. q. d.
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1) => 6) En este caso [A, T] =[A”,8 (A", A%)]. Por 3),
TA, T] es K-isomorfo a un espacio reflexivo escalonado de sucesio-
Tnes, y por tanto separable, c. q. d.

Para los espacios A? (E, HA, u, g), p > 1 tenemos:

TrEOREMA 5.—Las condiciones siguientes son equivalentes fara un
espacio escalonado A® (E, A, p., Sx), p > 1:

1) [A®, ] es de Montel.

2) (E, A, p) es puramente atémico y no hay ninguna Sucesion
anfinita de dtomos {X,} .y tal que existe gy, v una sucesion {My}; .,
de constantes mayores que cero tales que

Eho+n(Xd) < Mn8i, (X) VWYi€EN, yneN
3) [A® T] es K-isomorfo a un espacio de sucesiones de Montel.

DeEMOSTRACION.—1) =—=> 2) La demostracion es exactamente
igual que la de la implicacién 1) =—=> 2) del teorema 4, llegandose
en este caso a la contradiccién de que A seria un espacio de Banach
de dimensién infinita y de Montel, c. q. d.

2) ==> 3) Exactamente igual que la demostracién de 2) => 3)
del teorema 4, por la condicién de Ko6the para que un 2? sea de
Montel.

3) ==> 1) Trivial.

Nota.—Si AP, p > 1 es de Montel
[(A2)2. B((A®) . A?)]

es separable. En efecto, por el teorema 5, [A?, G] es K-isomorfo
a un espacio de sucesiones de Montel A”. En (3”)* el conjunto de
las combinaciones lineales con coeficientes racionales de los elemen-
tos e,, n'€ N es ¢ ((A")%, A7) denso en (A")*. Como A? es reflexivo,
ese conjunto también es denso en 8 ((A")%, A”) pues B ((A")%, A7) es
compatible con la dualidad ((3*)*, 2*). Luego

[(a%)2, B((A®)2 AP

€s separable.
El reciproco mo es cierto: Si

p>1 3y 1p41/g=1,
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el espacio L?[0, 1] es separable, es dual fuerte de L7 [0, 1], pero
L2 [0, 1] no es de Montel.
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