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Todo los espacios vectoriales que se consideran en este trabajo 
se suponen definidos sobre el cuerpo, que generalmente notaremos 
por K, de los números reales o de los números complejos. 

Si E es un espacio vectorial y T una topología definida sobre 
E, designaremos por E [T] o simplemente por E cuando no haya 
peligro de confusión, al espacio vectorial E con la topología T. 

Si F es un subespacio vectorial de un espacio vectorial E y T 
es una topología definida sobre E, designaremos por T |F a la to
pología inducida sobre F por la de E. 

El presente trabajo es continuación de otro anteriormente publi
cado en la REVISTA DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS, el cual tiene 
su origen en [6], trabajo de M. Valdivia en el que estudia las to
pologías que denota por T '̂ y que define de la manera siguiente : 

Sea {E,n}.n6N una sucesión creciente de subespacios vectoriales 

de un espacio vectorial E tal que E = M En- Sobre cada espacio 
« € N 

E,„ se supone definida una topología T„ tal que En [Tn] es un es
pacio vectorial topológico localmente convexo separado y para cada 
número natural n se verifica que la topología Tn+i |E es menos fina 
que la Xn. Representaremos por T-̂ ' a la topología definida sobre el 
espacio vectorial E, para la cual un conjunto cualquiera A conteni
do en E es un abierto si y sólo si para cualquier número natural 
n se verifica que el conjunto A fl En es un abierto en el espacio 
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E„ [T^]. Valdivia en [6] demuestra que en ciertos casos el espacio» 
E [T^] no es vectorial topológico y ello sugiere estudiar cómo se 
comportará la suma de vectores y el producto de vectores por esca
lares en tales espacios. En mi anterior trabajo, antes referido, se 
prueba que cuando para todo número natural n se verifica que 
T,n+i |E = T,nj entonces la suma de vectores y el producto de vec
tores por escalares son continuos por sucesiones en el espacio-
E [T-'], y se estudian de una manera abstracta los espacios vecto
riales con una topología con respecto a la cual las operaciones suma^ 
de vectores y producto de vectores por escalares son aplicaciones 
continuas por sucesiones, a los cuales llamo espacios vectoriales su-
cesionalmente topológicos. En el presente trabajo se estudian cier
tas clases de tales espacios. 

TEOREMA 1.—Existe algún espacio vectorial sucesionalmente to
pológico separado cuya topología es invariante por traslaciones, coni 
la operación suma de vectores continua y tal que no es espacio vec
torial topológico. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea I un conjunto infinito no numerable de ín
dices y sea E = R̂ ^̂  ; es decir, E es el conjunto de todas las fami
lias {Xi)i g 1, en donde para todo i € I es Xi '€ R, cuerpo de los 
números reales, y para cada (^,i)¿€i'^ E todos los Xt son iguales a 
cero salvo un número finito de ellos. Sea K = R el cuerpo base del 
espacio vectorial que consiste en el conjunto E con las operaciones 
usuales de suma de vectores y de producto de vectores por escala 
res. Es decir: 

{xi)i e I + ( jy» )i € I = (*•/ + yi^i e I 

X . {xi)i^i = (X • x-Si ÇI 

Definimos sobre E una topología T de la manera siguiente : 

T es invariante por traslaciones y un sistema fundamental de en
tornos de cero F del espacio E [T] está constituido por todos Ios-
conjuntos de la forma : 
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entendiendo que J es un conjunto numerable ; que para todo i € I^ 
ai es un número real positivo y que 

] — a,- ; a,- [ = ¡ X I X 6 JR ; — c,- < X < c,- | 

] — a,- ; 00 [ = j X f X 6 R ; - a,' < X j 

Para que, tal como ha sido definida, T sea ciertamente una to
pología, se han de cumplir las condiciones : 

1.^ Para todo x € E, si U es un entorno de jr, entonces x € U. 
2.^ Para todo ^ € E, si U y V son entornos de x, entonces 

U n V es también un entorno de x. 

3.^ Para todo ^ '€ E, si U es un entorno de x y U c: V c: E,. 
entonces también V es un entorno de x. 

4.^ Si U es un entorno de x, existe un entorno V de jt; tal que 
para todo 'V € V es U un entorno de y, en donde x es cualquier 
vector de E. 

Que se cumplen las tres primeras condiciones, es claro. Veamos 
que también se cumple la cuarta : 

Sea 

B (x)= \u {x)tu {x) = x + l]; 3 V C F : V C U ( . 

Es decir, B (x) es el conjunto de todos los entornos de x, punto 
cualquiera perteneciente a E. Consideremos cualquier U € B (0) y 
sea V € F tal que V c: U. Supongamos que 

v=( n i — « . D x í n i — " [ ) 
i € J C 1 f € l - J 

y consideremos cualquier vector 

y = iyi)iei € V. 

Veamos que es 

U € B(^) =y + B (0) , 

para lo cual es suficiente con probar tal cosa para el conjunto V. 
Veamos pues esto : 
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Si la coordenada ayi» del vector «y» es tal que i € J, entonces 
es —«i <; y¿ < uíj. En este caso sea «pi» el número real positivo 

p , = _ 

Si la coordenada <(y¿)) del vector «y» es tal que í € I — J y ade
más es y i >> O, sea «^i» el número real positivo p¿ = â . Si la coor
denada «yi» del vector «y» es tal que í € I — J y es y¿ < O, sea 
entonces «pi» el número real positivo 

»" 2 

Consideremos el siguiente conjunto en E : 

w=(n]-p-p.[ )x(n]-^. - [ ) -
í € J i e I - J 

en donde J es el mismo subconjunto numerable de I que aparece 
en la definición de V y los §¿ son los números reales positivos que 
antes habíamos definido. Evidentemente W € F, y por ser T una 
colección de conjuntos invariante por traslaciones, y + W € B (y). 
Veamos que y + W cz V : 

Si v^€ y + W entonces v = y + w, en donde 

Si i € J, entonces 

+ ~T~ ^ " ^ + " T == ^' y/ + « ' .> - I^/1 - P/> - «/ 

Si í € I — J y es y¿ > O, entonces 

yi 4- ze;/ > — p,- = - «,-

Si i€ I — J y es y¿ '< O, entonces 

I x̂ r -^ I I ú I I ai — \ y¿ \ \ yi \ 
2 
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Luego ciertamente y + W c: V, lo que prueba la 4.^ condición 
para B (0). Puesto que T ha sido definida invariante por traslaciones 
es evidente que las cuatro condiciones consideradas, al cumplirse 
para B (0), se cumplen también para B (x), siendo x cualquier vec
tor del espacio E. Queda asi visto que T es ciertamente una topo
logía definida sobre el espacio vectorial E. 

Veamos en segundo lugar que la operación suma de vectores es 
continua en el espacio E [T] : 

Dado un entorno cualquiera de cero del sistema fundamental F , 

u = ( ^ ] - . . ; . . [ ) x ( ^ ] - . ; . [ ) 
í € J C I i 6 I - J 

sea V el entorno de cero 

v=(n]-p.-;p.[)x(n]-p.-[). 
í e J i el-3 

en donde J es el mismo que para U y para cada i € I, p¿ es el nú
mero real positivo 

P.—-y-

Evidentemente V + V c U y por tanto la suma de vectores en el 
espacio E [T] es continua en el origen. Como la topología T es 
invariante por traslaciones, ello implica que es continua. 

Veamos en tercer lugar que la operación producto de vectores 
por escalares es continua por sucesiones en el espacio E [T] , para 
lo cual, análogamente a lo que ocurre en los espacios vectoriales 
fopológicos, es suficiente con demostrar que : 

(a) La aplicación 

R X E > E 

( X , ar) > X X 

es continua por sucesiones en el origen. 
(b) La aplicación 

R > E 

-> X XQ 

es continua por sucesiones en el origen. 
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(c) La aplicación 

E > E 

es continua por sucesiones en el origen. 

Probemos (a) : 

Comencemos por admitir el siguiente lema que más adelante de
mostraremos. 

«Si 

x^ = {x^i)ici, :>fj = {x^i)i 6 1 , . . . , Xn-=^ \^nt)i e l» • • • í 

€s una sucesión de vectores que tiende a cero en el espacio E [TJ 
y (^-í)i€i ^s una colección de números reales positivos, entonces 
existe un n^ '€ N tal que para todo /̂  € N que sea n ;> n^, se veri
fica que para todo i '€ I, la coordenada x^i del vector x^ de la su
cesión anterior es tal que | x^m \ < 'a,/.» 

Luego si la sucesión de vectores 

( ^ l * ) | € I » ( ^ 2 f ) i € ! > • • • > (*"«/)< e i ' • • • ' 

tiende a cero y la sucesión de números reales 

tiende a cero, en virtud del lema anterior y puesto que desde un 
número natural n^ en adelante para todo n es | Xn | '< 1, evidente
mente la sucesión 

producto término a término de las dos sucesiones, una de vectores 
y otra de escalares, antes consideradas, también tiende a cero en el 
espacio E [T] . 

Probemos (b) : 

Sea 

^1 > ^2 Î • ' • ' A« , . . . , 
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tina sucesión de números reales que tiende a cero y sea XQ = (jr¿)¿ ^ i 
víti vector cualquiera que «fijamos» en E. Dado un entorno de cero 
cualquiera 

u=(n] - - - [ )x (n ]--"[) 
i € J CZ I r € I - J 

^n el espacio E [T] , puesto que todo vector de E tiene sólo un nú
mero finito de componentes distintas de cero, evidentemente existe 
nn número real a 7^ O tal que si 

:son las componentes distintas de cero del vector XQ, entonces 

I a A;/I I < (z/i, . . . , \ axt^\ < ai^ . 

Por otra parte, puesto que 

lim X« =r O, 
n —y -x 

existe n,Q € N tal que para todo tz € N que sea n > n^, se verifi
ca que 

a 

lo que implica que para todo número natural n > n^j es 

In (xt)i g I = I — - . X« I . (a • {xi)i 61) 6 U 

Es pues 

lim \„ XQ = O en E. 

Probemos (c) : 
Si suponemos que XQ = O, trivial. Supongamos que XQ 7^ 0. 
Si la sucesión 

(^ I í ^ í e I ' ^^^2 í h € I ' • • • •• ( ^ « « ) i € I ' • • • ' 
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tiende a cero en el espacio E [T] , dado un entorno cualquiera de 
cero en dicho espacio, 

u=(n]---[)x( n ]--«[) 
Î € J i! € I - J 

y de acuerdo con el lema anteriormente considerado en la demos
tración del teorema que nos ocupa, existe % '€ N tal que para todo 
fí € N que sea n > n^ ocurre que 

W 

lo cual implica que 

I \ • Xni I él «t 

para todo i € L Luego, para todo número natural n > ŵ  es 

>̂0 • {Xni)i € 1 € U 

y por tanto ocurre que 

lim XQ • {pcni) = O 

n —> oo 

lo cual termina de probar que la operación producto de vectores 
por escalares es una aplicación continua por sucesiones en el espa
cio E [ T ] . Dicho espacio es, pues, vectorial sucesionalmente topoló-
gico con la operación suma de vectores continua y evidentemente 
separado. Por último, para ver que no es espacio vectorial topoló-
gico, es suficiente con observar que no posee ningún sistema fun
damental de entornos de cero constituido por conjuntos equilibrados. 

Demostremos a continuación el lema considerado en la demos
tración del teorema anterior : 

Si 

^ 1 = (^1 ,•)/ € I » ^ 2 = ( ' ^2 l ) i € 1 ' • • • ' ^ ^ = {Xni)l € I ' • • • » 

es una sucesión de vectores que tiende a cero en el espacio E [T] y 
suponemos que existe una colección de números reales positivos 
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i^i)i e ij tal que para todo n,Q € N existe algún ^ '€ N que es n > n^ 
y con la propiedad de que una cierta coordenada j;¡ni del vector ^^ 
de la sucesión anterior, es tal que | jr^i | *> ia¿ ; sea en este caso 

i 6 J i € I - J 

en donde J es el conjunto de todos los subíndices i tales que existe 
la correspondiente coordenada x^i del vector jtr̂ , con la propiedad 
de que 

I Xni I ^ «,-, 

entendiendo que para cada vector x^n de los anteriormente conside
rados elegimos una sola coordenada suya con la mencionada pro
piedad. Evidentemente J es numerable. Supongamos que los 'Oc¿ que 
aparecen en la definición del entorno de cero U, son los elementos 
de la familia (ai)i ^ i, antes considerada. Es fácil ver que para todo 
fÍQ '€ N existe w€ N que es n > n^ y tal que ^„ € U, lo cual es con
tradictorio con la hipótesis de que la sucesión de vectores 

tiende a cero. Luego ha de existir un n.Q € N tal que para todo f̂  € N 
que sea n > %, se verifica que para toda coordenada .Xm del vector 
Xn de la sucesión dada es 

I X„t' I < «,-, 

c. q. d. 

PROPOSICIÓN 1.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmen-
te topológico sobre el cuerpo K tal que la aplicación suma de vec
tores en E es continua, y con un sistema fundamental de entornos 
dec ero constituidos por conjuntos equilibrados, entonces para cual
quier escalar a 52̂  O es 

a . F (0) = F (0) 

en donde F (0) es la familia de todos los entornos de cero del es
pacio E [T] y entendiendo que 

c( . F ( 0 ) = j aU I U ç F (0) i 
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DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar consideremos que si E es un 
espacio vectorial y A es un conjunto equilibrado contenido en E, 
entonces para cualquier escalar a tal que | a | >- 1, se verifica que 
A c: ¡a A, pues si jr € A y damos un escalar cualquiera a para el que 
I a I > 1, por ser A equilibrado se verifica que 

X Ç^ A 
a 

Supongamos que V es un entorno de cero cualquiera en el espa
cio E [T] y sea oc un escalar distinto de cero. Por ser continua la 
operación suma de vectores, para cualquier >̂  »€ N existe un entorno 
de cero W en E [T] tal que 

w + ... + We V. 

Luego ^ W c: V y de aquí que W 'c: — V, lo que prueba que para 
n 

cualquier f̂  € N, es — V un entorno de cero. Por otra parte, pues-
n 

to que a 7^ O, existe n € N tal que — < | ta |. 
n 

Si suponemos que V es un conjunto equilibrado, recordando que 
por ello para cualquier escalar a tal que | a | > 1 se verifica que 
A 'C oc A, tenemos que V e : n aY. Luego 

— V e a V 
n 

y puesto que — V es un entorno de cero, también lo ha de ser pues 

be V. Por tanto 

«F ( O ) e F (P) 

Considerando que el anterior resultado es para cualquier escalar te
nemos también que 

- í - F (0) e F (0) 
a 
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E s pues F (0) c: a F (0). De todo lo anterior resulta que para todo 
^escalar a ^ O es F (0) = a- F (0), c. q. d. 

COROLARIO 1.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmente 
topológico con un sistema fundamental de entornos de cero consti
tuido por conjuntos equilibrados y con la operación suma de vecto
res continua, entonces es también un espacio vectorial topológico. 

DEMOSTRACIÓN.—Es suficiente con demostrar que la operación pro
ducto de vectores por escalares es una aplicación continua, para lo 
cual probaremos que son continuas en el origen, de acuerdo con 
un resultado que aparece en [1], capítulo I, pág. 3, las aplicaciones 
:siguientes : 

(a) 

E ^ E 

-en donde XQ es un escalar cualquiera que fijamos, 

(b) 

K X E > E 

{\y X) > X X 

(c) 

I -

en donde x^ es un escalar cualquiera que fijamos. 
Probemos que es continua en el origen la aplicación (a) : 
Si V es un entorno equilibrado cualquiera de cero en el espacio 

E :[T] entonces -̂™ V = W es un entorno de cero, de acuerdo con 

la proposición anterior, y en el supuesto de que IQ p^ O (si fuese 
Xg = O, todo sería trivial). Luego X,Q W C: V, lo cual prueba que la 
aplicación (a) es continua en el origen. 

Probemos que es continua en el origen la aplicación (b) : 
Dado un entorno cualquiera de cero en el espacio E [T] , siem

pre existe un entorno de cero equilibrado y absorbente V contenido 
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en él. Luego si B (0 ; 1) es la bola abierta de centro O y radio la 
unidad en el cuerpo base, se ha de verificar que el conjunto de 
vectores 

B (0; 1) . V = j AT f :r = X Î; , X 6 B (0; 1), » € V j 

está contenido en V, lo que prueba que la aplicación (b) es continua 
en el origen. 

Probemos que es continua en el origen la aplicación (c) : 
Dado V, entorno de cero cualquiera en E [T] , puesto que ha de 

ser absorbente, existe algún escalar a 7^ O tal que 

B(0; |a|):voC:V, 

en donde B (O ; | a |) es la bola abierta de centro cero y radio | a \ 
en K. Esto prueba lo que queremos, lo cual termina la demostración 
del corolario. 

COROLARIO 2.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmente 
topológico, con un sistema fundamental de entornos de cero S in
variante por homotecias constituido por conjuntos equilibrados y 
convexos y la topología T es invariante por traslaciones, entonces 
E [T] es también un espacio vectorial topológico. 

DEMOSTRACIÓN.—Para todo entorno de cero U en el espacio-
E [T] , existe algún entorno V del sistema fundamental S, que está 

contenido en U. Por ser S invariante por homotecias, — V € S y 
2 

por ser V convexo es 

Luego la suma de vectores es una aplicación continua en el origen 
y por ser la topología T invariante por traslaciones, la suma de 
vectores es continua. Como los entornos de cero pertenecientes al 
sistema fundamental S son equilibrados, en virtud del corolario 1, 
E [T] es también un espacio vectorial topológico, c. q. d. 

TEOREMA 2.—Existe algún espacio vectorial sucesionalmente to
pológico separado con la topología invariante por traslaciones y tal 
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que ni la operación suma de vectores ni la operación producto de 
vectores por escalares son aplicaciones continuas. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea I un conjunto infinito no numerable de ín
dices y sea E = ]R"^ Es decir, como en la demostración del teo
rema 1, E es el conjunto de todas las familias (XÍ)Í g i tales que 
para todo i € I es ^¿ '€ JR, cuerpo de los números reales y los ele
mentos Si de cualquier familia (jr¿)í.gi que pertenece a E, son todos 
cero salvo un número finito de ellos. 

Sea K = R el cuerpo base del espacio vectorial consistente en el 
•conjunto E con las operaciones usuales de suma de vectores y pro
ducto de vectores por escalares. Es decir, 

Definamos sobre E una topología T de la manera siguiente : 
T es invariante por traslaciones y un sistema fundamental F de 

entornos de cero del espacio E [T] está constituido por todos los 
conjuntos de la forma : 

i € J c: I 

x( n (]-«.= ° ' [ U ] - « ; - Ï . - I U ) T . - : * [ ) ) . (*) 
i € I - J 

'en donde ha de entenderse que todos los x¿, ŷ  son números rea
les positivos, que J es un conjunto numerable y que 

] — «/ ; fí/ [ = I X I X 6 IR ; — «,•< X < a,- ¡ 

]-̂ ,-;co [ = I XiX € R;y>X\ 

Veamos en primer lugar que T, tal como ha sido definida, cier
tamente es una topología, para lo cual es suficiente con probar que 
se cumplen las cuatro condiciones que han sido ya enunciadas en la 
demostración del teorema 1. Si 4: '€ E y llamamos B (x) a la colec
ción de todos los conjuntos W (x) para los que existe algún U € F 
tal que x + U c: W (4-), evidentemente para B (0) se cumplen las 
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condiciones 1.^, 2.* y 3.^ de las cuatro antes mencionadas. Para pro
bar que se cumple la cuarta consideraremos cualquier W € B (0) y 
sea U '€ F tal que U c W. Supongamos que es de la forma {^). 
Consideremos un vector cualquiera y = (yi)i g i € U ; queremos ver 
que W es un elemento de la familia B (3;) = 3; + B (0), para lo 
cual es suficiente con probar que lo es el conjunto U. Veamos^ 
pues esto : 

Si H es el conjunto de todos los índices i tales que la coorde
nada correspondiente y.i del vector y es distinta de cero, considere
mos entonces el V '€ F siguiente : 

v=( n ] - M M ) 
i e J u HCZ I 

x ( n (]-P.:P'[Ul-<»;-T.-(U]T.-;«>[)) 
i € 1 - J y H 

en donde J es el mismo subcon junto numerable de I que aparece em 
la definición de U '€ F ; para cada i € I los Y¿ son los mismos nú
meros reales positivos que aparecen en la definición de U y los pr 
son los números reales positivos que definimos de la manera si
guiente : 

Para cada i € J fl H sea 

Para cada i € H — J, si ocurre que | 3/¿ | < ^Í , entonces 

y si ocurre que | 3'/ | > T0 entonces 

\yi\ - V p,- = 

Si es í € I — H, entonces sea p̂  = a¿. 
Veamos que con las condiciones anteriores, el conjunto 

jy + V € B (jy) 

está contenido en U : 



CIERTAS CLASES DE ESPACIOS SUCESTONALMENTE TOPOLÓGICOS 1 9 Í 

Si w^^y + Y, ha de ser w = y + z/, en donde v^Y. Sea 
V = {Vi)i e I ; si r € J n H, entonces 

jyi + »»< l '̂,-! + P.-= \yi\ H g""^— = - ^ 2 — + " T ' ^ T + ~ T ' ^ ' ' ' ^ ' 

Si i'€ H—^ J y es I 3̂ í I < â , se hace análogo razonamiento. 
Si i'€ H —• J y es | 3̂» | > ^Í, supongamos primero que y i > YÍ-

En este caso 

,,+ .,>i,,i-p,.=i,,i_-iJíi^=-ifi+-i->-^+^=,, 

Supongamos segundo que yi<C — Xt- En este caso 

yi + «̂ < — I «̂ I + pí < — T« 

Si ¿ € I — H entonces 3/,- = O y por tanto también se verifica 

y.-{. vi = »,• € ] - ^i\ «,[ U ] — «;— Tt [ U l7«;«»[ 

Queda pues visto que 3/ + V c: U, lo que prueba que la cuarta 
condición se cumple para el conjunto B (0). Como T es definida in
variante por traslaciones, es fácil ver que al verificarse para B (0)» 
las cuatro condiciones consideradas, se han de verificar también para 
B {x), en donde x es cualquier vector del espacio E. Queda así pro
bado que T es ciertamente una topología definida sobre el espacio* 
vectorial E. 

Veamos en segundo lugar que la operación suma de vectores es 
una aplicación continua por sucesiones en el espacio E [T] y para 
ello comencemos por admitir el siguiente lema que más adelante 
probaremos : 

«Si 

X^ = = ( * j f ) i € I í ^1^=- \^%i)t 6 I ' • • • » ^*« == i^ntfi € I j . • . » 

es una sucesión de vectores que tiende a cero en el espacio E [T] 
y (ai)¿€i ^s una colección de números reales positivos, entonces 
existe un %Q € N tal que para cada ^ '€ N que sea Í^ > n^ se verifica 
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que para todo i € I, la coordenada x,ni del vector x^n de la sucesión 
.anterior, es tal que | ;r„i | < xo). De acuerdo con esto, si las suce
siones de vectores 

j'i = iyíi)iei^ yi = {y2í)i€i. '--. yn = (yni)iei^ --. 

tienden a cero en el espacio E [T] , entonces dado un entorno de 
cero cualquiera 

i e J CZÏ 

x ( n (]-«^••'«^iUl-^;-7UU]T/;«>[)) 

/ e n : j 

si consideramos la colección de números positivos ( —^ I , ha de 
\ 2 / i € I 

existir un número natural n^ tal que para todo número natural 
n !> n,Q se verificará que para todo i '€ I, los números reales Xni, y^iy 
que son coordenadas respectivamente de los vectores Xny y.ny cum
plen las relaciones 

\ x„i\ < -^ , I y„i I < -^-

Luego será 

I Xni + yni I < a* 

lo cual implica que x^ + J n ' ^ U . Es pues continua por sucesiones 
en el origen la operación suma de vectores en el espacio E [T] y 
como T es una topología invariante por traslaciones, dicha opera
ción suma es continua por sucesiones. 

Veamos en tercer lugar que la operación producto de vectores 
por escalares es una aplicación continua por sucesiones en el espacio 
E [T] , para lo cual es suficiente con probar que se cumplen las con
diciones : 

(a) La aplicación 

R X E > E 

(\y X) > X X 

es continua por sucesiones en el origen. 
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(b) La aplicación 

R > E 

'Cs continua por sucesiones en el origen, siendo XQ un elemento cual
quiera de E, que fijamos. 

(c) La aplicación 

E > E 

X >- \Q X 

•es continua por sucesiones en el origen, siendo XQ un elemento cual
quiera de R, que fijamos. 

Probemos que se cumple la condición (a) : 

Sea 

una sucesión de vectores del espacio E, que tiende a cero y sea 
^ 1 , X̂ , ..., Xn, ..., una sucesión de elementos del cuerpo base R, que 
también tiende a cero. Hay que probar que la sucesión de vectores 

producto término a término de las otras dos, también tiende a cero. 
Para ello demos un entorno cualquiera en el espacio E [T] , 

u = ( n ]-«.:«.[)x 
i € J c: I 

( n (]"'•; «••[Ul-«;-T.IUlï,;«[)) 
i e I - J 

En virtud del lema últimamente enunciado, existe un % € N tal 
•que para todo w € N que sea ^ > f̂ o, se verifica que para todo 
i € I, la coordenada Xnt del vector x^ de la sucesión de vectores 
dada, cumple | JT̂ Í̂  | < â . El ŵ  € N podemos elegirlo de manera 
^que también se cumpla que para todo n^£N que sea n ^ n^^ se ve
rifica que I Xn I !< 1, puesto que la sucesión de escalares la hemos 
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supuesto con limite cero. Luego para todo número natural n > n^ e s 

I X„ • Xni I < ai 

y por tanto 

lim X« • jc„ = O 

en el espacio E [T] . 
Probemos que se cumple la condición (b) : 
Dado un vector cualquiera T̂Q '̂  E y dado un entorno de cero» 

cualquiera 

i € J C I 

^( n ( ] - ° . ; ° . [u] -«; - - í , [uh. ;«[ ) ) 
i € I ~ J 

en el espacio E i [T ] , evidentemente si es x^ = (Ii)i6i, existe algúm 
a <€ R que es a yé O y tal que para todo i € I se cumple 

pues sólo hay un número finito de Çf distintos de cero. Luego para, 
todo X '€ ]R que cumpla | X | < a, ha de verificarse | X |¿ | < â  pa ra 
cualquier i € I. Por tanto, si | X | < a entonces X XQ »€ U, lo cual 
prueba lo que queremos. 

Probemos que se cumple la condición (c) : 
Dado un X.̂  € R, si es XQ = O, es trivial que la condición (c) se 

cumple. Si suponemos que X̂  7^ O, dado un entorno cualquiera, 
de cero, 

u = ( n l -« . :" . [ )x 
i € J c: 1 

x( n ( ] - « . ; «.•[Ul-«;-T.[Ulï.;«[)) 
i € I - J 

en el espacio E [T] , sea V el siguiente entorno de cero: 

v-(.nj--TlfT^-rCT[)x 
¡ 6 J C I \W iXol 

HÎJ-W'w'"'—^'"'T^-n) X 
l £ l - J 
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en donde el conjunto numerable J es el mismo que el que aparece 
en la definición de U y para cada i '€ I los a,- y 7̂  son también los 
mismos números reales positivos que aparecen en la definición del 
entorno de cero U. Es fácil ver que si un vector ^ € V, entonces 
1Q X '€ U, lo cual prueba (c). 

La operación producto de vectores por escalares es, pues, con
tinua por sucesiones en el espacio E [T] . Como habíamos visto que 
la operación suma de vectores es continua por sucesiones en dicho 
espacio, resulta que es vectorial sucesionalmente topológico y evi
dentemente es separado. 

Veamos en cuarto lugar que la operación suma de vectores en 
E [T] no es una aplicación continua : 

Consideremos en dicho espacio un entorno de cero 

"' = ( n ]-«'.•: «'.[)x 
i € J C I 

x ( I I ( ] - « V ; « V ( U ] - c o ; - ^ V [ U ] T V ; 00 [ ) ) 

tal que para todo i'€ I — J se cumpla que a'¿ < y'/. Si es 

v'=(n]-p' -? ' . [ )x 

x ( n ( ] - ? ' ' • ; eV[U]-«; -8'.- lUlS'.-; 00 [ ) ) 
i: € I - J ' 

un entorno cualquiera del espacio considerado, por ser I infinito no 
numerable y ser J y J' conjuntos numerables, evidentemente 

( 1 - J ) n ( l - J ' ) 4 = 0 

Luego existe algún subíndice 

h e ( i - j ) n ( i - J ' ) 

y también existen dos números reales ii^ y tii^ tales que 

y su suma cumple las relaciones 
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Si consideramos los vectores 

^ = ( ^ « ) i € . i i y ^ ( y i ) í 6 i 

tales que 

y para cualquier subíndice i ̂  ÍQ es Xi = 0, jt = O, entonces es 
claro que x € V , 3; € V pero ^ + 3; í U'. Luego V + V cf: U' y 
por tanto la operación suma de vectores en el espacio E [T] no es 
continua. 

Veamos en quinto lugar que la operación producto de vectores 
por escalares tampoco es continua: 

Consideremos otra vez el entorno de cero U ' antes dado. Si su
ponemos que V es el entorno cualquiera de cero que también antes 
habíamos considerado, evidentemente para todo a € R que sea a 3> O 
existirá algún X € R para el que se cumpla que | X | <; a y al
gún li^ € R que sea ?/̂  > B%^ y tales que se verifica 

Luego, si consideramos el vector x = (xt) tal que Xi^ = ¿̂0 ^ para 
cualquier i € I que sea i y^ ÍQ, la coordenada correspondiente Xi es 
Xi = O, entonces x ^€ V y X x ^ U^ Por tanto la operación produc
to de vectores por escalares no es continua en el espacio E [T] . 

Por último probemos el lema pendiente de demostrar: 
Si 

Xj = (X^ ,•) / 6 I , *'2 = ( *^2f ) / € I » • • • » Xft = [Xfti) i e I í • • • t 

Es una sucesión de vectores que tiende a cero en E [T] y existe 
tma colección (ai)^ g i de números reales positivos tales que para 
todo UQ € N existe w€ N que cumple n > % y para el que una coor
denada Xni del vector x,n de la sucesión anterior es tal que | x^t | > QCÍ, 
sea entonces 

u==( n ] - « : «.[)>< 
I e J c I 

x ( n ( ] - « . : « . i U l - » ; - T , [ U l T . ; « [ ) ) 
1: 6 I - J 
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un entorno de cero para el que J es el conjunto de todos los i € I 
tales que existe Xni, coordenada del vector s^ de la sucesión ante
rior, que cumple | Sni \ > â , entendiendo que para cada vector x^ 
considerado, se ha elegido una única de tales i € I. Evidentemente-
J es numerable. Supongamos que los \aL¿, que aparecen en la defini
ción de U son los números reales positivos de la colección (ai)¿ ^ i 
antes dada. Por último supongamos que también los YÍ son números 
reales positivos cualesquiera. Evidentemente para todo #^ € N existe 
algún ^ '€ N que es n > n,Q y tal que 4;̂n € U, lo cual es contradic
torio con la hipótesis de que la sucesión de vectores '̂i,X2> •••j^n> •••̂  
tiende a cero. Luego ha de existir un n^ '€ N tal que para todo-
n '€ N que sea n > n,Q se verifique que cualquier coordenada x^i deí 
vector Xn de la sucesión dada, cumple que | x^i | <. ^i, c. q. d. 

LEMA 1.—Existe algún espacio vectorial E sobre el cuerpo K y 
dos topologías Ti y T^ definidas sobre E tales que : 

E [Tj] es un espacio vectorial topológico separado. 

E [T2] es un espacio vectorial topológico separado. 

Tg es estrictamente más fina que Ti . 

Una sucesión de vectores x^, X2, ..., x^, ..., es convergente a 

un vector x en el espacio E [ T J si y sólo si es convergente a dicho 

vector X en el espacio E [T2]. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea E el espacio vectorial sobre el cuerpo 
K = R, que ha sido considerado en las demostraciones de los teo
remas 1 y 2. Sea F^ la familia de todos los conjuntos contenidos en 
el espacio vectorial E y que son de la forma 

u = ( n ] - « ' ^ «'•[)>< TI E.-

en donde para todo i'€ I — J, E¿ = R y J es un subconjunto nu
merable cualquiera del conjunto infinito no numerable de índices I. 
Definimos que Tj es la topología sobre el espacio vectorial E, inva
riante por traslaciones y para la cual la familia F^ de subconjuntos 
de E es un sistema fundamental de entornos de cero. 

En primer lugar hay que ver que T^, tal como ha sido definida,, 
ciertamente es una topología, para lo cual es suficiente que se cum
plan las cuatro condiciones enunciadas en la demostración del teor 
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rema 1 y de las cuales es evidente se cumplen las tres primeras. 
Veamos que también se cumple la cuarta: 

Dado un vector cualquiera x € E, sea 

B ( A : ) = | A | 3 U £ F , : j ^ + U c : A j 

Si A € B (0), existe algún U '€ F^ tal que U c A. Sea y = (y,), ^ i 
tm vector cualquiera perteneciente a U y sean yt^ , ^¿^, ..., 3;̂  , las 
componentes distintas de cero del vector 3̂ . Si llamamos J^ al con
junto {¿1, i^j ..., in) n J y es í € J^, sea entonces 

p . = 

Si ¿ € J — Ji, sea entonces pi = a¿ y sea 

v=(n]-p.:p.[)xn^.-
i £ 3 ij € 1 - J 

Veamos que y + V c U : 

Si ;ir € 3; + V entonces x = y + v, con v '€ V. Sea v = (VÍ)Í ^ i. 
Si es i € Ji entonces 

I ^ 1 I I D I , I «» — I ^» I I ^1 I , «í ^ « I , «» 

yi + vi<\yi\ +p , -= |>- | H 2"^^^^'^ ""2 + "2" "^ ~2~ ' ^ "2" ' ^ ° ' ' 

yi -h ̂ /> - I ̂ H - P/ = - I ̂ /1 2 "̂  2 T -̂  "" X "" 

- - 2 - = - " ' 

Si es i € J — Ji entonces 

-y,, -f- Vi == Vi < pi = a,- ; >-,• + Vi = » , •> — fi/ = — a,-

Si es í € I — J entonces 3;̂  + Í/Í € R = E¿. Luego, ciertamente, 
3̂  + V c: U, lo cual prueba la referida cuarta propiedad para la fa
milia B (0), y como T^ es definida invariante por traslaciones, la 
mencionada propiedad se ha de cumplir para cada familia B (4;), en 
donde .r € E. Es pues Ti una topología definida sobre el espacio 
rectorial E. 
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Probemos en segundo lugar que la operación suma de vectores 
es continua en el espacio E [ T J : 

Dado cualquier 

u = ( n ]--«.[) XÍTIH.) 
i € J C I £ € í - J 

rsea 

V = ( C [ ] - f ^ 1 - [ ) x ( t l E , ) 

Evidentemente V + V cz U y por tanto la suma de vectores es con
tinua en el origen. Como la topología T^ es invariante por trasla
ciones, es evidente que dicha operación suma de vectores es conti
nua en el espacio E [Tj] . 

Probemos en tercer lugar que la operación producto de vectores 
por escalares es continua en el espacio E [ T J , para lo cual es sufi
ciente que se cumplan las condiciones (a), (b) y (c) que se conside
ran en la demostración del corolario 1. 

Probemos que se cumple la condición (a) : 

Si X^ = O, todo es trivial. Si suponemos que XQ 7^ O, dado un 
«entorno de cero cualquiera 

"=(n]-« . - . [ )x( n^.) 
i e J í € I - J 

perteneciente al sistema fundamental F^, sea 

'-(ííl-Tvr^wrDxm/')-
Evidentemente para todo x £ V se verifica que XQ X € U, lo cual 
prueba la condición (a). 

Probemos que se cumple la condición (b) : 

Dado cualquier U € F^, puesto que todo elemento de la familia 
Fi es un conjunto equilibrado, ha de ser [— 1, 1] • U cz U, lo que 
prueba la condición (b). 

Probemos que se cumple la condición (c) : 
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Puesto que cada vector ;i; € E tiene sólo un número finito de 
componentes distintas de cero, es evidente que todo U € B (0) es 
absorbente y por tanto dado XQ € E, existe algún escalar a 7^ O tal 
que para todo escalar X '€ {— | ^ 15 1 '°̂  i3 se verifica que X ;r̂  € U, 
lo que prueba la condición (c). 

Es pues continua la operación producto de vectores por escalares 
en el espacio E [T^], lo que termina de demostrar que dicho espa
cio es vectorial topológico y evidentemente es separado. 

Supongamos ahora que T^ es la topología localmente convexa 
suma directa definida sobre el espacio vectorial E. El espacio vec
torial topológico E [T2] es separado y evidentemente T2 es más fina 
que Tj , Luego, toda sucesión de vectores x-^, x^, ..., ;r,n, ..., que tien
de a un vector x en el espacio E [T2], también ha de tender a dicho 
vector 4; en el E [Tj] . Para demostrar la propiedad recíproca con
sideremos el siguiente resultado que más adelante probaremos : 

«Si 

^\ =^ \^\ i) i €l ^ T̂g = (^2 Î / í € I ' • • • ' ^tt = \Xni) ¿ g I 1 . . . , 

es una sucesión de vectores que tiende a cero en el espacio E [T^J^ 
dada una familia cualquiera de números reales positivos {'^i}v^i, 
existe un ^^ € N tal que para todo n^ n^ y para todo i € I se ve
rifica que I Xni I < Tí J además existe un número finito de índices 
{¿1, ..., ip] tal que para cualquier i $ {i^, i^, ..., ip) la componente 
Xni del vector x^ es Xni = O». 

De acuerdo con el resultado acabado de enunciar, dada una su
cesión de vectores 

que tiende a cero en el espacio E [Ti] y dado un entorno cualquiera 
de cero U en el espacio E [T2], al que podemos suponer de la forma 

U = < U . v ( [ - . ; . ] ) > . 
^ » f= T / i 6 I 

(en donde para cada i € I designamos por ji a la inyección canónica 
del espacio E¿ en el E), han de existir un conjunto finito de índices 
{¿1, ..., ip} y un ^0'^ N tales que para todo í í {i^, ..., ipj y para 



CIERTAS CLASES DE ESPACIOS SUCESIONALMENTE TOPOLÓGICOS 2 0 f 

todo, >í '€ N que sea n > UQ, la componente x^i del vector Xn de la 
sucesión dada ha de ser x^ni = O y además se ha de verificar que 
los valores absolutos de las componentes Xni^, ..., ^ni , cumplen las-
relaciones 

^n t'i I <C 5 • • • » \ ^nip \ <C -

/ 

Considerando las referidas condiciones es fácil ver que para toda 
ií € N que sea n > n^ se verifica que el vector Xn '̂  U. Por tanto la 
sucesión de vectores ^TI, X^, ..., Xn, ..., tiende a cero en el espacia 
E [ T , ] , c. q. d. 

Probemos a continuación el resultado antes enunciado y que está 
pendiente de demostración : 

Si suponemos que para todo conjunto finito de índices {i^, ..., ip} 
existe algún índice i í {i^, ..., ip} tal que la componente x^i del vec
tor x,n de la sucesión x^^y x^y ..., ^«, ..., es distinta de cero, entonces 
hay una sucesión de vectores 

subsucesión de la antes dada, y existe un cierto conjunto infinito^ 
numerable de índices 

J== h'i' 2̂ h' V ! 

tales que para todo g '€ N la componente x« ,• del vector x„ de la 

sucesión 

ha de ser Xn ,• # 0. Para cada g € N sea 

Si en el espacio E [ T J consideramos el entorno de cero 

u=(n]--«.[)x(n^) 
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^evidentemente para todo g € N se verifica que jTn € U y por tanto 

la sucesión de vectores 

jno tiende a cero, lo cual es contradictorio con la hipótesis de que 
•es una subsucesión de una sucesión que tiende a cero. 

Por último supongamos que existe una familia (ai)^ g j de núme
ros reales positivos tal que para todo n^^ N hay algún n € N que 
es n ^ n^y y existe algún índice i € I tal que para la componente Xni 
del vector Xn de la sucesión dada x^, x^, ..., Xn, ..., cumple la con
dición I Xini I > a/ ; entonces dado un conjunto numerable J c: I de 
.tales índices i, y dado 

u=( i :ç ] -„ , ; . [ )x (n^. ) -
i € J i € I — j 

^entorno de cero del espacio E [T , ] , evidentemente para todo fio C N 
existe algún ^ € N que es n > n^ y tal que el vector x^ no perte
nece a U, lo cual es contradictorio con la hipótesis de que la suce
sión de vectores Xj^, x^, ..., x^, ..., tiende a cero en el espacio 
E [Tj] , lo cual termina la demostración. 

TEOREMA 3.—Existe algún espacio vectorial sucesionalmente to-
pológico separado sobre el cuerpo K, con la operación producto de 
Tectores por escalares continua sin que dicho espacio sea vectorial 
lopológico. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo IK y 
sean T^ y Tg dos topologías definidas sobre E, tales que Tg es es
trictamente más fina que Tj , E [Ti] y E [T2] son espacios vecto
riales topológicos separados y con la propiedad de que si una suce
sión de vectores tiende a cero en el espacio E [T^] entonces tam
bién tiende a cero en el E [T2]. Tales supuestos podemos hacerlos 
-en virtud del lema anterior. 

Consideremos sobre el espacio vectorial E una topología T defi
nida de la siguiente manera : 

Si Bi (0) es la familia de todos los entornos de cero del espacio 
E [Ti ] , entonces B^ (0) es la familia de todos los entornos de cero 
del espacio E [T] . 
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Si para cualquier vector ^ 7^ O de E es B2 (x) la familia de todos 
los entornos de x en el espacio E [T2], entonces B2 (^) es también 
la familia de todos los entornos del vector x en el espacio E [T] . 

Es trivial probar que T, tal como ha sido definida, es ciertamente 
una topología sobre el espacio vectorial E. 

Veamos que la operación producto de vectores por escalares es 
continua en el espacio E [T] : 

Dados un escalar cualquiera X y un vector cualquiera Xj si 
X X :^ O entonces han de ser X ^ O y r̂ 7^ 0. Dado un entorno cual
quiera U3 (X JT) del vector X jir en el espacio E [T] , de acuerdo con 
la definición de T, el conjunto Ug (X x) es también un entorno del 
vector X jir en el espacio E [T^], que es vectorial topológico, por lo 

-que han de existir una bola abierta B (X ; r) en K, de centro X y 
radio un número real r > O, y un entorno Ug (x) del vector x en 
dicho espacio E [Tg], tales que 

B(X; r) . {\ (x)c:V^ (Ix) . 

Pero es claro que el conjunto U3 (x) es también un entorno del vec
tor X en el espacio E [T] y por tanto la operación producto de vec
tores por escalares es continua en todo punto (X, x ) € K ' x E tal 
que X x'yézO. 

Si fuese X jr = O, entonces necesariamente ha de ocurrir uno de 
los dos casos siguientes : 

(a) Que sea X = O y x 7^ 0. 

(b) Que sea x = O y X cualquier escalar. 

En el caso (a), dado un entorno cualquiera de cero Uj (0) en el 
«espacio E [T] , el conjunto Ui (0) también es entorno de cero en el 
espacio E [ T J , que es vectorial topológico y por tanto han de exis
tir un entorno V^ (x) del vector x en dicho espacio E [Ti] y una 
l)ola abierta B (O ; r) en K de centro cero y radio un número real 
r > O, tales que 

B(0;r) . V, {x)czV, ( 0 ) . 

Pero la topología T^ es más fina que la T^ y de aquí que el con
junto U^ (x) = Vj (x) sea entorno de x en el espacio E [T2]. Luego 

B(0;r ) . U, {x)c:V, (0) . 
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Pero en virtud de como ha sido definida la topología T, el conjunto 
Ua (^) es también un entorno del vector x en el espacio E [T] , l a 
cual termina de probar lo que deseamos en el caso (a). 

En el caso (b), dado un entorno de cero cualquiera Ui (0) del 
espacio E i [T] , también lo es del espacio E [Tj] , que es vectorial 
topológico, por lo que existirán un entorno de cero Vi (0) en dicho 
espacio E [ T J y una bola abierta B (X ; r) en K de centro X y radia 
un número real r > O, tales que 

B ( X ; r ) . V, ( 0 ) c U , (0) 

Pero Vi (0) también es un entorno de cero en el espacio E [T]y 
lo cual termina de probar lo que queremos en el caso (b). 

Queda así visto que el producto de vectores por escalares es una 
operación continua en el espacio E [T] . 

Considerando como han sido definidas las topologías Ti, T2 y T 
es fácil probar también que la suma de vectores es una operación 
continua por sucesiones en el espacio E [T ] . 

Por último, es trivial que el espacio E [T] no es vectorial topo-
lógico, pues la topología T no es invariante por traslaciones ya que 
de serlo, la topología T2 no sería estrictamente más fina que la Tiy. 
contra lo supuesto. 

COROLARIO 3.—Existe algún espacio vectorial sucesionalmente 
topológico separado, con un sistema fundamental de entornos de 
cero equilibrados ; con la familia de todos los entornos de cualquier 
punto, invariante por homotecias ; con la operación producto de 
vectores por escalares continua y tal que dicho espacio no es vec
torial topológico. 

DEMOSTRACIÓN.—Trivial después del teorema 3. 

PROPOSICIÓN 2.—Si { E J / e i es una familia de espacios vectoria
les sucesionalmente topológicos, entonces el espacio vectorial pro
ducto cartesiano 

í € l 

con la topología producto, es también un espacio vectorial sucesio-
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analmente topológico. Si todos los espacios E¿ son separados, enton
ces E es separado. 

DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar probemos que la operación 
suma de vectores en el espacio 

H 6 1 

con la topología producto, es continua por sucesiones : 
Sean 

tfj, tfj , , . . , a« , . . . , y ^ , , ¿, , . . . ¿ « . . . . , 

•sucesiones en el espacio E tales que existen 

a == lim a„ y 3 = lim K . 
n —>• »» n —>" oo 

Para cada f̂  € N sea 

"Dado entonces un i '€ I cualquiera y un entorno cualquiera U, {^i) 
-de ai en el espacio E,, puesto que 

U (a) = U,. (a,-) X U Ey 

ês un entorno de a en el espacio E, existe algún WQ ^ N tal que para 
todo f̂  '€ N que sea n > n^, se cumple que an € U (a), lo cual im
plica que para todo ^ € N que sea n'^n^, se verifica que am^Uo^^i) 
y por tanto para cualquier í'€ I ha de ser 

lim a„i = a,-
n —foo 

Si para todo ^ ' € N consideramos que bn = (einOíei Y también 
C[ue 6 = (p/)í e I, análogamente veríamos que para cualquier i € I, 
íse verifica que 

lim ¿fni = p/ 
m .«>• CO 
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en el espacio Ej. Considerando que para todo i € I, el espacio E^ 
es vectorial sucesionalmente topológico, tenemos pues que 

lim {a„í + a„í) = a{+ P,-
n —> B» 

Supongamos ahora que 

U(a + ¿) = U,- (^/,+¿,-) X . . . X U,̂  í^,^+^,^) J J E,-
i € I _ 

es un entorno cualquiera del vector a + 6 en el espacio E. Puesto» 
que, según hemos visto, para todo i '€ I es 

lim (an i + b„i) = «/ + p,-

han de existir unos números naturales n^^, ^2, ..., % tales que parai 
todo n € N que sea n ^ n^ se verifica que 

a„,\ + ^ntt € U¿, (a/, 4- P*i) 

para todo w € N que sea # > ííg se verifica que 

anH+ bnh € U,-j (a/, 4- p/j) 

y así sucesivamente, por último, para todo n '€ N que sea n^ np se-
verifica que 

Luego si 

;/0 = sup j «, , 2̂ ' • • • » ^/ i 

entonces para todo >Í '€ N que sea n > ^̂ Q, ha de ser 

an + bn^\^ {a-Jfb) 

La operación suma de vectores en el espacio E es, pues, continuar 
por sucesiones. 
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Probemos que la operación producto de vectores por escalares-
en el espacio E es continua por sucesiones : 

Sea Xj, Xg, ..., A„, ..., una sucesión de escalares tal que existe 

lim K„ = X 
n —>. DO 

y a^y «2, ..., any ..., una sucesión de vectores en el espacio producto^-
E, tal que existe 

Hm a„ ^= a 

Supongamos que para todo n'^N es a,n = (a,ni)i € i y es a = (a¿)i ei-
Dado cualquier i '€ I, recordemos que ha de ser 

lim a„i = 0/ 
n —>• oo 

Puesto que para todo i '€ I el espacio E/ es vectorial sucesionalmen-
te topológico, tendremos que para todo i '€ I ha de ser 

lim Xn a„i = X OLÍ 
n —> DO 

lo cual implica que dado cualquier entorno 

U(Xa) = lJ,-, (X«/,) X . . . X U,-,{Xa,-,) X J T E,-
i € I — 

del vector X a en el espacio E, existen ciertos números naturales^ 
^^1, %, ..., ftp, tales que para todo tí'€ N que sea n'^ n^, se veri
fica que 

X« û„i^ Ç U/, ( X a / , ) ; 

para todo î  € N que sea n > 2̂? se verifica que 

X« a«i2 ê Utg ( X «fj, ) 

y así siguiendo, por último, para todo w€ N que sea n > tip, se^ 
verifica que 

X« a„f^ ^ U,y (Xar^) 
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Si 

«o == sup I « J , « , , . . . , rt^\ , 

entonces para todo w € N que sea n > UQ ha de verificarse, pues, que 

X« anh € U,-, ( X Gt/i ) , \„ unit € U»*i ( >̂  «¿t ) 1 • • • • '^nClnip^ ^ip (k a,^ ) 

Luego, para todo ^ € N que sea n ^ n^ tenemos que 

Kn an ^ V (\ a) 

Jo cual implica que 

lim \„ an = X a 

J por tanto la aplicación producto de vectores por escalares es con
tinua por sucesiones en el espacio producto E. Dicho espacio (con 
la topología producto, se entiende) es, pues, vectorial sucesional-
tnente topológico. Que E es separado si todos los espacios de la 
familia {Ei}¿gi son separados, es trivial. 

PROPOSICIÓN 3.—Si {Eij/gi es una familia de espacios vectoriales 
:sucesionalmente topológicos sobre el cuerpo IC y 

E 

es el producto cartesiano de la anterior familia, sobre el que consi
deramos la topología producto, entonces : 

1."° Si para todo i •€ I la operación suma de vectores en el espa
cio Eí es continua, podemos asegurar que la operación suma en el 
espacio producto E, también es continua. 

2,^ Si para todo i »€ I la operación producto de vectores por es
calares en el espacio Ef es continua, podemos asegurar que la ope
ración producto de vectores por escalares en el espacio producto E, 
también es continua. 

DEMOSTRACIÓN.—Probemos lo 1.**: 
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Sean a = {(^i}iei J b = {e,ii}ígi vectores cualesquiera del espacio 
E . Sea 

U(a + )̂ = U,-, (fl,-, + -̂,) X . . . X U,̂ («,;̂  + ^,^) X U E,. 
£ € I — 

un entorno cualquiera del vector a + è en el espacio E. Puesto que 
para cualquier ¿ '€ I la operación suma de vectores es continua en el 
espacio Eí, existen 

U/, {ai,), Vi, ibi,) XJi^ {a,^) , U,^ {bi^), 

entornos respectivos de los vectores 

(^h » ^*i > • • • » ^i¿ » ^*/ > 

ên los espacios respectivos Ei^, ..., E¿ , tales que se verifica 

U,\ (ai,) + U,- (bi,) C U,- {ai, + bi,), . . . , U,;̂  (a,̂ ) + 

lo cual implica que si 

U {a) = Ui, {ai,) X . . . X U,̂  (tf.̂ ) X J J E,-
I € 1 . 

— i » l . . . . . ^̂  1 

y S I 

U (¿) = UA {bi,) X . . . X U,-, (¿,.) X U E,-
í :€ I _ 

— 1*1, . . . . »^i 

'entonces 

U (a) + U {b) c U (a + ^). 

La operación suma de vectores en el espacio producto E es, pues, 
continua. 

Probemos lo 2.^: 
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Sea a = {atjiç^i un vector cualquiera en el espacio E y X utï 
elemento cualquiera del cuerpo base. Supongamos que un entorno 
cualquiera del vector X a en el espacio E es el 

V aa) = Vi, (X ai,) X . . . X U,^ (X a,-^) X JJ F/ 
i € 1 — 

Puesto que para todo i € I la operación producto de vectores 
por escalares se supone continua en el espacio E/, existen en K los^ 
entornos de X, 

U,\(X) U,;^(X) 

y existen respectivamente en los espacios 

E í i , . . . , Eí^ , 

los conjuntos U,̂  (a/^), entorno de af̂ , ..., U Í (ÜÍ ), entorno de ai .. 

tales que 

U/, (X) U,-, {ai,)c:Ui, (-kai,), . . . . U,;^(X) • ü.-^ (ai^) d Vi^{a{^) 

Si 

u (X) = u/, (X) n •.. n u,^(X) 

U (a) = Vi, {ai,) X ... X Vi^ (ai^) X J I ^' 
í € 1 — 

entonces 

U (X) . U ( a ) c i U {\a) 

Luego la operación producto de vectores por escalares es conti-
nua en el espacio producto E, c. q. d. 
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