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Todo los espacios vectoriales que se consideran en este trabajo
se suponen definidos sobre el cuerpo, que generalmente notaremos
por K, de los niimeros reales o de los nfimeros complejos.

Si E es un espacio vectorial y T una topologia definida sobre
E, designaremos por E [T] o simplemente por E cuando no haya
peligro de confusién, al espacio vectorial E con la topologia T.

Si F es un subespacio vectorial de un espacio vectorial E y T
es una topologia definida sobre E, designaremos por T |r a la to-
pologia inducida sobre F por la de E.

El presente trabajo es continuacién de otro anteriormente publi-
cado en la RevisTA DE LA REAL AcapEMiIA DE CIENCIAS, el cual tiene
su origen en [6], trabajo de M. Valdivia en el que estudia las to-
pologias que denota por T/ y que define de la manera siguiente:

Sea {E,}nen una sucesién creciente de subespacios vectoriales
de un espacio vectorial E tal que E = U E,. Sobre cada espacio

nEN
E, se supone definida una topologia T, tal que E, [T.] es un es-
pacio vectorial topolégico localmente convexo separado y para cada
ntmero natural # se verifica que la topologia T,,, |g, es menos fina
que la T,. Representaremos por T/ a la topologia definida sobre el
espacio vectorial E, para la cual un conjunto cualquiera A conteni-
do en E es un abierto si y sélo si para cualquier niimero natural
n se verifica que el conjunto AN E, es un abierto en el espacio
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E, [T.]. Valdivia en [6] demuestra que en ciertos casos el espacio
E [T/] no es vectorial topologico y ello sugiere estudiar céomo se
comportard la suma de vectores y el producto de vectores por esca-
lares en tales espacios. En mi anterior trabajo, antes referido, se
prueba que cuando para todo numero natural n se verifica que
Toit |En = T,, entonces la suma de vectores y el producto de vec-

tores por escalares son continuos por sucesiones en el espacio
E [T/], y se estudian de una manera abstracta los espacios vecto-
riales con una topologia con respecto a la cual las operaciones suma.
de vectores y producto de vectores por escalares son aplicaciones.
continuas por sucesiones, a los cuales llamo espacios vectoriales su-
cesionalmente topolégicos. En el presente trabajo se estudian cier-
tas clases de tales espacios.

TrorEMa 1.—Existe algn espacio vectorial sucesionalmente to-
pologico separado cuya topologia es invariante por traslaciones, com
la operacién suma de vectores continua y tal que no es espacio vec-
torial topolégico.

DemosTRACION.—Sea I un conjunto infinito no numerable de in-
dices y sea E = R ; es decir, E es el conjunto de todas las fami-
lias (#:)ic1, en donde para todo €1 es x,€R, cuerpo de los.
niimeros reales, y para cada (#:); 1€ E todos los #; son iguales a.
cero salvo un ntimero finito de ellos. Sea K = R el cuerpo base del
espacio vectorial que consiste en el conjunto E con las operaciones.
usuales de suma de vectores y de producto de vectores por escala-
res. Es decir:

(die1 F(¥)ier = @i+ 3 ex

A - (xi)zel:=()‘ * x,t')iSI

Definimos sobre E una topologia T de la manera siguiente:

T es invariante por traslaciones y un sistema fundamental de en-
tornos de cero F del espacio E [T] estd constituido por todos los.
conjuntos de la forma:

= (T 1= D)% (TL )=o)

tedJcl teET~
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entendiendo que J es un conjunto numerable; que para todo i €1,
a; es un niimero real positivo y que

]—a;;a;[:!l%?\ €ERi—a; << A< ai}

]—a;;oo[:}l%)\ ER;—a;/\)\E

Para que, tal como ha sido definida, T sea ciertamente una to-
pologia, se han de cumplir las condiciones:

1.» Para todo #€ E, si U es un entorno de &, entonces x € U.

2 Para todo #€ E, si U y V son entornos de x, entonces
U NV es también un entorno de x.

3.* Para todo #€ E, si U es un entorno de x y UCc VCE,
entonces también V es un entorno de x.

42 Si U es un entorno de #, existe un entorno V de # tal que
para todo y€V es U un entorno de v, en donde x es cualquier
vector de E.

Que se cumplen las tres primeras condiciones, es claro. Veamos
que también se cumple la cuarta:

Sea

B(x):’u(x)%u(x):x—*—U; IVeEF: VU],
Es decir, B () es el conjunto de todos los entornos de x, punto

cualquiera perteneciente a E. Consideremos cualquier U€ B (0) y
sea V€ F tal que V € U. Supongamos que

= (TL - s )« (T T =t o)

iedJcl1 tel—-J
y consideremos cualquier vector
y=(9)ie1 €V.
Veamos que es
U€B(y)=y+B(0),

para lo cual es suficiente con probar tal cosa para el conjunto V.
Veamos pues esto:
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Si la coordenada «y;» del vector «y» es tal que i€ J, entonces
es —a; <y <u. En este caso sea «B;» el ntimero real positivo

Si la coordenada «y» del vector «y» es tal que i € I — J y ade-
mas es y; > 0, sea «B;» el ntimero real positivo 8, = «;. Si la coor-
denada «y;» del vector «y» es tal que i €I —J y es 9, <0, sea
entonces «3;» el ntimero real positivo

L ai— i
pi= —5—-

Consideremos el siguiente conjunto en E:

w= (Il T=es6[)x( JT 18 1[).

{€J

|

en donde J es el mismo subconjunto numerable de I que aparece
en la definiciéon de V y los 8; son los niimeros reales positivos que
antes habiamos definido. Evidentemente W € F, y por ser T una
coleccién de conjuntos invariante por traslaciones, y + W € B (y).
Veamos que y + W V:

Si v€y + W entonces v =y + w, en donde

w=(W)er €W

Si 1€ J, entonces

itwm< Iyl =y 4 2 o L)
+—‘52"—<—°;"—+—%=a,- yitwi>— |yl —i>—w
Si i€ I—7J y es y, >0, entonces
¥ +wi>—fi=— o
Sii€l—7] yes y, <0, entonces

ai — | 9i | | yi |

a; a; a;
—_— > — = —q.

2 2 2
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Luego ciertamente y + W C V, lo que prueba la 4.* condicién
para B (0). Puesto que T ha sido definida invariante por traslaciones
es evidente que las cuatro condiciones consideradas, al cumplirse
para B (0), se cumplen también para B (x), siendo x cualquier vec-
tor del espacio E. Queda asi visto que T es ciertamente una topo-
logia definida sobre el espacio vectorial E.

Veamos en segundo lugar que la operaciéon suma de vectores es
continua en el espacio E [T]:

Dado un entorno cualquiera de cero del sistema fundamental F,

o= (IL]—ww[) % ( IT J=ai = [)

teJciI

sea V el entorno de cero
v=(IIT ~wsa )< (JL 1-#:= ).

en donde J es el mismo que para U y para cada i€ 1, B, es el ni-
mero real positivo

as

ﬁ;=—2—

Evidentemente V + V. U y por tanto la suma de vectores en el
espacio E [T] es continua en el origen. Como la topologia T es
invariante por traslaciones, ello implica que es continua.

Veamos en tercer lugar que la operacién producto de vectores
por escalares es continua por sucesiones en el espacio E [T], para
lo cual, anilogamente a lo que ocurre en los espacios vectoriales
topolégicos, es suficiente con demostrar que:

(a) La aplicacién

RXE————3E

(A, ) —————— A x

es continua por sucesiones en el origen.
(b) La aplicacién
R————E
—> A x,

es continua por sucesiones en el origen.
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(c) La aplicacién

E—E

X — Ny x

es continua por sucesiones en el origen.
Probemos (a):

Comencemos por admitir el siguiente lema que mas adelante de-
mostraremos.

«Si
2= (%1)ic1rr *2={(%2i)1exr+-s *n=(¥nidiers e+,

es una sucesién de vectores que tiende a cero en el espacio E [T]
¥y (¢)ie1 es una coleccién de niimeros reales positivos, entonces
existe un #,€ N tal que para todo 7€ N que sea n'> n,, se Veri-
fica que para todo %€ I, la coordenada x,, del vector x, de la su-
cesion anterior es tal que | 4, | < we.»

Luego si la sucesion de vectores
(#F1)iery (Fadiexyorey (#ndieiy ooy
tiende a cero y la sucesiéon de nfimeros reales
IR VU W
tiende a cero, en virtud del lema anterior y puesto que desde un

ntimero natural 7, en adelante para todo # es | A, |< 1, evidente-
mente la sucesién

M (diery M Fadierrooos M (Frd)iers ooy

producto término a término de las dos sucesiones, una de vectores
y otra de escalares, antes consideradas, también tiende a cero en el
espacio E [T].

Probemos (b):

Sea

VRN VU VR
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una sucesién de ntmeros reales que tiende a cero y sea x, = (#))i 1

un vector cualquiera que «fijamosy» en E. Dado un entorno de cero
cualquiera

v=( T J-wia[)x(II ]-wi=[)

ieJcl tel-J
en el espacio E [T], puesto que todo vector de E tiene sélo un na-

mero finito de componentes distintas de cero, evidentemente existe
un numero real « 3£ 0 tal que si

Xiyy Xiyy o0ey xt}' ve ey
son las componentes distintas de cero del vector x,, entonces
laay | <, ooy laxi | <<aip.
Por otra parte, puesto que

lim )\,,:-'_-0’
n = 0

existe n, € N tal que para todo n€ N que sea un > n, se verifi-
ca que

lo que implica que para todo numero natural n > n, es

mxnm:(% . xn) o (#)ex) €U

Es pues

lim },x;=0 -en E.
n —> 1o

Probemos (c):

Si suponemos que XA, = 0, trivial. Supongamos que A, 7% 0.
Si la sucesién

(g iery @adiery vovs Bnddiery o os
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tiende a cero en el espacio E [T], dado un entorno cualquiera de
cero en dicho espacio,

01 SETRPPY | ) I

ite€T LETl =

y de acuerdo con el lema anteriormente considerado en la demos-
tracion del teorema que nos ocupa, existe n,'€ N tal que para todo
n€ N que sea m» > m, ocurre que

o
Xpi 4__~_'.___.
Pomi] < 'y

lo cual implica que
[N » xni | £ i
para todo i€ I. Luego, para todo niumero natural n > n, es
Ao+ (%ni)icr €U
y por tanto ocurre que

lim %y - (xa) =0
n —» oo

lo cual termina de probar que la operacion producto de vectores
por escalares es una aplicacién continua por sucesiones en el espa-
cio E [T]. Dicho espacio es, pues, vectorial sucesionalmente topolé-
gico con la operacién suma de vectores continua y evidentemente
separado. Por ultimo, para ver que no es espacio vectorial topold-
gico, es suficiente con observar que no posee ningin sistema fun-
damental de entornos de cero constituido por conjuntos equilibrados.

Demostremos a continuacién el lema considerado en la demos-
tracion del teorema anterior:

Si
Ty =(x1)err 2= (¥9,)1e1s eeer ¥n=(Tnidiers .y

es una sucesién de vectores que tiende a cero en el espacio E [T] y
suponemos que existe una coleccién de nimeros reales positivos
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()i 1, tal que para todo #,€ N existe algiin € N que es n > n,
y con la propiedad de que una cierta coordenada x,; del vector «,
de la sucesion anterior, es tal que | 4, | > o, ; sea en este caso

Uz(E]-—ai;a;[)X( I;[J]"‘““‘”[)'

i€

en donde J es el conjunto de todos los subindices ¢ tales que existe
la correspondiente coordenada #,; del vector x,, con la propiedad
de que

|x‘,..'|§a,~,

entendiendo que para cada vector &, de los anteriormente conside-
rados elegimos una sola coordenada suya con la mencionada pro-
piedad. Evidentemente J es numerable. Supongamos que los «; que
aparecen en la definicién del entorno de cero U, son los elementos
de la familia (a); ¢1, antes considerada. Es facil ver que para todo
7,'€ N existe n € N que es n > n, y tal que #,€ U, lo cual es con-
tradictorio con la hipétesis de que la sucesion de vectores

Ky Xgy eney Ly onny

tiende a cero. Luego ha de existir un #,'€ N tal que para todo n' € N
que sea % > m,, se verifica que para toda coordenada x,; del vector
x, de la sucesién dada es

| xui | < i,
c. q. d.

Prorosicidn 1.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmen-
te topoldgico sobre el cuerpo K tal que la aplicacién suma de vec-
tores en E es continua, y con un sistema fundamental de entornos
dec ero constituidos por conjuntos equilibrados, entonces para cual-
quier escalar « 3£ 0 es

a-F(0)=F(0)

en donde F (0) es la familia de todos los entornos de cero del es-
pacio E [T] y entendiendo que

a-F(0)={aUSUEF(0)]
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DemosTrACION.—En primer lugar consideremos que si E es un
espacio vectorial y A es un conjunto equilibrado contenido en E,
entonces para cualquier escalar « tal que |« | > 1, se verifica que
A Cua A, pues si ¥ € A y damos un escalar cualquiera « para el que
|| >1, por ser A equilibrado se verifica que

a

Supongamos que V es un entorno de cero cualquiera en el espa-
cio E[T] y sea « un escalar distinto de cero. Por ser continua la
operacién suma de vectores, para cualquier » € N existe un entorno
de cero W en E [T] tal que

W+ ...+WcV.

Luego n WV y de aqui que W' iV, lo que prueba que para
n
cualquier n € N, es 1 V un entorno de cero. Por otra parte, pues-
n

to que « 7% 0, existe € N tal que 1 <|w|.
n

Si suponemos que V es un conjunto equilibrado, recordando que
por ello para cualquier escalar « tal que |« |>1 se verifica que
A Ca A, tenemos que V. C na V. Luego

—I—VCaV
n

1 .
vy puesto que — V es un entorno de cero, también lo ha de ser pues
n

& V. Por tanto
aF (0)CF (0)

Considerando que el anterior resultado es para cualquier escalar te-
nemos también que

LF(O)CF(O)
a
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Es pues F (O)'C o I (0). De todo lo anterior resulta que para todo
«escalar « %4 0 es F (0) = «- F (0), c. q. d.

Cororario 1.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmente
topolégico con un sistema fundamental de entornos de cero comnsti-
‘tuido por conjuntos equilibrados y con la operaciéon suma de vecto-
res continua, entonces es también un espacio vectorial topolégico.

DemosTrACION.—Es suficiente con demostrar que la operacién pro-
-ducto de vectores por escalares es una aplicacién continua, para lo
cual probaremos que son continuas en el origen, de acuerdo con
un resultado que aparece en [1], capitulo I, pig. 3, las aplicaciones
'siguientes :

(a)
E— ——— > E

X ————— My x

-en donde X, es un escalar cualquiera que fijamos.

(b)
KXE—mm —— E
(A ) ————— x
()
K— s E

— A x,

en donde x, es un escalar cualquiera que fijamos.
Probemos que es continua en el origen la aplicacién (a):
Si V es un entorno equilibrado cualquiera de cero en el espacio

1
E[T] entonces—l—— V = W es un entorno de cero, de acuerdo con
(i}

la proposicién anterior, y en el supuesto de que 1,540 (si fuese
2,= 0, todo seria trivial). Luego %, W < V, lo cual prueba que la
aplicacién (a) es continua en el crigen.

Probemos que es continua en el origen la aplicaciéon (b):

Dado un entorno cualquiera de cero en el espacio E [T], siem-
pre existe un entorno de cero equilibrado y absorbente V contenido
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en él. Luego si B (0; 1) es la bola abierta de centro 0 y radio la
unidad en el cuerpo base, se ha de verificar que el conjunto de
vectores

B(0:;1) -V={xsx=%v, LA€EB(1, 2¢€ Vi

estd contenido en V, lo que prueba que la aplicacién (b) es continua
en el origen.

Probemos que es continua en el origen la aplicacién (c):

Dado V, entorno de cero cualquiera en E [T], puesto que ha de
ser absorbente, existe algiin escalar « 3~ 0 tal que

B(0;|a])x V,

en donde B (0; |« |) es la bola abierta de centro cero y radio |« }
en K. Esto prueba lo que queremos, lo cual termina la demostracion
del corolario.

Cororar1O 2.—Si E [T] es un espacio vectorial sucesionalmente
topoldgico, con un sistema fundamental de entornos de cero S in-
variante por homotecias constituido por conjuntos equilibrados y
convexos y la topologia T es invariante por traslaciones, entonces
E [T] es también un espacio vectorial topoldgico.

DEMOSTRACION.—Para todo entorno de cero U en el espacio
E [T], existe algtin entorno V del sistema fundamental S, que esta

. . . . 1
contenido en U. Por ser S invariante por homotecias, 0 VES y
por ser V convexo es

1 1
5Vt g V=V

Luego la suma de vectores es una aplicacién continua en el origen
y por ser la topologia T invariante por traslaciones, la suma de
vectores es continua. Como los entornos de cero pertenecientes al
sistema fundamental S son equilibrados, en virtud del corolario 1,
E [T] es también un espacio vectorial topoldgico, c. q. d.

TeorEMA 2.—Existe algtin espacio vectorial sucesionalmente to-
poldgico separado con la topologia invariante por traslaciones y tal



CIERTAS CLASES DE ESPACIOS SUCESIONALMENTE TOPOLOGICOS 189

que ni la operaciéon suma de vectores ni la operacion producto de
vectores por escalares son aplicaciones continuas.

DEMOSTRACION.—Sea I un conjunto infinito no numerable de in-
dices y sea E = R™®. Es decir, como en la demostracion del teo-
rema 1, E es el conjunto de todas las familias (#;):; ., tales que
para todo ¢ €1 es &,€ R, cuerpo de los niimeros reales y los ele-
mentos #; de cualquier familia (#.):¢1 qQue pertenece a E, son todos
cero salvo un ntmero finito de ellos.

Sea K = R el cuerpo base del espacio vectorial consistente en el
conjunto E con las operaciones usuales de suma de vectores y pro-
ducto de vectores por escalares. Es decir,

(%:)ier +(¥ihier = (x4 ¥i)iex

Yo (xi)ier=(haxiyex

Definamos sobre E una topologia T de la manera siguiente:
T es invariante por traslaciones y un sistema fundamental F de

entornos de cero del espacio E [T] estid constituido por todos los
conjuntos de la forma:

o= (T ]—eiel) x

tedctl

X( H (] —eiei[U]l—owi—w[U]ys w[)) (=)
iel—-J
en donde ha de entenderse que todos los =z, y; son niimeros rea-
les positivos, que J es un conjunto numerable y que

| —ws o [={2E0€Ri—a; <A< o}
]-—00;-—7,'[=§7\§l€ R;)\<——T,‘£
Ivisvo[={ksh€ Ripu >0

Veamos en primer lugar que T, tal como ha sido definida, cier-
tamente es una topologia, para lo cual es suficiente con probar que
se cumplen las cuatro condiciones que han sido ya enunciadas en la
demostracién del teorema 1. Si # € E y llamamos B () a la colec-
cién de todos los conjuntos W (#) para los que existe algin U € F
tal que »# + U c W (x), evidentemente para B (0) se cumplen las
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condiciones 1.2, 2.* y 3. de las cuatro antes mencionadas. Para pro-
bar que se cumple la cuarta consideraremos cualquier W€ B (0) y
sea U€ F tal que Uc W. Supongamos que es de la forma ().
Consideremos un vector cualquiera y = (¥,);<: € U; queremos ver
que W es un elemento de la familia B (y) =y + B (0), para lo
cual es suficiente con probar que lo es el conjunto U. Veamos.

pues esto:

Si H es el conjunto de todos los indices ¢ tales que la coorde-
nada correspondiente vy, del vector y es distinta de cero, considere-
mos entonces el V€ F siguiente:

v=( 1L _]=t0[)

€J YyHC1I

x( TI (] =simivi—wi—wiulw=[))

i€I-Tyn

en donde J es el mismo subconjunto numerable de I que aparece em
la definicién de U '€ F; para cada ¢ €1 los v, son los mismos n-
meros reales positivos que aparecen en la definicién de U y los B
son los nfimeros reales positivos que definimos de la manera si-

guiente :
Para cada i€ J N H sea

B = ai—2U’;|

Para cada i€ H— ], si ocurre que |y, | <<a;, entonces

L ai— |y
e’_ D)

y si ocurre que |y, | > yi, entonces

Bi= 12 I2- T

Si es 1 € I — H, entonces sea B; = «,.
Veamos que con las condiciones anteriores, el conjunto

y+VEB(y)

estd contenido en U:
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Si we€y + V, ha de ser w =7y + v, en donde v€V. Sea
v = (Vi)ic1; sl 1€ JN H, entonces

%] as

% __ ..
g <5t =ui

pibu <yl pi=y 20 o Il
yitvi>— |yl —p§>—w

Sii€H—7J yes |y | <, se hace andlogo razonamiento.
Sii€eH—7J yes |y |>a, supongamos primero que y; > vi.
En este caso

Lyl =3 13 T Vi, Y .
5 =g T3 oty =W

yi+t o> |yl —Bi=19l— D)

Supongamos segundo que y; << — ;. En este caso
yvitou<l—|lyl+bhi<—y
Si 1€ —H entonces y;, = 0 y por tanto también se verifica
yitovi=o0€)—aiai[U]—ooi—3[U]Ty0]

Queda pues visto que y + V € U, lo que prueba que la cuarta
condicién se cumple para el conjunto B (0). Como T es definida in-
variante por traslaciones, es facil ver que al verificarse para B (0)
las cuatro condiciones consideradas, se han de verificar también para
B (x), en donde x es cualquier vector del espacio E. Queda asi pro-
bado que T es ciertamente una topologia definida sobre el espacio:
vectorial E.

Veamos en segundo lugar que la operacién suma de vectores es
una aplicacién continua por sucesiones en el espacio E [T] y para
ello comencemos por admitir el siguiente lema que mas adelante
probaremos:

«Si
Xy = (01;) 1 e1s ¥3= 1 Fadiers +oer Xn = (Cndicrr.e,
es una sucesién de vectores que tiende a cero en el espacio E [T}

¥y (@):er es una colecciéon de niimeros reales positivos, entonces
existe un n,€ N tal que para cada »'€ N que sea n > n, se verifica:
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que para todo ¢€ I, la coordenada x,; del vector x, de la sucesion
anterior, es tal que | 4, | < %». De acuerdo con esto, si las suce-
siones de vectores

X =(Fdierr ¥3= (*¥3)ie1r oy ¥n= (Fnidiers -,
Y1=(Jidiers 93=(D2idierr ++r In={(Inidier, -+,
tienden a cero en el espacio E [T], entonces dado un entorno de

cero cualquiera

U=(:e]'.1—‘!::r]_ai;ai[) X

><( H (] —af:ai[U]——oo;—“filUH;:w[))

tel—-J

. . ./ , - a;
si consideramos la coleccién de ntimeros positivos ( : ) , ha de
i€g

existir un ntimero natural =, tal que para todo niimero natural
n > m, se verificard que para todo 7€ I, los nimeros reales i, Vui,
que son coordenadas respectivamente de los vectores #,, v, cum-
plen las relaciones

a;

g
| 2ai | < 2’ I,Vm|<—2—

Tuego sera
| %ni 4 yni | < @i

lo cual implica que #, + y,€ U. Es pues continua por sucesiones
en el origen la operacién suma de vectores en el espacio E [T] y
como T es una topologia invariante por traslaciones, dicha opera-
<ién suma es continua por sucesiones.

Veamos en tercer lugar que la operacién producto de vectores
por escalares es una aplicacién continua por sucesiones en el espacio
E [T], para lo cual es suficiente con probar que se cumplen las con-
diciones:

(a) La aplicacién

RXE———>E
(A, &) ————> Ax

€s continua por sucesiones en el origen.
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(b) La aplicacién

R— ———E

P

s continua por sucesiones en el origen, siendo x, un elemento cual-
quiera de E, que fijamos.

(c) La aplicacién

E———E

£ ¥

-es continua por sucesiones en el origen, siendo A, un elemento cual-
«quiera de R, que fijamos.

Probemos que se cumple la condicién (a):

Sea

o =(*)ie1y ¥3=(X3i)icrreeer Xn=(Cnidjers v+,

una sucesion de vectores del espacio E, que tiende a cero y sea
Aps Agy wees Ayy ..., una sucesion de elementos del cuerpo base R, que
‘también tiende a cero. Hay que probar que la sucesion de vectores

Ny« Xy Mg s Xgyeeuy Ay Xnyoeo,

producto término a término de las otras dos, también tiende a cero.
Para ello demos un entorno cualquiera en el espacio E [T],

o= (T -wial) %

iedc1I
X (iel;l‘y(]af: Ul =i —p[Uluio])) -

En virtud del lema tltimamente enunciado, existe un 7, € N tal
-que -para todo € N que sea % > #n, se verifica que para todo
1€ I, la coordenada x,, del vector #, de la sucesién de vectores
dada, cumple | #n| <<« El n,€ N podemos elegirlo de manera
«que también se cumpla que para todo #'€ N que sea n > n,, se ve-
rifica que | X, |'<< 1, puesto que la sucesiéon de escalares la hemos
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supuesto con limite cero. Luego para todo ntimero natural n > n, es

| A+ i | << i

vy por tanto

lim Ay« 2, =20
n—>

en el espacio E [T].
Probemos que se cumple la condicién (b):
Dado un vector cualquiera x,€ E y dado un entorno de cero

cualquiera
U=(:E]J=,] —a;;a;[) x
8 ( H (] -a";“"[U]““”;—'W.'IU]w;w[))

tel—-J

en el espacio E[T], evidentemente si es x, = (§): 1, existe algtm
0. € R que es @£ 0 y tal que para todo 7€ I se cumple

la | <ay,

pues sélo hay un ntmero finito de §; distintos de cero. Luego para.
todo 2 '€ R que cumpla | A | <=, ha de verificarse | X §; | <o, para
cualquier i€ I. Por tanto, si |1 | <<« entonces X x,€ U, lo cual
prueba lo que queremos.

Probemos que se cumple la condicién (c):

Dado un 1, € R, si es A, = 0, es trivial que la condicién (c) se
cumple. Si suponemos que 1,3 0, dado un entorno cualquiera.

de cero,
v=(TL ] -wswl) x

iedcl

x( HJ(]—a;;ai[Ul—”;—T-'[UlT"?‘”[))

1€~

en el espacio E [T], sea V el siguiente entorno de cero:

v=(IL = g [) x

ieJcl

< (JL 1= 55 pgivi-ei- 1 055 i [))
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en donde el conjunto numerable J es el mismo que el que aparece
en la definicion de U y para cada i€ I los «; y v, son también los
mismos numeros reales positivos que aparecen en la definicién del
entorno de cero U. Es facil ver que si un vector x€ V, entonces
X, € U, lo cual prueba (c).

La operacién producto de vectores por escalares es, pues, con-
tinua por sucesiones en el espacio E [T]. Como habiamos visto que
la operacién suma de vectores es continua por sucesiones en dicho
espacio, resulta que es vectorial sucesionalmente topolégico y evi-
dentemente es separado. '

Veamos en cuarto lugar que la operacion suma de vectores en
E [T] no es una aplicacién continua:

Consideremos en dicho espacio un entorno de cero

o JL )= e[) =

ieJcCl

X( H (]—a’“a"'[U]_“’? —7i[U] Y oo[))

HET~T

tal que para todo € I — J se cumpla que «'; < ¢"i. Si es
= ([L1-#asl) -

x (TT (1= 81U =i =i (U100 [ )

LET—J

un entorno cualquiera del espacio considerado, por ser I infinito no
numerable y ser J y J’ conjuntos numerables, evidentemente

(I=nn=71)+0
Luego existe algtn subindice
| W €(I—1)N(1—7)
y también existen dos ntimeros reales §;, y =, tales que
Eifp << — iy >384
y su suma cumple las relaciones

a7 <<E&; ;<7
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Si consideramos los vectores
rx=(%)ierr ¥y = (¥i)ier

tales que

Fig=E&, .\ ¥, = Niy»

y para cualquier subindice 1341, es 4, = 0, y, = 0, entonces es
claro que v €V’, y€V pero # + y ¢ U’. Luego V" + V ¢ U y
por tanto la operacién suma de vectores en el espacio E [T] no es
continua.

Veamos en quinto lugar que la operacion producto de vectores
por escalares tampoco es continua:

Consideremos otra vez el entorno de cero U’ antes dado. Si su-
ponemos que V’ es el entorno cualquiera de cero que también antes
habiamos considerado, evidentemente para todo = € R que sea « >0
existird algin X € R para el que se cumpla que |[A|<<a y al-
gtn § €R que sea § > ¥, y tales que se verifica

a‘{o <2 E"o < 1':0

Luego, si consideramos el vector » = (#,) tal que #,, =&, y para

cualquier ¢ € I que sea 7414, la coordenada correspondiente x; es

x; = 0, entonces ¥ € V' y X x ¢ U’. Por tanto la operacién produc-

to de vectores por escalares no es continua en el espacio E [T].
Por ltimo probemos el lema pendiente de demostrar:

Si
2 == (%) 1> Xy = (%9 1c1r over Xn=(Xni)icrro-os

"Es una sucesién de vectores que tiende a cero en E[T] y existe
una coleccién (e;); .1 de niimeros reales positivos tales que para
todo #,€ N existe n'€ N que cumple ©» > n, y para el que una coor-
denada x,, del vector #, de la sucesién anterior es tal que | x| > %,

sea entonces
U—_—.( II ]—a;;a;[)x

itedcil

x ( H (]-—-a;; a,-[U]—-uo:—T.'[U]Ti;”[))

1€e1T-J
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un entorno de cero para el que J es el conjunto de todos los i€ 1
tales que existe x,;, coordenada del vector #, de la sucesion ante-
rior, que cumple | #,; | > «;, entendiendo que para cada vector ,
considerado, se ha elegido una tnica de tales 7 € I. Evidentemente
J es numerable. Supongamos que los w, que aparecen en la defini-
cién de U son los ntimeros reales positivos de la coleccién (o) ¢ r
antes dada. Por dltimo supongamos que también los y; son niimeros
reales positivos cualesquiera. Evidentemente para todo #,€ N existe
algin € N que es n > n, y tal que a4, € U, lo cual es contradic-
torio con la hipdtesis de que la sucesidon de vectores &, &y, ..oy iy --es
tiende a cero. Luego ha de existir un n,€ N tal que para todo
n'€ N que sea n > n, se verifique que cualquier coordenada 4, del
vector &, de la sucesiéon dada, cumple que | x,; | <<ay, c. q. d.

Lema 1.—Existe algln espacio vectorial E sobre el cuerpo K y
dos topologias T, y T, definidas sobre E tales que:

E [T,] es un espacio vectorial topoldgico separado.

E [T,] es un espacio vectorial topolégico separado.

T, es estrictamente mas fina que T,.

Una sucesién de vectores #,, &, ..., &n, ..., €S convergente a

un vector x en el espacio E [T,] si y sélo si es convergente a dicho
vector x en el espacio E [T,].

DEMOSTRACION.—Sea E el espacio vectorial sobre el cuerpo
K =R, que ha sido considerado en las demostraciones de los teo-
remas 1 y 2. Sea F, la familia de todos los conjuntos contenidos en
el espacio vectorial E y que son de la forma

U=(H]—a;;a;[)xnl€;

i€d iel-J

en donde para todo ¢ €I—7J, E;;= R y J es un subconjunto nu-
merable cualquiera del conjunto infinito no numerable de indices I.
Definimos que T, es la topologia sobre el espacio vectorial E, inva-
riante por traslaciones y para la cual la familia F, de subconjuntos
de E es un sistema fundamental de entornos de cero.

En primer lugar hay que ver que T,, tal como ha sido definida,
ciertamente es una topologia, para lo cual es suficiente que se cum-
plan las cuatro condiciones enunciadas en la demostracion del teo-
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rema 1 y de las cuales es evidente se cumplen las tres primeras.
Veamos que también se cumple la cuarta:

Dado un vector cualquiera x € E, sea
B(x)={A33UEF :a+UCA]|

Si A € B (0), existe algin U€ F, tal que UC A. Sea vy = (¥))i e1
un vector cualquiera perteneciente a U y sean Vi, » Vigs oo Vi las
componentes distintas de cero del vector y. Si llamamos I al con-
junto {i, iy, ..., 4} N J y es 1€ J,, sea entonces

8 = o —2|yi|

Sii€]—7J, sea entonces B, = «, y sea

v=(I1-se[)x I E
Veamos que y + Vc U:

Si #€y + V entonces ¥ =y + v, con v€V, Sea v = (¢)ic1-
Si es i € J, entonces

Yitun<|yil 8=+ a.'—2|y;| = 'ng +E2L<£2L+ﬁ2i'=“"
R P iy . .
Gt n>— Iyl —h=— 1yl — = 2”' =— y2l -——a2'—>-—-a2—'—
%
2 T

Siest€]—], entonces
yitvi=o,<pi=a;yito=0,>—fpi=—a

Si es i€ —7J entonces y;.+ v,€ R'= E,. Luego, ciertamente,
y 4+ Vc U, lo cual prueba la referida cuarta propiedad para la fa-
milia B (0), y como T, es definida invariante por traslaciones, la
mencionada propiedad se ha de cumplir para cada familia B (x), en
donde x € E. Es pues T, una topologia definida sobre el espacio
vectorial E.
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Probemos en segundo lugar que la operaciéon suma de vectores
es continua en el espacio E [T,]:
Dado cualquier

U=(iel—LI]—a;;ai[) X (1l‘l:JEi)

sea

= (TL1-% 2D~ (L=

Evidentemente V + V < U y por tanto la suma de vectores es con-
tinua en el origen. Como la topologia T, es invariante por trasla-
«ciones, es evidente que dicha operacién suma de vectores es conti-
nua en el espacio E [T,].

Probemos en tercer lugar que la operacion producto de vectores
por escalares es continua en el espacio E [T,], para lo cual es sufi-
ciente que se cumplan las condiciones (a), (b) y (¢) que se conside-
ran en la demostracién del corolario 1.
 Probemos que se cumple la condicién (a):

Si 3, = 0, todo es trivial. Si suponemos que i, 0, dado un
entorno de cero cualquiera

o= (T 1-msal) < TL =)

i€d iel—-J

perteneciente al sistema fundamental F,, sea

o= (=2 D < (T )

iel~Jd

Evidentemente para todo x€ V se verifica que i, # € U, lo cual
prueba la condiciéon (a).

Probemos que se cumple la condicién (b):

Dado cualquier U € F,, puesto que todo elemento de la familia
F, es un conjunto equilibrado, ha de ser [—1,1] - Uc U, lo que
prueba la condicién (b).

Probemos que se cumple la condicién (c):
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Puesto que cada vector x € E tiene sélo un ntimero finito de
componentes distintas de cero, es evidente que todo U € B (0) es
absorbente y por tanto dado x,€ E, existe algin escalar a« 7% 0 tal
que para todo escalar A€ [— |« |; |« |] se verifica que X #, €U,
lo que prueba la condicién (c).

Es pues continua la operacién producto de vectores por escalares
en el espacio E [T,], lo que termina de demostrar que dicho espa-
cio es vectorial topolégico y evidentemente es separado.

Supongamos ahora que T, es la topologia localmente convexa
suma directa definida sobre el espacio vectorial E. El espacio vec-
torial topolégico E [T,] es separado y evidentemente T, es mas fina
que T,. Luego, toda sucesion de vectores &,, %,, ..., %, ..., que tien.
de a un vector x en el espacio E [T,], también ha de tender a dicho
vector x en el E [T;]. Para demostrar la propiedad reciproca con-
sideremos el siguiente resultado que mas adelante probaremos:

«Si
2= (%1;)ie1r X2 == (Xg))iers --+> xn-':(xni)ze!i--n

es una sucesion de vectores que tiende a cero en el espacio E [T,],
dada una familia cualquiera de ntmeros reales positivos {yi}ic1,
existe un n, € N tal que para todo # > m, y para todo i€ 1 se ve-
rifica que | #,; | <y: y ademas existe un ntmero finito de indices
{11, .., i} tal que para cualquier i € {4, 45 ..., i} la componente
¥, del vector &, es #n, = O». '

De acuerdo con el resultado acabado de enunciar, dada una su-
cesion de vectores

Xy = (x1;)ierr Xg=(%3:)ierrev-r Xn=0(nd crreer,

que tiende a cero en el espacio E [T,] y dado un entorno cualquiera
de cero U en el espacio E [T,], al que podemos suponer de la forma

U=<Uji ([—-ai;a;])>.

i€l

(en donde para cada i€ I designamos por j, a la inyeccién canoénica
del espacio E,; en el E), han de existir un conjunto finito de indices
{4y ., ip} ¥ un n,€ N tales que para todo ¢ €& {i,, ..., ip} y para
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todo.n € N que sea # > n,, la componente z,; del vector #, de la
sucesion dada ha de ser #,, = 0 y ademis se ha de verificar que
los valores absolutos de las componentes Tty wos Fnty cumplen las
relaciones

g ai’

yoeeey Jxai | <
? ?

|x”i.1]<

Considerando las referidas condiciones es facil ver que para todo
7€ N que sea #n > n, se verifica que el vector &, '€ U. Por tanto la

sucesién de vectores x,, #,, ..., #n, ..., tiende a cero en el espacio
E[T.], c. q. d.

Probemos a continuacién el resultado antes enunciado y que esta.
pendiente de demostracion:

Si suponemos que para todo conjunto finito de indices {iy, ..., 5}
existe algtn indice i € {i, ..., 4} tal que la componente x,; del vec-
tor %, de la sucesion #x,, %5, ..., #, ..., €s distinta de cero, entonces.
hay una sucesién de vectores

Xpyy Xngy o0oy x,,f, ceny

subsucesiéon de la antes dada, y existe un cierto conjunto infinito
numerable de indices

T= {4y iy enny fgy o ]

tales que para todo ¢'€ N la componente Ty i, del vector T, de la
sucesion

Tnys Empr oenr Xmgy ees

ha de ser X i, # 0. Para cada ¢ € N sea

%y = | Xy i,

Si en el espacio E [T,] consideramos el entorno de cero

v= (I 1=wsal)x( IT =)

ied i€l J



202 MANUEL SUAREZ

evidentemente para todo ¢ € N se verifica que T, ¢ U y por tanto
la sucesion de vectores

Xngy Xngy oeny any ce .y
no tiende a cero, lo cual es contradictorio con la hipdtesis de que
€s una subsucesion de una sucesién que tiende a cero.

Por dltimo supongamos que existe una familia (,); ¢, de niame-
rTos reales positivos tal que para todo #,€ N hay algin n € N que
€S n > M, y existe algin indice 7€ I tal que para la componente #,,
«del vector #, de la sucesién dada x,, 4, ..., 4, ..., cumple la con-

dicién | #,,; | > «;; entonces dado un conjunto numerable J € I de
itales indices 7, y dado

o= (T =wel) < (TT &),

i€Jd i€l

entorno de cero del espacio E [T,], evidentemente para todo 7, € N
existe algin # € N que es » > #n, y tal que el vector #, no perte-
nece a U, lo cual es contradictorio con la hipétesis de que la suce-
si6n de vectores x,, %, ..., &n, ..., tiende a cero en el espacio
E [T,], lo cual termina la demostracién.

TeoreEMA 3.—Existe algiin espacio vectorial sucesionalmente to-
pologico separado sobre el cuerpo K, con la operacion producto de
vectores por escalares continua sin que dicho espacio sea vectorial
‘topolégico.

DEeEMOSTRACION.—Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y
sean T, y T, dos topologias definidas sobre E, tales que T, es es-
trictamente mas fina que T,, E [T,] y E[T,] son espacios vecto-
riales topoldgicos separados y con la propiedad de que si una suce-
sién de vectores tiende a cero en el espacio E [T,] entonces tam-
bién tiende a cero en el E [T,]. Tales supuestos podemos hacerlos
en virtud del lema anterior.

Consideremos sobre el espacio vectorial E una topologia T defi-
mnida de la siguiente manera:

Si B, (0) es la familia de todos los entornos de cero del espacio
E [T,], entonces B, (0) es la familia de todos los entornos de cero
del espacio E [T].
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Si para cualquier vector # 7% 0 de E es B, (+) la familia de todos
los entornos de x en el espacio E [T,], entonces B, (#) es también
la familia de todos los entornos del vector x en el espacio E [T].

Es trivial probar que T, tal como ha sido definida, es ciertamente
una topologia sobre el espacio vectorial E.

Veamos que la operacién producto de vectores por escalares es
continua en el espacio E [T]:

Dados un escalar cualquiera 2 y un vector cualquiera x, si
) x4 0 entonces han de ser A 4 0 y # % 0. Dado un entorno cual-
quiera U, (A x) del vector A x en el espacio E [T], de acuerdo con
la definicion de T, el conjunto U, (A #) es también un entorno del
vector X # en el espacio E [T,], que es vectorial topologico, por lo
-que han de existir una bola abierta B (x; ) en K, de centro X y
radio un nimero real » > 0, y un entorno U, (x) del vector x en
«dicho espacio E [T,], tales que

B(h; 7). Uy (x) Uy ().

Pero es claro que el conjunto U, (#) es también un entorno del vec-
tor & en el espacio E [T] y por tanto la operacién producto de vec-
‘tores por escalares es continua en todo punto (3, #) € K'x E tal
que A x £ 0.

Si fuese A »# = 0, entonces necesariamente ha de ocurrir uno de
los dos casos siguientes:

(a) Quesea A =0y x#£0.

(b) Que sea & = 0 y X cualquier escalar.

En el caso (a), dado un entorno cualquiera de cero U, (0) en el
-espacio E [T], el conjunto U, (0) también es entorno de cero en el
-espacio E [T,], que es vectorial topolégico y por tanto han de exis-
tir un entorno V, (#) del vector # en dicho espacio E [T,] y una
bola abierta B (0; ) en K de centro cero y radio un nfimero real
+ > 0, tales que

B(0;7) - Vi (x) U, (0).

Pero la topologia T, es mas fina que la T, y de aqui que el con-
Jjunto U, (#) = V, (x) sea entorno de x en el espacio E [T,]. Luego

B(0:r) .U (x)c U, (0).
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Pero en virtud de como ha sido definida la topologia T, el conjunto
U, (#) es también un entorno del vector x en el espacio E [T], lo
cual termina de probar lo que deseamos en el caso (a).

En el caso (b), dado un entorno de cero cualquiera U, (0) del
espacio E [T], también lo es del espacio E [T,], que es vectorial
topolégico, por lo que existirdn un entorno de cero V, (0) en dicho
espacio E [T,] y una bola abierta B (3; ) en K de centro X y radio
un namero real r > 0, tales que

B(k;»).V,(0)c U, (0)

Pero V, (0) también es un entorno de cero en el espacio E [T],
lo cual termina de probar lo que queremos en el caso (b).

Queda asi visto que el producto de vectores por escalares es una
operacién continua en el espacio E [T].

Considerando como han sido definidas las topologias T,, T, y T
es facil probar también que la suma de vectores es una operacion
continua por sucesiones en el espacio E [T].

Por dltimo, es trivial que el espacio E [T] no es vectorial topo-
l6gico, pues la topologia T no es invariante por traslaciones ya que
de serlo, la topologia T, no seria estrictamente mis fina que la T,
contra lo supuesto.

CoroLARIO 3.—Existe algtin espacio vectorial sucesionalmente
topoldgico separado, con un sistema fundamental de entornos de
cero equilibrados; con la familia de todos los entornos de cualquier
punto, invariante por homotecias; con la operacion producto de
vectores por escalares continua y tal que dicho espacio no es vec-
torial topolégico.

DemosTrACION.—Trivial después del teorema 3.

ProrosiciON 2.—Si {E;};: es una familia de espacios vectoria-
les sucesionalmente topolégicos, entonces el espacio vectorial pro- -
ducto cartesiano

E=I€];E,-

con la topologia producto, es también un espacio vectorial sucesio-
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malmente topoldgico. Si todos los espacios E; son separados, enton-
ces E es separado.

DemosTrACION.—En primer lugar probemos que la operacién
suma de vectores en el espacio

E::HF;
i€

«con la topologia producto, es continua por sucesiones:
Sean

Ay, Bgyivny @nyeeey Y by by by,
:sucesiones en el espacio E tales que existen

a= lim a, y b= lim 5,.
n— n — v

Para cada #n € N sea
s =(8ni)icx Y a=(%)jer-

Dado entonces un ¢€ I cualquiera y un entorno cualquiera U, (a))
de o; en el espacio E,, puesto que

U@=U;e x || &

SINER

s un entorno de @ en el espacio E, existe alg(in »n,€ N tal que para
todo '€ N que sea n > #n, se cumple que a,'€ U (¢), lo cual im-
plica que para todo n€ N que sea n> n,, se verifica que @,,€ Us(a,)
‘y por tanto para cualquier ;€ I ha de ser

lim ay; = a5
n P 00

Si para todo n'€ N consideramos que b, = (bm)ic: y también

«que b = (B): 1, anilogamente veriamos que para cualquier 1€ 1,
se verifica que

n -3 oo
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en el espacio E,. Considerando que para todo 7€ 1, el espacio Eg
es vectorial sucesionalmente topolégico, tenemos pues que

lim (an; + bui) = a; + B;

E ]
Supongamos ahora que

U(a+2)=U; (a;; + 4;) X ... XU,'p(a,}—f-b;)) ]_[ F;

iE€T -

- ’ilu--tyi}iz

es un entorno cualquiera del vector ¢ + b en el espacio E. Puesto
que, segin hemos visto, para todo i €1 es

lim  (@ani + dud) = a; + fi

-

han de existir unos nimeros naturales #,, #,, ..., #, tales que para
todo n € N que sea n > n, se verifica que

ani, + bniy € Uy (a4 + Biy)
para todo #n € N que sea # > #n, se verifica que
@ni,t bai, € Uiy (a4 4 Bi)

y asi sucesivamente, por {ltimo, para todo #'€ N que sea n > 7, se
verifica que

aniyt buiy € Uiy (a;, + Bip
Luego si

Mg = sup {my, my, ..., 11y}
entonces para todo n '€ N que sea n > #n, ha de ser

Gn +bn €U (a+5)

La operacién suma de vectores en el espacio E es, pues, continua:
por sucesiones.



CIERTAS CLASES DE ESPACIOS SUCESIONALMENTE TOPOLOGICOS 207

Probemos que la operacion producto de vectores por escalares.
en el espacio E es continua por sucesiones:
Sea A, Ag ..uy Ay, ..., una sucesion de escalares tal que existe

lim A, =\
N —> 0
v a, @, ..., @, ..., una sucesion de vectores en el espacio producto

E, tal que existe

lim a4, = a
7 3 00

Supongamos que para todo #€N es @, = (Gni)ie1 V €5 ¢ = (%) c1--
Dado cualquier ¢'€ I, recordemos que ha de ser

lim ayi = Q5
n —> 0

Puesto que para todo i€ I el espacio E; es vectorial sucesionalmen-
te topolégico, tendremos que para todo ¢'€ I ha de ser

Him Ay @Gni = \ a;
n —> 0

lo cual implica que dado cualquier entorno

U(ha) =Us (hai) X ... X U, (haiy) X i;[{[ E;

— i, e ipt

del vector X a en el espacio E, existen ciertos nimeros naturales.
y, Ny ..., By, tales que para todo #€ N que sea n > n,, se veri-—
fica que

M dnip € Ui (N ai));

para todo #» € N que sea »n > n,, se verifica que

Aot ayi, € Ut‘g (N @iy )
y asi siguiendo, por ftltimo, para todo n'€ N que sea n > n, se
verifica que

Ao aniy € U,-p (la.'f)
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my==sup { ny, ny, ..., s},
—entonces para todo #»'€ N que sea #n > n, ha de verificarse, pues, que

ha aniy € Uiy (Maiy), hnamiy € Uiy (Matiy) s ooty M 3niy € Uiy (N a)

Luego, para todo » € N que sea #n > n, tenemos que
An an € U () a)
do cual implica que

lim A, a, =1\ a
n —» o

'y por tanto la aplicacién producto de vectores por escalares es con-
tinua por sucesiones en el espacio producto E. Dicho espacio (con
la topologia producto, se entiende) es, pues, vectorial sucesional-
‘mente topolégico. Que E es separado si todos los espacios de la
familia {E;}; .1 son separados, es trivial.

ProrosiciON 3.—Si {E;}, <1 es una familia de espacios vectoriales
:sucesionalmente topolégicos sobre el cuerpo K y

E:]:[E;
terx

s el producto cartesiano de la anterior familia, sobre el que consi-
deramos la topologia producto, entonces:

1.° Si para todo i€ I la operacién suma de vectores en el espa-
«<io E,; es continua, podemos asegurar que la operaciéon suma en el
-espacio producto E, también es continua.

2° Si para todo i€ I la operacién producto de vectores por es-
calares en el espacio E, es continua, podemos asegurar que la ope-
-racién producto de vectores por escalares en el espacio producto E,
también es continua.

DEMOSTRACION.—Probemos lo 1.°:
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Sean ¢ = {ai}1c1 ¥ b= {bi}: 1 vectores cualesquiera del espacio
E. Sea

U(a—}—b):U;l(a;x-i—'bil)x...xU;f(a;f—}—b;’)x H E;

i€l —

— ity wens 2]
un entorno cualquiera del vector ¢ + b en el espacio E. Puesto que
para cualquier '€ I la operaciéon suma de vectores es continua en el
espacio E,;, existen
Uiy (@) s Ui (8i)y o ooy Uiy (a4) s Uiy (87),
.entornos respectivos de los vectores

(227 bi‘, ey aif) bi[v

en los espacios respectivos E; , ..., Ei}’, tales que se verifica

Ui, (@4) 4 Uiy (6i) © Uiy (@i, + 6i) ooy Uiy (ai) +
+ Uiy (5i)) © Uig(aiy + i)

lo cual implica que si

U(a) = Ui (i) X ... X Ui (aig) X H E;

tel —
iy oo i)
y si
U@ =Us i) x ... x U ib;)x || E
el -
_—{"ll"') ’};l
entonces

U(a)+ U @) cUa+ 5.

La operacidn suma de vectores en el espacio producto E es, pues,
continua.
Probemos lo 2.°:
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Sea @ = {a;}; 1 un vector cualquiera en el espacio E y X um
elemento cualquiera del cuerpo base. Supongamos que un entorno
cualquiera del vector A a en el espacio E es el

URGa)y=U; Nai) X ... XU,}(?\a,})x H F;
iel -
= biry e dgl

Puesto que para todo i€ 1 la operaciéon producto de vectores.

por escalares se supone continua en el espacio E,, existen en K los.
entornos de A,

Ui (N onny U,'}, (n)
y existen respectivamente en los espacios
Eiiy ovny ,Ei/"

los conjuntos U; (a;), entorno de a;, ..., U’p (aiﬁ), entorno de a;
tales que

P’F

Ufl ()\) Uil (aix) c Ui; ()\ail)y Ve oy Ui}; (k) ' U'p (aip)c Ul‘) (ﬂ;‘))

Si
UM)=Ui (M) N ... NU,(N)
y
U (a) = Uj (@i)) X ... X Uiy (aiy) X H E;
- 3.',1,6.1—,—;,;
entonces

U (M) -U(a)c U (ha)

Luego la operacién producto de vectores por escalares es conti-
nua en el espacio producto E, c. q. d.
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