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Several proofs of Radon-Nikodym type theorems for measures with values in 
locally convex spaces 'which appear in the literature, usually involve an embedding 
in an appropiate Banach space built on the range of the vector measure, and an 
^application of the Banach space result. The bornological character of these proofs 
made us to ask for a general Radon-Nikodym theorem for bornological spaces. 
In this paper we establish that theorem, 'which specializes to improve several 
known results. For this purpose, we make an essential use of [1], where we 

•establish a theory of measure and integration in bornological convex spaces. 

Introducción y notaciones 

Aunque los primeros resultados sobre teoremas del tipo de Ra
don-Nikodym para medidas con valores en un espacio de Banach, 
se remontan a los trabajos de Dunford, Pettis y Phillips en la déca
da de los 40, no es hasta 1968 cuando Metivier y Rieffel, indepen
dientemente, establecen condiciones necesarias y suficientes para la 
validez del teorema de Radon-Nikodym en espacios de Banach para 
la integral de Bochner, y Moedomo y Uhl extienden estos resulta
dos para la integral de Pettis. El establecimiento de teoremas aná
logos para medidas con valores en clases más amplias de espacios 
localmente convexos ha motivado gran número de trabajos (véase 
la bibliografía). Una técnica muy utilizadas consiste en la construc

ción de un espacio de Banach adecuado sobre la imagen (acotada) 
de la medida vectorial, y aplicar entonces el resultado de espacios 

-de Banach. El carácter indiscutiblemente bornológico de este pro-
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cedimiento hace pensar que un enfoque de este tipo permitiría siste
matizar muchos de los resultados obtenidos, así como obtener otros» 
nuevos. En este trabajo se intenta llevar a cabo este programa. Para, 
ello, resultan esenciales los resultados de [1], en donde se establece 
una teoría de la medida e integración en espacios bornológicos con
vexos. Se obtiene un teorema del tipo de Radon-Nikodym para es
pacios bornológicos que, en particular, se especializa para obtener 
muchos de los resultados conocidos con ventajas adicionales, pues-
en las mismas hipótesis se obtienen funciones de densidad respecta 
a una noción de integración que, en general, es más estricta que las 
utilizadas en los distintos trabajos citados. 

En general, para las nociones no definidas a continuación, nos 
remitimos a [7] y [14]. Por un e. b. c. (resp. e. 1. c.) se entenderá, 
siempre un espacio bornológico convexo (resp. espacio vectorial to-
pológico localmente convexo) y separado, sobre el cuerpo K de los 
reales o los complejos. Para cada disco acotado B 'C E se designa
rá por EB el s. V. engendrado por B en E, dotado de la norma 
/>„ = funcional de Minkowski de B. E^ (resp. E') designará el duat 
bornológico (resp. topológico) de un e. b. c. (resp. e. 1. c.) E. Se 
supondrá siempre que los e. b. c. que aparecen son regulares, eŝ  
decir, que E^ separa los puntos de E. Si Cl es un conjunto y A c: Q, 
designaremos por CA la función característica de A. Finalmente, si' 
m es una medida con valores en el e. 1. c. E, para cada seminorma 
continua p sobre E se define la /^-variación 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de Ŝ  
en conjuntos medibles. \ m \p es una medida escalar; se dice que 
m es de variación acotada si \ m \p es una medida finita para cada' 
seminorma continua p. 

Preliminares 

A continuación, para comodidad del lector, expondremos las de
finiciones y resultados sobre la teoría de la medida e integración eif 
espacios bornológicos que se utilizarán a lo largo del trabajo. E a 
todo caso, nos remitiremos a [1] para las demostraciones y aclara
ciones pertinentes. 
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En lo que sigue, designaremos por Q un conjunto, E una c-álge-
Sbra de partes de O y (x una medida finita, positiva y completa sobre 
X. Para cada S € 2 , escribiremos 

Is = ÍT n S : T '€ E y Ss^ = !T € Ss : ]i (T) > 0|. 

Si E es un e. b. c. completo, una medida bornológica con valo-
:res en E es una aplicación m : 2 —> E tal que m (0) = O y para 
"toda sucesión disjunta (A„) de elementos de S verifica 

'(Ú-)=| fft{An\ 

donde el segundo miembro es subserie convergente en sentido de 
Mackey (es decir, en algún espacio EB, con B disco acotado). 

Una función f:Q—^E es b-medible si existe una sucesión (fn) 
•de funciones simples que converge a / casi uniformemente en senti-
«do de Mackey, es decir, para cada E > - 0 , existe Ke € S y un disco 
acotado Be tal que p. (0\Ke) ¡< e y (fn) converge uniformemente a / 
sobre Ke en el espacio normado EB . Diremos que (/„) es una su
cesión aproximadora de / y escribiremos 

U (/, fn) = JK Ç S : /« >• f uniformément* sobre K en el sentido de Mackeyj. 

Para cada K € U (/, /„) existe un disco completante acotado BK 
tal que /K = CK / '• Û —> EB es integrable Bochner, y el elemento 

f/,dy.^f/d^e^B^ 

no depende del disco BK elegido. Una función b-medible se llama 
b'integrable si verifica alguna de las dos condiciones equivalentes 
'.siguientes : 

I) Si (fn) es una sucesión aproximadora de /, para cada sucesión 
<lisjunta (Kn) de elementos de U (/, /^), existe un disco acotado com
pletante B tal que la serie 

00 / • 

^s sumable en EB 
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II) Se verifica : 
i) Para cada ^ ' '€ E^, la función t —>• </ {t), x') es integrable. 

ii) Para cada A '€ S, existe Í f d [i € E tal que 
A 

^ A / A 

iii) La aplicación 

S 3 A >ix/(A)= j / ^ j x 
A 

es una medida bornológica. 
En particular, si existe un disco acotado completante B tal que-

/ (t) € Efi para casi todo t, y la función / : û —> EB (definida erB 
casi todo punto) es integrable Bochner, evidentemente / es b-inte-
grable. Por razones obvias, llamaremos funciones integrables Boch
ner a este tipo de funciones b-integrables (véase [1]). 

Si E es un e. 1. c , una aplicación / : 0 . — > E diremos que es-
b-integrable, si lo es como función con valores en el e. b. c. (E, ^),. 
donde p es la bornología de Von Neumann de E. 

Finalmente, citemos que se cumple el siguiente teorema del valor 
medio : 

«Si / : (O '—> E es b-integrable y S es un subconjunto absoluta-^ 
mente convexo y (x (E, E^)-cerrado tal que 

- f lit(A) 
/ ^ | i € S , v A € S ^ 

A 

entonces / {t) € S para casi todo t € Q.» 

El teorema de Radon-Nikodym 

El objeto principal de este trabajo es caracterizar cuándo una me
dida bornológica m con valores en un e. b. c. E, es del tipo \if para, 
alguna función b-integrable / . Obviamente, m debe verificar la con-
dición necesaria siguiente: Si A'CU y [x (A) = O, entonces m (A) = O, 
es decir, m> debe ser absolutamente continua respecto de pi (o (JL-
continua). Esta condición es suficiente cuando E = K, pero no lo' 
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€s en absoluto en el caso general, como es bien conocido (véase,, 
por ej., [4], I I I . l ) . Como consecuencia de los resultados de Rief-
fel [12], Metivier [9] y Moedomo y Uhl [10], entre otros, se pue
de enunciar el siguiente teorema : 

1. TEOREMA (Teorema de Radon-Nikodym para espacios de Ba-
nach),—Sea E un espacio de Banach y m : S —> E una m^edida vec
torial ^-continua. Son equivalentes : 

1.1. Existe i : O —> E medible Bochner e integrable Pettir 
tal que 

) = j fdíJL, m{6')= j fd|jL, V S ' Ç S . 
s 

1.2. Para cada S € S+, existe T '€ S+s tal que 

es relativamente compacto. 

1.3. Para cada S € S+, existe T '€ E+s tal que A (T) es débil
mente relativamente compacto. 

(Véase también [4], III.2.7 y III.2.18). El siguiente teorema es-
la extensión natural del resultado anterior en el marco de los espa
cios bornológicos : 

2. TEOREMA (Teorema de Radon-Nikodym. para espacios borno
lógicos).—Sea (Û, X, \i) un espacio de m^edida finita, E un e. b. c. 
completo y m : E —> E una m^edida bornológica absolutamente con
tinua respecto de \i. Las siguientes afirmaciones son equivalentes r 

2.1. Existe { : ÎÏ—>E b-integrable tal que m = (Xf. 

2.2. Para cada e >> O, existe Ko £ T. y un disco acotado comple--
tante Bz, tales que ji (O \ K.^) < e 3̂  

^{^e)=!m(9)/jxGV):.9€S^J 

es relativamente compacto en En . 

2.3. Para cada s > O, existe Ke € S y un acotado completante^ 
Bt, tales que [x (O \ i^s) < e y A (K^) es débilmente relativamente^-
compacto en EB • 
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2.4. Para cada r ' € E + , existe S'^ 1:-^^ y un disco acotado com
pletante Bs tal que A (S) es relativamente compacto en EB . 

2.5. Para cada T € S+ existe S € S+T y un disco acotado com
pletante Bs tal que A (S) es débilmente relativamente compac
to en EB ^ 

DEMOSTRACIÓN.—2,1 = = > 2.2. La demostración es análoga al 
-caso de espacios de Banach : Sea (/„) una sucesión aproximadora 
de / y Kg € U (/, /«), B.e disco acotado completante, tales que 
ji. (D \ K«) ;< £ y (/„) converja a / uniformemente sobre K en el es
pacio de Banach EB^. Entonces /e = CK f:€l—> EB^ es acotada 
e integrable Bochner, luego el operador de L^ ((x) en EB defini
dlo por : 

T(f) = j (p/e d^ f ^/d^ 
K. 

^es compacto (véase [4], III.2.1) y, por tanto, 

A (K) c T ¡bola unidad de U (jj.)¡ 

^ s relativamente compacto. 
2,2 = = > 2.3 y 2.4 ==í> 2.5 son triviales. 
2,2 = = > 2.4 y 2.3 = í > 2.5: Sea T € E+ y tomemos e = {t (T)/2. 

Por 2.2 (resp. 2.3) existe Kg € E y Be disco acotado completante, 
tales que ¡i (O \ Kg) < s y A (Ke) es (débilmente) relativamente 
compacto. Tomando S = T fl Kg se tiene 

H-(S)>^H-{T)/2 y A ( S ) C A ( K . ) . 

2.5 = = > 2.1. La propiedad de ser A (S) débilmente relativa
mente compacto en algún EB la verifican los conjuntos de medida O 
y es hereditaria por inclusión y uniones finitas. Por tanto, si se cum
ple 2.5, se verifican todas las hipótesis del lema III.2.4 de [4] y, en 
consecuencia, existe una sucesión disjunta (K„) de elementos de S+ 
y otra (B^) de discos acotados completantes, de modo que O = U Kn 
y A (K n̂) sea débilmente relativamente compacto en ER^ . Sea 

l a restricción de m a SK . Como A (Kn) es acotado en EB^, pode-
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tiios suponer que A (Kn) c: B.̂ . Si pn es la norma en EB , se tiene 

pn {ntn (S)) < ^ (S), V s € EK„ 

lo que prueba que m^ es una medida vectorial con valores en EB , 

|jt-continua y de variación acotada, tal que 

A„ (K«) = \mn (S)lü. (S) : s -6 IK„ í = A (K„) 

es débilmente relativamente compacto. Por el teorema 1, existe en
tonces una función f,n : K^ —> Eg integrable Bochner, tal que 

m{S Ç]Kn)= J fnd^, VS € S. 
Kn n s 

Sea (/ ' ) una sucesión de funciones simples de K,„ en EB que con

verja casi uniformemente a /^ en EB . Definamos f' y /^ iguales a 

0̂ fuera de K^ y 

,̂ (/) = 2^/1 (t)^ f(t) = ^fn {t) . 

Cada gi : O —> E es simple ; si ¿ € K^, / {t) = /„ (í), luego / está 
bien definida. 

i) / es b-medible. En efecto, probemos que gi converge a / casi 
¿uniformemente en el sentido de Mackey: Sea e > O y r'€ N tal que 

V i (Q \y K„)<e/2. 
1 

Para cada n = 1, 2, ..., r, sea Sn ^ 2K tal que 

|x(K«\S«) < e/2r. 

y (/̂ " ) converja a /^ uniformemente sobre Sn en EB . Entonces 

r 

li(í2\L)S„)<E. 
1 

Dado 5 > O, existe ÍQ> r tal que si i > io> entonces 

pn {f\ {f) -fn W) < I para ;i = 1, . . . , r,y / ^ S^. 
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Por tanto, si B es un disco acotado completante que contiene a 
Bi'U ... U Br resulta que si 

t^H y ^ € y 

existe un único n^ '< r tal que t € S^^, luego 

ii) / es b-integrable y m = (x,/. En efecto, si S € S, se tiene 

H-(S\U (? nK«)) = o, 

luego 
00 00 y* 

en algún EB- Pero si x' € E^, 

<wi (S n K J , ^ 0 = j <f,^')d^ y/n^N,S£X 

Como x' o m es una medida con valores en K, y por tanto de varia-
ción finita, resulta 

< 

CO / • 00 

< ^ I \ <f, ^'} \ dy. ^ ^ \ x' o m \ {S f] KnX: \ x o m \ iQ)<co . 

El teorema de la convergencia monótona prueba que </, .r') Cs es 
integrable para cada S € S y ;r' € E^, y además 

(m (S), ^'> = ^ j <f> ^'>d^= j </, ^'> ^ix, 
'^=iSnK« S 

luego / es b-integrable y m = [Jt,/. 
A continuación veremos cómo el teorema anterior se especializa 
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para obtener algunos de los teoremas del tipo Radon-Nikodym en-
e. 1. c. que aparecen en la literatura: 

Recordemos que un e. 1. c. verifica la propiedad estricta de Ma
ckey si para todo acotado B de E existe un disco cerrado y acotado-
A de E tal que EA y E inducen en B la misma topología. Esta pro
piedad es estable por el paso a sumas directas, subespacios y produc
tos numerables, y la verifican los espacios metrizables ([6], pág. 117). 
En [1], ej. 11, se prueba que toda medida con valores en un e. 1. c. 
E casi completo que verifica la propiedad estricta de Mackey, es una 
medida con valores en un espacio de Banach EB, y por tanto una 
medida bornológica con valores en el e. b. c. (E, p), siendo p la 
bornología de Von Neumann de E. En este caso, las funciones b-
integrables son las que son límites casi uniformes de una sucesión 
de funciones simples, e integrables en el sentido de Pettis ([1], ej. M 
(i)). El teorema 2 proporciona entonces el siguiente resultado, debido 
a Gilliam ([5]) : 

3. TEOREMA.—Sea E un e. 1. c. casi completo con la propiedad 
estricta de Mackey, y m ' :S^—>E una medida vectorial absoluta
mente continua respecto de ¡i. Entonces son equivalentes : 

3.1. Existe í : O —> E h-integrable, tal que m = ^f. 

3.2. Para cada s >• O, existe K^ € 2 tal que \L (O \ K^) i< s y 
A (Ks) es relativam^ente compacto en E. 

3.3. Para cada e > O, existe K^ € S tal que \i (O \ Ke) '< s y 
A (Kz) es débilmente relativamente com^pacto en E, 

3.4. Para cada T '€ 2+, existe S '€ S+T tal que A (S) es relati
vamente compacto en E. 

3.5. Para cada r ' € 2 + , existe 5'€ X+T tal que A (S) es débil
mente relativamente compacto en E. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta tener en cuenta que al verificar E la pro
piedad estricta de Mackey, las condiciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 son 
equivalentes, respectivamente, a 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 (respecto a 2.4 y 
2.5, nótese que para un disco A de un e. 1. c. F ( = EB) , el hecha 
de ser débilmente compacto depende sólo de la topología inducida 
por F, no por (F, er (F, P ) . Véase [6], Chap. 2, part. B, Ex. 2). 

En el caso especial en que E es un espacio de Fréchet, el teo
rema de Radon-Nikodym fue probado, con técnicas análogas a las 
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de Rieffel, por Chi (véase [2], théor. 2.1), para las funciones inte
grables usuales (es decir, fuertemente medibles y tales que 

/ p{f)d^<cx> 

para cada seminorma continua). Como veremos a continuación, el 
teorema 2 permite mejorar estos resultados, por un lado debilitando 
las hipótesis, y por otro obteniendo funciones de densidad integra
bles Bochner en sentido bornológico. Comencemos con la siguiente 
definición : 

4. DEFINICIÓN.—Sea E un e. 1. c. y p una bornologia compati
ble sobre E. Diremos que E verifica la propiedad (B^) si para todo 
conjunto acotado M del espacio PN { E } de las sucesiones absolu
tamente sumables de E (con la topología -K usual), existe un disco 
B € § tal que 

X j / B {Xn) < 1 V ^ = i^n) € M . 

Cuando p es la homología de Von Neumann de E, se obtiene la 
propiedad (B) de Pietsch ([11], 1.5.5). Del mismo modo, si se sus
tituye la condición B € p por la de que B sea un disco acotado, ce
rrado y metrizable, resulta la condición (BM) introducida en [3]. 
La razón de esta definición, es la siguiente proposición, debida esen
cialmente a Chi ([3]), en un contexto algo diferente : 

5. PROPOSICIÓN.—Sea E un e, L c, y '^ una bornologia com
pleta compatible de m^odo que E verifique la propiedad (B^). Si 
t n ' : S ' — > E es una medida vectorial de variación acotada^ existe 
un disco completante B '€ f tal que m es una medida con valores 
en el espacio de Banach EB, de variación acotada. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea M = {(m (S,n)) : (S,n) es sucesión disjunta 
en 2} . Por ser m de variación acotada, M es un acotado de /V {E}. 
Por hipótesis, existe entonces un disco completante B € p tal que 
M es acotado en FN { E B } . En particular, m (2) 'C EB y claramente 
^ 1 : 2 ' — > EB es una medida vectorial de variación acotada (por 1). 

Recordemos que todo espacio metrizable, (LF), (DF) o dual nu
clear verifica la propiedad (B) ([11], 1.5.8 y 4.2.9). 
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6. TEOREMA.—Sea E un espacio de Fréchet y m : S — > E una 
medida vectorial absolutamente continua respecto de [x. Las condi
ciones 3.2, S.S, S.Jf y 3.5 son equivalentes a: 

6.1. Existe un disco acotado completante B y f : ü —> EB me
lé Bochner e integrable Pettis, tal que 

i m(S) = J /d^, VS € S. 
s 

Si, además, m es de variación acotada, en 6.1 f es integrable Bochner, 

DEMOSTRACIÓN.—Existe un disco acotado completante D tal que 
m es una medida con valores en el espacio de Banach ED ( [ 1 ] Í ej. 11 
(i)). Además, para toda función / : O ^—>• E b-medible, existe un dis
co acotado completante A tal que / (t) '€ E^ para casi todo t, y 
como función con valores en EA, / es medible Bochner ([1], ej. 14 
(ii)). Resulta entonces que si / es b-integrable y m — [X/, existe un 
disco acotado completante B tal que : 

i) m es una medida con valores en EB. 
ii) / (O) c: EB y, como función con valores en EB, / es medible 

Bochner. 
En consecuencia, para cada S € 11+, existe T'€ S+g tal que CT/*-

O —^ EB es integrable Bochner y 

= / miA)= J fd^, V € ST . 
A 

Aplicando entonces el teorema 1 a la función CT /, resulta que se 
cumple 1.2, y por tanto existe una función g : Ü —> Eg medible 
Bochner e integrable Pettis tal que 

/ m{A)= J gd^. V A € 5 . 
A 

Evidentemente, g es b-integrable. Aplicando de nuevo el lema III.2.4 
de [4] y el teorema del valor medio, resulta entonces que f = g en 
casi todo punto. Por tanto, 6.1 es equivalente a 3.1. 

Si m tiene variación acotada, por la proposición 5 podemos su
poner en el razonamiento anterior que m : S —>• EB es de variación 
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acotada. De nuevo por el teorema 1, resulta que / es integrable 
Bochner. 

El teorema anterior permite obtener el siguiente resultado : 

7. PROPOSICÍÓN (*).—Sea E un e. 1. c, casi completo^ D a E 
un disco acotado, cerrado y metrizahle, y m : ¡E >—> E^ una medi
da \L-continua de variación acotada. Si se verifica 3.5, existe un 
disco acotado completante B a E que absorbe a D, y una función 
í : Si—> EB integrable Bochner, de 7nodo que m = [jtf. 

DEMOSTRACIÓN.—Siguiendo un razonamiento de Chi ([3]), como 
consecuencia de [8] se prueba que en ED puede definirse una F-nor-
ma N tal que si F = (ED, N ) , se cumple: 

i) F induce en D la misma topología que E. 
ii) Las inclusiones conónicas ED —> F —> E son continuas. 

(Véase [3], Lemma 3.1.) Por tanto, m es una medida |JL-continua de 
variación acotada con valores en F. Además, para cada S € X+, 
existe T' € E+s con A (T') débilmente relativamente compacto en E. 
Como m : 21 —> ED es de variación acotada, dado T' existe T € S+T' 
tal que A (T) es acotado en ED y, por tanto, existe r > O de modo 
que A (T) cz f D. Por el teorema de Krein, la envoltura absoluta
mente convexa y cerrada de A (T) es débilmente compacta en E y 
contenida en r D y como F induce en r D la misma topología, que 
E, por la misma observación que en la demostración del teorema 8, 
resulta que A (T) es débilmente relativamente compacto en F . Sea 

F el completado de F. Por el teorema 6, existe entonces un disco 

acotado completante B c: F, que podemos suponer absorbe a D, y 

una función integrable Bochner fiQ^—^^è' ^̂ ^ ^^^ 

= / ; « (S )= j / ^ jx , v S € S . 
s 

En particular, / : O —> F es b-integrable. De nuevo por el lema 
IIL2.4 de [4], existe una sucesión disjunta (Kn) de elementos de 2 
tal que U IQÍ = O y que Bn = envoltura absolutamente convexa y 
cerrada en E de A (K„) sea o- (E, E')-compacta y acotada en ED 

para cada t̂  € N (y por tanto, G (F, F')-compacta por el razona-

(*) Compárese con [13], théor. 4. 

file:///L-continua


EL TEOREMA DE RADON-NIKODYM EN ESPACIOS BORNOLÓGICOS 1 5 1 

miento hecho anteriormente). Entonces para todo S € E+K se tiene 

i r m{S) 

V-i^) s l̂ (̂ ) 

para algún r« > 0. Por el teorema del valor medio, resulta que 

/ (t) € Bn c: fn D 'C ED para casi todo t de K^. Por tanto, pode

mos suponer que / (t) € E^ para todo í de O. Si B = B (1 F, resulta 

entonces que / (t) € FB = F ; fl F y B es un acotado en F (y por 
tanto en E). Además, la inclusión 

es una isometría. Si ff^ es la familia de particiones finitas de O en 
conjuntos de 2+, ordenada por refinamiento, y para cada T: € ¿^ 
se pone 

Z
m{S) 

— — C s W € E o ' 
s € 5t \^{^) 

se sabe (véase, por ej., [4], III.2.1) que (/„) converge a / en 

L^ (|x, S, F B ) y existe una subsucesión f^ = f^ que converge a / 

en casi todo punto en F - . Pero cada /^ toma valores en EB = Fg, 
luego /, como función con valores en EB, es fuertemente medible. 
Del mismo modo resulta que 

/ / Î (fn {t) -f(t))d^ = J / B (fn {t) - f{t)) ^ I Í L ; ^ : : O 

luego si tomamos un disco acotado completante K 'c: E que conten
ga a B, resulta que / : O —> EK es integrable Bochner y 

m{S)~ lim J fnd i¡.= j fd^ en EK. 

Como consecuencia, resulta la siguiente extensión del resultado 
principal de Chi ([3], Théor. 3.1): 

8. COROLARIO.—Sea E un e. 1. c. casi completo con la propie-
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dad (BM) y mill—>E una medida topológica. Son equivalentes : 
8.1. Existe un disco acotado completante B 'c: E y í : ù —> EB, 

integrable Bochner, tal que m = (if. 
8.2. m es \i-continua, de variación acotada y verifica 3.5. 

DEMOSTRACIÓN.—Está claro que 8.1 = > 8.2. Para el recíproco,, 
notemos que de la hipótesis y la proposición 5 resulta que existe un 
disco acotado, cerrado y metrizable D c: E tal que m es una medida 
con valores en el espacio de Banach ED. Basta entonces aplicar la 
proposición 7. 

Un e. b. c. se llama infra-Schwartz (resp., Schwartz, nuclear) si 
todo disco acotado A es absorbido por un disco acotado B de modo 
que la inclusión canónica de E^. en EB sea débilmente compacta 
(resp., compacta, nuclear). Véase i[7]. 

9. PROPosicrÓN.—Sea E un e. h. c. completo infra-Schwartz y 
m : 2 — > E una medida bornológica. Son equivalentes: 

9.1. Existe í : Û —> E b4ntegrable, tal que m = [Xf. 
9.2. m es p^-continua y localmente acotada (es decir, para cada 

¿''€S+, existe r ' € 2 + s tal que A (T) es acotado). 
DEMOSTRACIÓN.—Basta aplicar el teorema 2, teniendo en cuenta 

que por ser E infra-Schwartz, la condición 2.5 es equivalente a que 
m sea localmente acotada. 

10. COROLARIO.—Sea E un e. 1. c. casi completo verificando la 
propiedad (B) y tal que si p es la bornólogía de Von Neumann de 
E, el e. b. c. (E, § j es infra-Sckwarts. Si m :T, —> E es una me
dida topológica, son equivalentes : 

10.1. Existe un disco acotado completante B cz E y í : Ù —> EB 
integrable Bochner, tal que m = |Xf. 

10.2. m es ^-continua y de variación acotada. 

DEMOSTRACIÓN.—Basta probar que 10.2 ^=f> 10.1. Por el coro
lario 10 de [1], m es una medida bornológica con valores en el 
c. b. c. (E, p). En consecuencia, de la proposición 9 resulta que 
m = ^f para alguna función / b-integrable. Por la proposición 5, 
existe un disco acotado completante D 'C E tal que m = iif es una 
medida con valores en el espacio de Banach ED, de variación aco
tada, es decir, / es totalmente integrable en la notación de [1], ej. 21 
(iii). El resultado se deduce entonces de la proposición 23 de [1]. 

11. OBSERVACIÓN.—Si E es un e. 1. c. casi completo verificando 

file:///i-continua
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la propiedad (B) tal que es el dual fuerte de un e. 1. c. de Schwartz 
infratonelado, o su dual fuerte es un e. 1. c. de Schwartz (en par
ticular, si E es el dual fuerte de un espacio de Fréchet-Schwartz),, 
se verifican las hipótesis del corolario 10. 

12. COROLARIO. — Sea E un e, b, c. completo nuclear y 

m : E — > E una medida bornológica. Son equivalentes: 
12.1. Existe un disco acotado completante B ci E y í : ü —> £ » 

integrable Bochner, tal que m = ¡[Xf. 
12.2. m es ¡i-continua, lo cálmente acotada y m (S) es acotado,. 

DEMOSTRACIÓN.—Para probar que 12.2 ==>' 12.1, notemos que 
por la proposición 9 existe / : Ü •—> E b-integrable tal que m = ¡L^. 
Como además se supone m (S) acotado, el resultado se deduce de la 
proposición 23 de [1]. 

13. COROLARIO.—Sea E un e. 1. c, casi completo dual nuclear y 
m : S —> E una medida topólogica. Son equivalentes : 

13.1. Existe un disco acotado completante B a E y í : ú —> EB-
integrable Bochner, tal que m = {Xf. 

13.2. m es ¡i-continua y localmente acotada. 

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata del corolario 12. 
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