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In this paper we establish a theory of measure and integration in bornological
convex spaces. We prove that vector measures and integrable functions with
values in a large class of locally convex spaces are actually measures or functions.
with values in a normed space E;. This bornological character is even more
remarkable in the Radon-Nikodym type theorems for locally convex spaces, Where
the proofs usually involve an embedding in an appropiate Banach space of type
E; and an application of the Banach space result. In [1] we use the results of
this paper to establish a general Radon-Nikodym theorem for bornological spaces
which specializes to improve several known results.

Introduccién y notaciones

En este trabajo se establecen los principios de una teoria de la
medida e integracién en espacios bornolégicos convexos. Indepen-
dientemente de su posible interés intrinseco, resulta que las medidas
vectoriales y funciones integrables con valores en una amplia clase
de espacios localmente convexos, se reducen en dltimo término a
medidas o funciones que toman valores en un espacio normado Eg
(véanse Cor. 10, Ej. 11 y 14 y Prop. 22 y 23). Por otro lado, este
cardcter bornolégico aparece claramente en los teoremas del tipo de
Radon-Nikodym en espacios localmente convexos, ya que muchos
de los resultados existentes en la literatura se basan esencialmente
en la construccién de un espacio de Banach adecuado sobre la ima-
gen (acotada) de una medida vectorial, para aplicar entonces el teo-
rema correspondiente en espacios de Banach. En [1] se utilizan los
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resultados de este trabajo para establecer un teorema de Radon-Ni-
kodym en espacios bornolégicos, que permite deducir teoremas de
este tipo en espacios localmente convexos y, como caso particular,
abarca varios de los resultados existentes.

En general, para las nociones que no se definen a continuacion,
nos remitiremos a [7] y [12]. Por un e. b. c. (resp. e. 1. c.) se
entenderd siempre un espacio bornolégico convexo (resp. espacio
vectorial topolégico localmente convexo) y separado, sobre el cuer-
po K de los reales o los complejos. Para cada disco acotado B € E
(resp. entorno de 0 absolutamente convexo U< E) se designard
por E; (resp. Ey) el s. v. engendrado por B en E, dotado de la
norma py = funcional de Minkowski de B (resp. el espacio
E/$.'(0), dotado de la norma inducida por py = funcional de
Minkowski de U). E’ (resp. EX) designard el dual topolégico
(resp. bornolégico) de un e. 1. c. (resp. e. b. c.) E. Se supondra
siempre que los e. b. c. que aparecen son regulares, es decir, que
E* separa los puntos de E. Si (E, F) es un par dual, designaremos
como es habitual por « (E, F), 8 (E, F) y = (E, F) las topologias
débil, fuerte y de Mackey, respectivamente. Si Q es un conjunto y
A < Q, se denotard por C, la funcién caracteristica de A. Final-
mente, una serie £ 4, en un e. 1. ¢. E la llamaremos subserie con-
vergente, si toda subserie suya converge. Si E es casi completo,
esto es equivalente a que la familia (#,) sea sumable en E, es decir,
que la red de sumas finitas sea convergente.

§ 1. Medidas bornolégicas

s

En lo que sigue, Q designari un conjunto, £ una c-algebra de
partes de Q y para cada A€X escribiremos X, = {BNA:B€ZX}.

1. DzriniciéN.—Sea E un e. 1. c. (resp. e. b. c¢.). Una medida
topoldgica (resp. bornoldgica) sobre (Q, £) con valores en E es
una aplicacién m : £ ——» E tal que m (&) = 0 y para toda sucesién
disjunta (A,) de elementos de T verifica

m (D A,,):im(An)
n=1 n=1

donde el segundo miembro es subserie convergente (resp. subserie
convergente en el sentido de Mackey).
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De la definicién resulta inmediatamente que si (A,) es una suce-
si6on monétona de elementos de X, se cumple limm (A,) = m (lim A,).
Asimismo, esti claro que toda medida bornoldgica es una medida
(topoldgica) con valores en el e. 1. ¢. (E, = (E, EX)). El reciproco
no es cierto en general, como veremos méis adelante (Ej. 5).

Recordemos que, segtin Grothendieck ([5]), Détf. 3) une. l. c. E
verifica la condicidn estricta de Mackey si para todo acotado B de
E existe un disco cerrado y acotado A que absorbe a B y tal que E,
y E inducen en B la misma topologia (y la misma estructura uni-
forme). Esta propiedad es estable por el paso a sumas directas, sub-
espacios y productos numerables, y Grothendieck probé que la veri-
ficaban los espacios metrizables y, en consecuencia, los limites
inductivos estrictos de espacios de Fréchet. Es inmediato que si m
es una medida topolégica con valores en un e. l. c. que verifique la
condicién estricta de Mackey, es también una medida bornoldgica
con valores en el e. b. ¢. (E, 8), siendo § la bornologia de Von
Neumann de E. Mas adelante veremos otros casos en los que una
medida topolégica con valores en un e. l. c. E es también una me-
dida bornolégica respecto a alguna bornologia sobre E compatible
con la topologia.

Si m es una medida con valores en un e. 1. ¢c. E casi completo
para la topologia de Mackey, se sabe que m (£) es débilmente rela-
tivamente compacto ([15], Theor. 2). Sin ninguna hipotesis de com-
pletitud sobre E, puede probarse que m (L) es acotado incluso para
la topologia fuerte 8 (E, E’) ([16], Prop. 8). Sin embargo, la situa-
cién no es tan satisfactoria en el caso de medidas bornolégicas, como
prueba el siguiente ejemplo:

2. EjempLo.—Sea E el espacio de Banach L! ([0, 1], u), donde
p es la medida de Lebesgue, y 8, la bornologia (completa) compac-
ta de E. Cada compacto K, de E (y en general en todo espacio de
Fréchet) estd contenido en un disco compacto K de modo que E y
Ex inducen sobre K, la misma topologia (véase, por ej., [12], III,
9.4.1). Por tanto, una serie es sumable en E si y sélo si lo es en
algin Eg, es decir, en el e. b. c. (E,8,). Si Q =[0,1], £ es la
c-dlgebra de los conjuntos medibles Lebesgue de Q y se define
m: L —> E por m(A) = Cy = clase a la que pertenece la fun-
cién caracteristica de A, es inmediato probar que m es una medida
topolégica y, por lo dicho antes, una medida con valores en el
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e. b. c. (E, B:). Sin embargo, m (Z) ¢ 8,. En efecto, si se define

n—1
A= U Y@k, 2k 1)/2%,

K=0

es facil ver que si 7 r se tiene || m (A,) —m (A,) ||, = 1/2, lue-
go m () no puede ser relativamente compacto.

El siguiente resultado caracteriza las medidas bornoldgicas aco-
tadas.

3. ProPOSICION.—Sea m : £ ——> E una medida con wvalores en
el e. b. c. completo E. Entonces m () es acotado si y sélo si existe
un disco acotado B tal que m (T) C Eg.

DemosTrACION.—Podemos suponer B completante. Como la inclu-
sion J: Ez—s (E, 7 (E, EX)) es continua, el conjunto Hy = J' (EX),
formado por las restricciones a Eg de los elementos de EX, es dé-
bilmente denso. Para cada 4" '€ Hy, 2’ - m es una medida escalar y,
en particular, es acotada, luego por un resultado de Grothendieck
(véase [4], 1.8.8), resulta que m (X) es acotado en Es.

4. PROPOSICION.—Si E es un e. b. c. con una base numerable
de acotados, toda medida bornolégica con valores en E es acotada.

DeMOSTRACION.—Sea (B,) una base de la bornologia formada por
discos, tal que B, + B, € B,,,, vy m: T — E una medida borno-
l6gica. Pongamos E, = Q y sea k, = max {n€ N : m (E,) € B,.}.
Si suponemos que m () no es acotado, sea A€ X tal que

m(Fo) —m(A)=m(Ey/A) @ Biyyo

En particular, m (A) € B, ;. Si m (2a) no es acotado, pongamos
E, = A. Si m (Z,) es acotado, entonces m (Zg, \a) no puede serlo.
Pongamos entonces E, = E,\ A. En ambos casos, m (E,) € B, 4.
Procediendo del mismo modo, se construye por induccién una suce-
sién de elementos de T

EgDE DE; D ...

y una sucesién estrictamente creciente k, << k, < k, << ... de ente-
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Tos positivos de modo que m (Zg ) no es acotado y m (E,) & Be . Si

-]
E=[)Eex

n=1

se tiene
m (E) = lim = (E,,)

¥y en consecuencia (m (E,)) deberia ser un conjunto acotado, contra
la eleccién de los E,.

El teorema de Orlicz-Pettis permite asegurar que toda funcion
de conjunto definida sobre una s-algebra y con valores en un e. 1. c.
E, tal que &’ - m sea una medida escalar para cada #’ € E’, es una
medida topoldgica respecto a cualquier topologia % sobre E com-
patible con la dualidad (E, E’) (véase, por ej., [9], theor. 1). El
siguiente ejemplo prueba que no se puede esperar un resultado ana-
logo para medidas bornolégicas:

5. Ejempro (1).—Sea E el espacio * con la topologia de Mackey
< (I*, I) (que coincide con la topologia de la convergencia uniforme
sobre los compactos de !, por el lema de Schur). E es completo y
los acotados de E son precisamente los acotados en la norma usual
de I*. Consideremos la familia (e,) < E, donde e, = (Btn)e ¢ n- Esta
familia es sumable en E, pues si K < I es compacto y ¢ > 0, existe
un #, € N tal que

Z | 20 | <&, Wx=(xa)€K.

n>ay

En consecuencia, si ¢ es una parte finita de N disjunta con {1, ..., n,}
se tiene

|< en,x>‘<2|xnl<s, v x € K.

n€a

Por tanto, la funcién

m:P(N) —E

(1) Este ejemplo fue sugerido por el profesor M. Valdivia.
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definida por

m(P)=Ze,,

n€p

es una medida topoldgica con valores en E. Sin embargo, no existe
ningtn disco acotado B C E tal que (e,) sea sumable en Ejg, pues en
caso contrario (e,) seria sumable en I* al ser la inclusién canénica
Ep —» I® continua. Ademas, E se puede sumergir como subespacio
cerrado en un producto

F = H E;

de espacios de Banach, con Card (I) < 2®¢® vy por tanto F es
un e. 1. c. bornolégico ([8], 28.8). Si B es la bornologia de Vom
Neumann de F y designamos por F, el e. b. c. (F, 8), resulta pues
que Fx=F y por tanto #’-m es una medida escalar para cada
' € F*. Sin embargo, no es una medida bornolégica, pues si lo
fuera existiria un disco B € 8 tal que la serie

2‘,‘: tn = im (374
”n =1 n=]1

seria convergente en Fp, y por tanto - también en Fp = E;, conm
D = EN B, que es un acotado en E, contra lo que hemos visto.
A pesar d€l ejemplo anterior, se pueden obtener algunos resul-
tados positivos en la direccién de un teorema de Orlicz-Pettis bor-
nolégico, como veremos a continuacidn,
Recordemos que si (#,) es sumable en un e. 1. c. E, entonces

S=§Z xn 6 C N, finito}

n €0

es precompacto, y que si S es débilmente relativamente compacto,

entonces Z' #, es subserie convergente para toda topologia com-
n=1
patible con la dualidad (E, E’) (véase por ej. [9], lemma 4 y
theor. 1). En particular, si E es casi completo son equivalentes las
condiciones:
a) (w,) es sumable.
b) X x, es subserie convergente.
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c) S es precompacto.

d) S es débilmente relativamente compacto.

De estas consideraciones se deducen ficilmente los siguientes re-
sultados:

6. PRrOPOSICION.—Sea E un e. b. ¢. y m: X — E una aplica-
cidn tal que X' - m es una medida escalar para cada x € EX. Si se
cumple .

6.1. Para cada conjunto = (E, EX)-precompacto A, existe um
disco acotado B tal que A es un subconjunto débilmente relativamen-
te compacto de Eg. '

Entonces m es una medida bornoldgica.

DEMOSTRACION.—m es una medida topolégica con valores en ef
e. I c. (E, = (E, EX)). Si (A,) es una sucesién de elementos disjun-
tos de I, resulta por lo dicho anteriormente que

S = ;Z m(Ay): o < N, finito

n€ao

es 7 (E, EX)-precompacto. Basta tener en cuenta la hipétesis y apli-
car la implicacién (d)==> (b) citada anteriormente, para obte-

ner que Z m (A,) es subserie convergente en algtin Ejg.
7 ==l

7. TEOREMA.—Sea E un e. b. c. y m:X —» E una aplicacidn
tal que X' -m es una medide escalar para cada x’ € EX. Suponga-
mos que existe un disco acotado completante B tal que m (£)C Es.
Entonces m es una medida con valoves en el espacio de Banach Eg
en cada uno de los casos siguientes:

7.1. Eg mno contiene ningiun subespacio isomorfo a 1* (en par-
ticular si Ey es separable, reflexivo o débilmente secuencialmente
completo).

7.2. Para todo subespacio wvectorial cerrado separable F de Es,
F N B es cerrado para = (E, EX).

7.3. m (X) es débilmente relativamente compacto en Eg.

DEeMOSTRACION.—a) Supongamos que se cumple 7.1. Designe-
mos por Hp las restricciones a Ep de los elementos de EX. Como
vimos en la proposicién 3, Hy es total en (Eg), y para cada
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4" € Hg, #" o m es una medida escalar. Basta tener en cuenta el si-
guiente resultado ([4], 1.4.7): «Si E es un espacio de Banach que
no contiene ningun subespacio isomorfo a I y H es un subconjunto
total de E’, toda serie que sea subserie convergente para la topolo-
gia ¢ (E, H), es subserie convergente en norma.»

b) Supongamos que se cumple 7.2. Por la proposiciéon 3, pode-
mos suponer también que m () < B. Sea (A,) una sucesién de
elementos disjuntos de = y F el subespacio cerrado (separable) de Eg
engendrado por (m (A,)). Si PN,

()= Zme

n€pP

es limite para < (E, EX) de una sucesién de elementos de B N F,
luego por hipdtesis, pertenece a F. Si Hy es el s. v. de las restric-
ciones a F de los elementos de E, resulta como en (a) que Hy es

total en F' y Z m (A,) es subserie convergente para la topologia
n =1
débil ¢ (F, He). Como F es separable, no contiene ningin subes-
pacio isomorfo a ! y basta aplicar el argumento de (a).
c) Si se cumple 7.3 y (A,) es una sucesiéon de elementos disjun-
tos de X, el conjunto

S = gz m(An):aC N, finitozc m (%)

n €q

es o (Eg, (Ep)) relativamente compacto y por la equivalencia
(d) <> (a) citada antes de la proposicién 6, (m (A.)) es sumable
en Ejg, necesariamente a

m ( U A,,)

n=1

Un e. b. c. E se llama infra-Schwartz (resp. Schwartz, nuclear)
si todo disco acotado A es absorbido por un disco acotado B de
modo que la inclusién candnica E, —> Egp sea débilmente compac-
ta (resp. compacta, nuclear) (véase [7]). Por ejemplo, el dual de un
e. 1. c. de Schwartz (resp. nuclear) dotado de su bornologia equi-
continua, es un e. b. c. de Schwartz (resp. nuclear). Los e. l. c. con
una bornologia compatible completa y nuclear B (llamados B-conu-
cleares en [13]) tienen gran importancia en la teoria de medidas
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<ilindricas. Naturalmente, todo e. b. c. nuclear es de Schwartz Vs
por tanto, infra-Schwartz. Como consecuencia inmediata del teore-
ma 7, resulta entonces:

8. CoroLARIO.—Sea E un e. b. c. y m:X ——> E una aplicacién
.acotada tal que X’ o m es una medida escalar para cada x’ € E*. Si
se cumple alguna de las hipdtesis siguientes :

81. E es un e. b. c. infra-Schwartz.

8.2. E posee una base (B;) formada por discos completantes de
modo que En_ mo contiene ningin subespacio isomorfo a .

Entonces existe un disco acotado B tal que m es una medida con
valores en el espacio normado Esg.

DeMosTrRACION.—Resulta inmediatamente de 7.3 y 7.1.

9. OsservaciON.—i) Si E es un e. b. c¢. completo con base nu-
‘merable, separable en el sentido de Mackey, posee una base (B.)
formada por discos completantes tales que E; es separable y, por
‘tanto, verifica 8.2 (véase {10], en donde se caracterizan este tipo de
-espacios).

i) Si E es une. b. c. y T es una topologia de e. 1. c. compati-
ble con la bornologia, el razonamiento de la proposicién 3 prueba
-que las restricciones de los elementos de (E, T) a cada Ep forman
un conjunto total en (Eg)’. En consecuencia, la proposiciéon 6 y el
teorema 7 se siguen verificando con la hipdtesis de que x' - m sea
-una medida escalar para cada 4’ € (E, G)’, sustituyendo naturalmen-
te la topologia t (E, EX) por la ©. Por tanto, se obtiene el siguiente
resultado, que permite reducir en muchos casos el estudio de medidas
‘topolégicas al caso de medidas con valores en un espacio normado :

10. Cororario.—Sea E un e. l. ¢., m: X —» E una medida to-
poldgica y 8 una bornologia sobre E compatible con la topologia.
Supongamos que se verifica alguna de las hipdtesis siguientes:

10.1. Para todo precompacto A < E, existe un disco B €8 tal
que A es débilmente relativamente compacto en Es.

10.2. Para todo conjunto débilmente relativamente compacto
A C E, existe un disco B€ 8 tal que A es débilmente relativamente
compacto en Ey.

Entonces m es una medida bornoldgica con valores en ¢l e. b. c.
{E, B). Si ademds se tiene:
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10.3. E es casi completo y verifica 10.2.

Entonces existe un disco B €8 tal que m es una medida con va-
lores en el espacio normado Eg. Esta conclusion se sigue verifican-
do si el e. b. c. (E,8) cumple 8.1 6 8.2 y se supone m () € B.

DemosTtrACION.—Consecuencia inmediata de la observacion 9 (ii)
y la proposicién 6, teorema 7 y corolario 8.

11. Ejemrros.—i) Todo e. 1. c. que verifique la condicién es-
tricta de Mackey, cumple 10.2 cuando se toma como B la bornologia
de Von Neumann (nétese que para un disco A de une. 1. c. F(= Eg}
el hecho de ser débilmente compacto depende sélo de la topologia
inducida por F (no por (F, ¢ (F, F’)). (Véase [6], Chap. 2, part 8,
Ex. 2.) En particular, toda medida con valores en un e. l. c. casi
completo que cumpla la condicién estricta de Mackey, es en realidad
una medida con valores en un espacio de Banach.

ii) Como ya hemos indicado, la bornologia equicontinua en el
dual fuerte de un espacio de Schwartz, verifica 8.1. En particular,
toda medida con valores en un e. 1. c. casi completo, que sea el dual
fuerte de un espacio de Schwartz infratonelado, es una medida comn
valores en un espacio de Banach Ejg, para algin disco acotado B.

iii) En general, si E es un e. 1. ¢. y 8 una bornologia completa
compatible sobre E, tal que E’ con la topologia de la convergencia
uniforme sobre los elementos de § es un e. 1. c. de Schwartz, en-
tonces (E, ) verifica 8.1. En efecto, para todo disco B € T existe
otro (completante) A € £ tal que la aplicacién candnica

T (A9, BY) :E'y0 — E'po
es precompacta y, por tanto, la transpuesta
T (49, BOY : (E'go)’ —> (E'p0)’

es compacta. Pero Ey (resp. E,) se identifica isométricamente a un
subespacio vectorial de (E'm) (resp. (E’s.)) y la restriccién de
T (A% B®Y a E; es precisamente la aplicacién candnica de E; en E,
que, como E, es completo, es compacta (véase [10], 0.11.4). En par-
ticular, si E es un e. 1. c. cuyo dual fuerte es nuclear (por ejemplo,
si E es un espacio nuclear metrizable o (DF)), su bornologia de Von
Neumann es nuclear (no es preciso en este caso que sea completa,
véase [11], 4.1.7) y, en consecuencia, se cumple 8.1,
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¥ 2. Integracién bornolégica

<

En esta seccidon supondremos siempre que los e. b. c. que apare-
cen son completos. Asimismo, denotaremos por (Q, Z, p) un espacio
de medida (e. d. p. una medida positiva sobre la s-dlgebra T de par-
tes de Q) que supondremos siempre finito y completo por simplicidad.

12. DerivictoN.—Sea E un e. b. c. Una funcién f: Q —» E se
dice medible en sentido bornoldégico (o b-medible) si existe una su-
«cesidn (f,) de funciones simples que converge a f casi uniformemente
en el sentido de Mackey, es decir:

«Para todo ¢ > 0 existe un K. € £ y un disco acotado B. tales
que p (Q\Ke) <e y (f. (¢)) converge a f(¢) uniformemente sobre
K. en el espacio normado Ej_.»

A la sucesién (f,) la llamaremos una sucesién aproximadora de
f. De la definicién resulta que (f. (¢)) — f (¢) para p-casi todo ¢
de Q, en el sentido de Mackey, y casi uniformemente para la topo-
logia ~ (E, EX). En particular, f es esencialmente separable para la
topologia < (E, EX), es decir, existe un N € £ de medida 0 tal que
7 (Q\ N) estd contenido en un s. v. v (E, EX)-separable.

Si f es b-medible y (f,) es una sucesién aproximadora de f, escri-
biremos

U (/, fo)={K € Z: fu —> f uniformemente sobre K en el sentido de Mackey].

Es inmediato comprobar las siguientes propiedades:

i) Si K, K,€ U (f, f.), entonces K, UK, € U (f, fn).

ii) Si K€ U (f, f.), entonces Tx < U ({f, f.).

La siguiente proposicion recoge las propiedades inmediatas de las
funciones b-medibles:

13. PRrOPOSICION.

i) EIl conjunto I (T, v, E) de las funciones b-medibles con va-
lores en E es un espacio vectorial con las operaciones usuales.

i) Sif€I(E, w, E)y o es una funcidn escalar p-medible, en-
tonces o £ € I (T, p., E).

i) Si f es b-medible y p una seminorma < (E, E*)-continua,
entonces la funcion real t — p (f (t) es p-medible.
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iv) Si f es b-medible y x’ € EX, la funcion t— (f (t), X'y es
w-medible.

v) Sife€I (T, u, E), Fesotroe. b. c.yT:E—>F es una
aplicacion lineal acotada, entonces T o f€ N (T, u, F).

DemostrACION.—Todas las propiedades se deducen facilmente de
la definicién. A titulo de ejemplo, probemos (i): Sean (f.) y (gny
sucesiones aproximadoras de f y g, respectivamente. Dado > 0,
tomemos K, € U (f, f.), K, € U (g, g.) tales que

p(QNK) <¢2(=1,2).

Sea B un disco acotado que contiene a Bk, y Bg,. Entonces, si
K =K, NK, se tiene p (@ \ K) <e y tanto (f») como (g.) con-
vergen uniformemente sobre K en el espacio Ez. Por tanto, si 7, s
son escalares, (rf, + s g,) es una sucesién aproximadora de

sf+rg.

14. pjEMPLOS.—i) Si E es un e. 1. c. que verifica la condicién:
estricta de Mackey y 8 la bornologia de Von Neumann, las funcio-
nes b-medibles son precisamente las que son limite casi uniforme
de una sucesién de funciones simples (funciones fuertemente medi-
bles con la propiedad de Egoroff, en la terminologia de [2]). En
efecto, si (f,) converge a f casi uniformemente y K. € = es tal que
e (Q@\K) <ey (f.) converge a f uniformemente sobre K¢, como
las f, son acotadas, existe un disco acotado A que contiene a

F&e U |J s e

neN

Si B es otro disco acotado tal que Ey y E inducen la misma topo-
logia sobre A, es evidente que (f, (¢)) converge a f () en Ep, uni-
formemente sobre K..

En particular, si E es metrizable, las funciones b-medibles coin-
ciden con las funciones fuertemente medibles (o medibles Bochner).

ii) Un e. b. c. verifica la condicién de numerabilidad de Mackey
si toda sucesién de acotados (A,) es absorbida por un acotado B.
Por ejemplo, si E es un espacio de Fréchet las bornologias de Vo
Neumann, de los compactos y de los débilmente compactos verifican
esta condicién (véase [6], pag. 156, theor. 1, y pag. 189, Ex. 1).
En este caso, si f es una funcién b-medible, existe un disco acotado
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B tal que f (¢) pertenece a Ej en p-casi todo ¢t y, como funcién de
Q en Ejg, es fuertemente medible. En efecto, basta tomar en la defi-
nicién 12 sucesivamente ¢ = 1/n. Entonces

p(sa\ U Klln) =0
n=1

y si B es un acotado que absorbe a todos los BK./,, , resulta que

para todo
©
tE U Ki/x

n=1

se tiene f(1)€Es y (f. (1)) — f(!) en Es.

Si f es una funcién b-medible con valores en el e. b. ¢c. E y (fu)
es una sucesién aproximadora, para cada K€ U (f, f.) existe um
disco completante By tal que

fxszK:K—éng

es integrable Bochner, luego puede definirse el elemento

ffdu=ffxdp= lim ff»dwé Enyg
K n-—»wx

que, claramente, no depende del disco Byg elegido.

15. ProrosicioN.—Sea € U (Z, 1, E) vy (f.) wuna sucesion
aproximadora de f. Son equivalentes:
15.1. Se werifica:

i) Para cada x' '€ E%, la funcidn t}— {f (t), X") es integrable.
ii) Para cade A €Z, existe [ € E tal que
A

<x[.,x'>=i[ <fyx,> dp-. v#’EEX.

ili) La aplicacion €3 A —>m; (A) = f’ es una medida bor-
A
nolégica.
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15.2. Para toda sucesion disjunia (K,) de elementos de U (1, f,),
existe un disco acotado completante B tal que la serie

fodu

n=1 K,
es sumable en Eg.

DeMosTRACION.—15.1 => 15.2 Si K€ U (4, f.), se tiene
<ffdw'> = f<f”"> dy, v €EX,
K K

luego, por ser E un e. b. c. regular, necesariamente el elemento f .

K

cuya existencia se postula en 15.1 (i) ha de ser f fdy para cada

K
K€U (f, ). En consecuencia, de 15.1 (iii) resulta

j/du— Z”'f(Kn)—'”‘f( U Kn)

——1K

y, en particular, la serie del primer miembro es sumable en algin Eg.
15.2 => 15.1. Sea (K,) una sucesién disjunta de elementos de
U (f f) tal que p(@\UK,) =0.
i) Sea 4’ '€ EX. Descomponiendo {f, #") en su parte real e ima-
ginaria, podemos suponer (f, #’) real. Sea

=1t eQ: (), 4D =0 € 5

Como As N K, € U(f, f.), por hipbtesis la serie

Ef fdy
Art NKe

es sumable en algin Eg, luego

/Z [ rawe —Zf 'y d

—lAf"'ﬂKn n—lAf+nK,,
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-es convergente y, por el teorema de la convergencia mondtona,

“converge a
f F ) d y.

At

‘Esto prueba que {f, #’)* es integrable. Anilogamente se prueba
«que {f, ')~ es integrable.
i) Si A €X, entonces

ANKe€USSw) ¥ P(A\U('\DK':)):O.

n=1

Tuego si 2" € EX:

ne=i ANKg =1 ANKy

‘Basta entonces definir

[o=3] s
A=1ANKa

A
#que existe por hipéfesis) para que se cumpla (ii). En lo sucesivo,

«designaremos a f' por j fdu.
A A
iii) Sea (A,) una sucesion disjunta de elementos de E. Por hi-

-pétesis, la familia ( f fd y.)es sumable en algiin espacio de Banach

A:NRy
Eg, luego
C . u:_’ 09_‘ L
ran=3 3 [ =3 [rae= S minn
nm=1 A,NK, n=1m=1A,NK,, n=1A, n=|
¥ también

Z”'Af f“v==iif fdu=2f Sdp=ms(A)
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Por tanto,

mf( D A,,) = imf(A,,)

n=1 n=1
en sentido de Mackey.

16. OsservaciON.—En general, si E es un e. b. c. (resp. e. L. c.),.
una funcién f: Q — E se llama escalarmente integrable si se cum--
plen las condiciones (i) y (ii) de 15.1 (resp., sustituyendo E* por E’)..
El teorema de Orlicz-Pettis prueba entonces que la funcién

XBA[—)mf(A)zf'

A

es una medida con valores en el e. 1. c. (E, = (E, EX)) (resp. E)..
Por tanto, si f es una funcién escalarmente integrable con valores.
en el e. b. c. E y se cumple 6.1, automaticamente m; es una medida
bornolégica y se verifica 15.1 (iii). Lo mismo sucede si se cumple-
8.1 6 8.2 y m; es acotada. Del mismo modo, si E es une. 1. c. y 8-
es una bornologia sobre E compatible con la topologia tal que se-
cumple 10.1 6 10.2, automiticamente se verifica 15.1 (iii) para el.
e. b. c. (E, B). Si se verifica 10.83 o bien m; (X) €8 y se cumple 8.1
u 8.2, entonces m; es una medida con valores en un espacio de Ba--
nach Ep por el corolario 10 (véanse los ejemplos de 11).

Sin embargo, en general la funcién m; no determina univoca--
mente a f, si se supone ésta escalarmente integrable, por lo que es--
tableceremos la siguiente definicién:

17. DerFiNiciON.—Una funciéon f€ U (5, ¢, E) diremos que es-
b-integrable si verifica alguna de las condiciones equivalentes de la
proposicién 15.

Noétese que de la proposicién 15 resulta que la integrabilidad de-
una funcién b-medible no depende de la sucesién aproximadora ele-
gida para comprobar 15.2. Asimismo es inmediato que el conjunto-
£1 (2, ¢, E) de las funciones b-integrables de Q en E es un espacio-
vectorial con las operaciones usuales, y la aplicacién

f!—>‘\ffa’$L

es lineal sobre este espacio para cada A € I.
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18. TEoREMA.—Sea f€ L' (Z, u, E) v S es un subconjunto ab-
solutamente convexo y « (E, EX)-cerrado tal que

ffdpeS v4€Z, con p(4)>0.

r(4)
Entonces f (t) € B para casi todo t€ Q.

DeMosTRACION.—Sea (f,) una sucesion aproximadora de f y
Kn) < U (f, fu) tal que K, < K,, y ¢ (@\UK,) =0. Para cada
n€N, g, =Cg f es integrable Bochner en un EB". Pero S, =SnN Es,

es cerrado en el espacio de Banach EB” y si A€S con pn(A) >0,

se tiene

(A N Ka)
dp=—"—"——""p(ANK, d
v o J o TS Afm("f b= hAD )Afﬂknf REBw

si w (ANK,) >0, y sigue siendo trivialmente cierto si
p(A N Ky =

luego por el resultado analogo para la integral de Bochner, resulta
que g, (t) € B, para casi todo ¢ de Q. Como g, (!) — f (¢) en casi
todo punto, resulta que f (¢) € B para casi todo ¢'€ Q.

19. CororarR10.—Si f ¥y g son b-medibles y para cada X' € EX se
verifica {f (t), X'y = (g (t), X’y para casi todo t € Q, entonces f y
g son iguales en cast todo punto.

DEMOSTRACION.—Sea h = f— g € I (5, ¢, E). Por hipétesis,.
para cada &€ EX, (h, s’) es nula en casi todo punto. Si (k)
es una sucesiéon aproximadora de h y (K,) < U (h, h,) tal que
K,c K., vy & (@\UK,) =0, definamos como antes H. = Cx_h,.

que claramente es b-integrable. Ademas, si 27 € EX se tienz

1
[ dp,x f (hy2’ydp =0, yA€ZI con p(A)>0,
N '*(A A s ANKa

luego

1 f
H,dp=0
n(A) [
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Por el teorema 18, resulta entonces H, (£) = 0 para casi todo ¢,
luego h (t) es nula en casi todo punto.

20. ProprOSICION.—Si E, F son e. b. ¢., T: E—> F es lineal
Y acotada y f€ L' (I, w, E), entonces T -f€ L (Z, u, F) y

fTOfa'p.-—- [ffdp]

DEMOSTRACION.—T o f es b-medible por la proposicién 13 (v) y
si (f,) es una sucesién aproximadora de f, entonces (T - f,) es una
sucesién aproximadora de T o f. Si K€ U (f, f,) es inmediato, por
<l resultado anilogo para la integral de Bochner en espacios de Ba:

mach, que
T[!fdg]:xfTOfdp.

Entonces si (K,) es una sucesién disjunta de elementos de U (f, fx),

existe un disco completante B < E tal que ( f fdu )es sumable en

Ky

Egs. Si D es un disco completante en F tal que T (B)< D, enton-
ces T : Ez —s E; es continua y, por tanto, la familia

(e -{frere

«s sumable en Fp y

T(S ffdp)=§:' fTOfdp..

n=1K, n=1K,

21. Ejempros.—i) Si existe un disco acotado completante
B < C tal que f(¢)€ Ep para casi todo t€Q y f:Q—» Ey (defi-
‘nida en casi todo punto) es integrable Bochner, evidentemente f es
b-integrable. Por razones obvias, llamaremos a este tipo de funcio-
nes integrables Bochner.

ii) Si g:Q—> E es b-medible y existe un disco acotado com-
pletante y o (E, EX)-cerrado B tal que g (Q) < B, entonces para
toda funcién escalar integrable o, la funcién f = g es b-integra-
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ble. En efecto, si (f,) es una sucesion aproximadora de f y (K
una sucesién disjunta de elementos de U (f, f.), se tiene

m+p m+p / m+ff
Eﬁa(ffdp) sup //d}t, lo!ldp==
x’ € B0
n=m n—‘m ﬂ"’m fl
s n—>

Ky

m

(donde B° designa la polar de B en la dualidad (E, EX)) y, por
tanto, ( f f dp.) es sumable en el espacio de Banach Eg. Ademas,

Kﬂ
es inmediato que en este caso la funcion A — m; (A) = f fdu
A

es una medida con valores en el espacio de Banach Ejg, de varia-

ciéon acotada (pues pg (ms (A)) < fl 9|dup).

Un caso particular de este tipo de funciones estad formado por las
f:Q —> E b-medibles para las que existe un disco acotado com-
pletante y o (E, EX)-cerrado B, tal que la funcién ¢+— ps (f (2))
sea integrable (cfr. [14], donde se estudia un concepto anilogo para
el caso de medidas de Radon y funciones con valores en un e. L. c.).
En efecto, la funcién g (¢) = f (#)/ps (f (@) si pe (f(£))>0 e =0
si psf(f) =0, estd definida en casi todo punto, es b-medible y
g (Q) < B. Basta poner entonces f = p5 (f) g. Notese que f, como
funcién con valores en Ej, puede no ser medible y, por tanto, no
es necesariamente integrable Bochner (véase [14]).

iii) En general, una funcién b-integrable diremos que es total-
mente integrable si existe un disco acotado completante B tal que
my es una medida topolégica con valores en Eg de variacion acotada.

Recordemos que un espacio de Banach E verifica la propiedad de
Radon-Nikodym (abrev. P. R. N.) si para toda medida m: X —» E
de variacién acotada y absolutamente continua respecto a una medi-
da positiva finita ., existe una funcién integrable Bochner f tal que
m(A) = [fdu (véase [4]).

A
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22. ProrosiciON.—Sea f: Q —> E totalmente integrable y B un
disco acotado completante tal que my ()  Ep. Se supone alguna de
las siguientes hipdtesis:

22.1. f(t) € Eg para casi todo t € Q y Eg es separable.
22.2. Egy posee la P. R. N.

Entonces £ es integrable Bochner.
DEMOSTRACION.—i) Supongamos Ejp separable. El conjunto

M =« € (Es)'; {f, #') es medible}

es débilmente secuencialmente cerrado y contiene a las restricciones
-de los elementos de EX a Eg, luego es débilmente denso (véase pro-
posicién 3). El teorema de Banach-Dieudonné prueba entonces que
M = (Eg). Basta aplicar el teorema de medibilidad de Pettis ([4],
‘theor. 11.1.2) para concluir que f:Q —> Eg es medible Bochner y,
como my; es de variacién acotada, f es integrable Bochner ([4],
I11.2.5). (Véase {6], pag. 240, Ex. 1 (3).)

ii) Supongamos ahora que Ep posee la P. R. N. La funcién m;y,
por hipétesis, es una medida con valores en el espacio de Banach
Eg, de variacién acotada y absolutamente continua respecto a g,
luego existe una funcién i :Q — Ey integrable Bochner tal que

mf(A)=ffdu-fxdu~ VAE€Z.
A A

En virtud del corolario 19, resulta f (#) = g (¢) en casi todo punto.

23. ProPOSICION.—Sea f:Q —> E b-integrable. Se supone al-
guna de las siguientes hipdtesis:

23.1. f es totalmente integrable y E es un e. b. c. infra-Schwartz.

23.2. E es un e. b. c. nuclear y my () es acotado.

Entonces f es integrable Bochner.

DeMoSTRACION.—i) Supongamos 23.1. Existe entonces un disco
acotado completante B tal que m;:E ——» Ey es una medida topolé-
gica de variacién acotada y absolutamente continua respecto de .
Entonces para cada ¢> 0, existe K. €T tal que p (Q\ K <ey

S (Ke) = }mr(A)/n(A): A C Ke, A € Z,p(A)> 0f
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ses acotado en Eg. Sea D otro disco completante que absorbe a B
'y tal que la inclusién canénica Ipp: Ez —> Ep sea débilmente com-
pacta. Resulta entonces que Ipp (S (K:)) es débilmente relativamen-
te compacto en Ep, luego en virtud del teorema de Radon-Nikodym
para espacios de Banach (véase, por ej., [4], IIL.2.18), existe
£:Q — E,, integrable Bochner tal que

Iag°mf(A)=flan°fdp= .[gdp., vAE€EZ.

A A

‘Por el corolario 19, Igp o f y g coinciden en casi todo punto, es
-decir, f es integrable Bochner como funcién de Q en E,.

ii) Supongamos ahora que se cumple 23.2. Por la observa-
-cién 16, existe un disco acotado completante B tal que m, es una
‘medida con valores en el espacio de Banach Eg, p-continua. Consi-
-deremos el operador lineal asociado a m;:

T:L® () —>Es

«definido por T (9) = [ ¢ d m; (se demuestra ademds facilmente que
9 f es b-integrable y T (¢) = f o fd ) (véase [4], 1.1.13). Sea D
otro disco completante que absorbe a B de modo que la aplicacion
-canodnica

Inp : Eg —> Fp

:sea nuclear. Entonces Igp T :L* () —> E, es nuclear y, por tan-
to, en virtud de [3], theor. 2 (véase también [4], VI.3.4 y VI.44)
«existe una funcién g:Q —» E; integrable Bochner tal que

IBDOMf(A)zfgdp=fInD°fdp. VYA€ 3.
A

A
‘Basta entonces proceder como en i).

24. OBSERVACIONES.—i) En virtud de la observaciéon 16, en la
‘hipétesis de la proposicién anterior bastaria suponer que f es b-medi-
ble y escalarmente integrable.

ii) Como hemos hecho anteriormente, se pueden obtener de
:modo obvio los resultados correspondientes a la proposicién 23 para
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funciones con valores en un e. 1. c. dotado de una bornologia com-
patible con su topologia. En particular, destaquemos el siguiente-
resultado :

25. CoroLARIO.—Sea E un e. l. c. casi completo cuyo dual fuer--
te es nuclear. Sea f:Q —> E una funcidn escalarmente integrable
Yy b-medible (respecto a la bornologia de Von Neumann de E). En—
tonces f es integrable Bochner.

DEeMOSTRACION.—Resulta inmediatamente de la proposicién 23.
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